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Przypomnienie: pochodna a monotonicznos¢ funkgji

Twierdzenie

Niech I oznacza dowolny przedziat. Jesli dla kazdego = € I:
m f/(x) =0, to f jest stata na I,
= f/(x) >0, to f jest rosnaca na I,

(z)
= f'(z)
= f'(z)

(z)

= f'(x) <0, to f jest nierosnaca na I,

x) > 0, to f jest niemalejaca na I,

x) <0, to f jest malejaca na I,



Przypomnienie: ekstremum lokalne funkgji

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie g i pochodna

f'(x0), to f'(z0) = 0.

I —
Punkt, w ktérym pochodna sie zeruje, nazywamy punktem
krytycznym.



Przypomnienie: ekstremum lokalne funkgji

| warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Jezeli f'(zg) = 0 i istnieje 0 takie, ze:
f'(x) >0  dla kazdego = € (zo — d,70)
f'(z) <0 dla kazdego x € (xg,zo + 0)
to funkcja ma w xg maksimum lokalne.

Analogiczny warunek zachodzi na minimum lokalnego.



Przypomnienie: ekstremum lokalne funkgji

Il warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Jezeli f'(xg) =01 f"(xg) <0, to funkcja ma w punkcie zg
maksimum lokalne.

Jezeli f'(xg) =01 f"(xg) > 0, to funkcja ma w punkcie xg
minimum lokalne.

Uwaga: Jedli f(xg) = 0, to funkcja moze mie¢ w xy maksimum,
minimum, lub zadne z powyzszych.



Asymptoty

Asymptoty pionowe

Prosta © = a jest asymptotg pionowa lewostronng funkgji f, jezeli:

lim f(zx) = —o0 lub lim f(x) = oc.

T—a~ T—a~

Podobnie definiujemy asymptote pionowa prawostronna.

Asymptoty poziome

Prosta y = a jest asymptota pozioma w oo funkcji f, jezeli:

lim f(z) = a.

T—00

Podobnie definiujemy asymptota pozioma w —oo.



Asymptoty pionowe — przykfad

li = li = 0.
Jlim f(z) = oo, Jim_f(z) = oo
Y yx=1
E f(z) = |m£1|
1

Asymptota pionowa lewo i prawostronna z = 1.



Asymptoty poziome — przyktad

zlgr()lof(aj):l.
y
fl@)=14e""
____________________ 1_-___________________________y:1
x

Asymptota pozioma y = 1 w nieskonczonosci.



Funkcje wypukfte

Definicja

Funkcja f jest wypukfa na przedziale I C Dy, jezeli:

Vai,z9 € I VX € (0, 1) f()\.’])l—i-(l—)\)l‘g) < )\f(.’L‘l)—i-(l—)\)f(:Cz).

Czyli: kazda sieczna na przedziale I lezy nad wykresem funkcji.

Definicja
Funkcja f jest wklesta na przedziale I C Dy, jezeli:
Ve, 2o € I VA€ (0,1) f(Azi+(1-N)z2) > Af(z1)+(1-N) f(x2).

Czyli: kazda sieczna na przedziale I lezy pod wykresem funkgcji.



Funkcja wypukta — przyktad

fOrr+ (1= Naz) <Af(z1) + (1= N f(z2), A€ (0,1)

y
f(=)

f(z2)

f(z1) A
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Funkcja wypukta — przyktad

FQzr+ (1= Na2) < Af(z1) + (1= A) f(x2), Ae(0,1)

y
f(=)

f(x2)

Ff@1) + 5 f(x2)
f(z1) A

F(2a1 + 4e) |




Funkcja wypukta — przyktad

FQzr+ (1= Na2) < Af(z1) + (1= A) f(x2), Ae(0,1)
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Funkcja wypukta — przyktad

FQzr+ (1= Na2) < Af(z1) + (1= A) f(x2), Ae(0,1)

y
f(=)

f(z2)
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Funkcje wkleste i wypukte — przyktady

Yy funkcja wypukta Yy funkcja wklesta

f(z2)

fl) 7)




Warunek wystarczajacy wypuktosci

Twierdzenie

Niech I bedzie przedziatem. Jesli dla kazdego x € I funkcja f
spetnia nierébwnos¢:

m f"(x) >0, to jest wypukta na I,

m f"(x) <0, to jest wklesta na I.



Punkt przegiecia

Definicja

Punkt g nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f, gdy
istnieje § > 0 taka, ze funkcja jest wypukta na przedziale
(xo — 9, 0) i wklesta na przedziale (zg,zo + d), lub odwrotnie.

Nieformalnie: punkt przegiecia to miejsce, gdzie funkcja zmienia
sie z wypuktej na wklesta lub odwrotnie.

Twierdzenie

Jesli g jest punktem przegiecia funkgji f i istnieje f”(zg), to

f”(xo) = 0.



Funkcje wkleste i wypukte — przyktady

funkcja wklesta funkcja wypukta

/>\
1\&/ z

1

1

' punkt przegieciaw z =1




Podsumowanie

Warunki, ktére spetniaja pochodne

Witasno$¢ funkgji

f'(@) f'(x)
f(x)>0 f(x) >0 rosnaca i wypukta
f(x) <0 f(x) >0 malejaca i wypukta
f'(z) >0 f(xz) <0 rosnaca i wklesta
f(x) <0 f(x) <0 malejaca i wklesta
f(x)=0 f(xz)>0 minimum lokalne
f(z)=0 f(xz) <0 maksimum lokalne
f"(x)=0 mozliwy punkt przegiecia




Badanie zmiennosci funkgcji

Ustalenie dziedziny funkgji.

Ciagtosc.

Miejsca zerowe.

Asymptoty pionowe.

Granice na krancach dziedziny, asymptoty poziome.

[@ Wyznaczenie pierwszej pochodnej: znak (monotonicznos¢),
miejsca zerowania si¢ (punkty krytyczne), granice na krancach
dziedziny.

Wyznaczenie drugiej pochodnej: wypuktos¢/wklestosé,
miejsca zerowania sie.

B Sporzadzenie wykresu.



