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Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja
Pochodng n-tego rzedu funkcji f w punkcie xg definiujemy
indukcyjnie:

7 @o) = (771) (o),

gdzie fO(z0) = f(z0). Uzywa sie tez oznaczenia L (z).

dx™



Reguta de L'Hospitala

Twierdzenie (dla nieoznaczonosci )

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

m limg s, f(2) = limg_y, g(x) = 0, przy czym g(z) # 0 dla
x € S(xo),

m istnieje granica lim, 4, '5&35

@) _ @
AP g@) ok g(a)

to




Reguta de L'Hospitala

Twierdzenie (dla nieoznaczonosci &2)

Jezeli funkcje f i g spetniajg warunki:

B limg gy, f(2) = limy—z, g(x) = 00, przy czym g(z) # 0 dla
HAS S(:Uo),
f'(z0)

m istnieje granica lim,_,,, T(z0)"

lim @ = lim (=)
AP gl@) =% g(a)

to

m Prawdziwe réwniez dla —oo.



Pochodna a monotonicznos$¢ funkgji

Twierdzenie

Niech I oznacza dowolny przedziat. Jesli dla kazdego = € I,
funkcja f spetnia warunek:

m /() =0, to f jest stata na I,

m f/(x) >0, to f jest rosnaca na I,

(z)

(z)

m f'(x) >0, to f jest niemalejaca na I,

m f/(x) <0, to f jest malejaca na I,
(z)

= f/(x) <0, to f jest nierosnaca na I,



Rozwiniecie Taylora funkgji

Definicja
Wielomiar): , ®
f(zo)+ f (1:1!30) (x—z0)+ f ;TO) (x—z0)*+...+ / k(!mo) (z—xz0)*

nazywamy Wielomianem Taylora rzedu k funkcji f w punkcie zq i
oznaczamy symbolem Py (x).

Wielomian Taylora coraz lepiej przybliza przebieg funkcji wokét
punktu zg dla coraz wiekszych k.



Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e w punkcie 2o = 0.

flx)=e flxzo)=e"=1 Pylz)=1

fl@)=e* flwo)=e"=1 P@)=1+Hz=1+2x

() =e* f'(wg)=e"=1 P2(x)zl+x+%x:1+x+§



Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

f(z) =€, xo = 0.

Y (@)




Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

f(z) =€, xo = 0.

Y (@)

Py(z) =1




Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

f(z) =€, xo = 0.

Y (@)

Pi(z)=1+=




Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

f(z) =€, xo = 0.

Y (@)

Pr(z)=1+a+2




Rozwiniecie Taylora funkcji — przyktad

f(z) =€, xo = 0.

Y (@)




Ekstremum lokalne funkcji

Minimum globalne

Funkcja f(x) ma w punkcie zg minimum globalne, jesli dla
dowolnych x € D¢, mamy f(zo) < f(x).

Minimum lokalne

Niech funkcja f(x) bedzie okreslona przynajmniej na pewnym
otoczeniu punktu zg € R.

Funkcja f(x) ma w punkcie zy minimum lokalne, jezeli:
36 >0 Vo € S(z,0) flxo) < f(z)

Analogiczne definicje dla maksimum globalnego i lokalnego.

Minimum i maksimum okreslamy facznie sfowem ekstremum.



Minima lokalne i globalne

global maximum

local maximum
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local minimum

global minimum
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(zrédto: wikipedia)



Ekstremum lokalne funkcji

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie z¢ i pochodna

1 (x0), to f'(x0) = 0.




Ekstremum lokalne funkcji

| warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Jezeli f'(zg) = 0 i istnieje 0 takie, ze:
f'(x) >0  dla kazdego = € (zo — d,70)
f'(z) <0 dla kazdego x € (xg,zo + 0)
to funkcja ma w xg maksimum lokalne

Analogiczny warunek zachodzi na minimum lokalnego



Ekstremum lokalne funkcji

Il warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Jezeli f'(xg) =01 f"(xg) <0, to funkcja ma w punkcie zg
maksimum lokalne.

Jezeli f'(xg) =01 f"(xg) > 0, to funkcja ma w punkcie xg
minimum lokalne.

Uwaga: Jedli f(xg) = 0, to funkcja moze mie¢ w xy maksimum,
minimum, lub zadne z powyzszych.



