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Pochodne wyższych rzędów

Definicja

Pochodną n-tego rzędu funkcji f w punkcie x0 definiujemy
indukcyjnie:

f (n)(x0) =
(
fn−1

)′
(x0),

gdzie f (0)(x0) = f(x0). Używa się też oznaczenia dnf
dxn (x0).
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Reguła de L’Hospitala

Twierdzenie (dla nieoznaczoności 0
0)

Jeżeli funkcje f i g spełniają warunki:

limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = 0, przy czym g(x) 6= 0 dla
x ∈ S(x0),
istnieje granica limx→x0

f ′(x0)
g′(x0)

,

to

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
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Reguła de L’Hospitala

Twierdzenie (dla nieoznaczoności ∞∞)

Jeżeli funkcje f i g spełniają warunki:

limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) =∞, przy czym g(x) 6= 0 dla
x ∈ S(x0),
istnieje granica limx→x0

f ′(x0)
g′(x0)

,

to

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

Prawdziwe również dla −∞.
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Pochodna a monotoniczność funkcji

Twierdzenie

Niech I oznacza dowolny przedział. Jeśli dla każdego x ∈ I,
funkcja f spełnia warunek:

f ′(x) = 0, to f jest stała na I,

f ′(x) > 0, to f jest rosnąca na I,

f ′(x) ≥ 0, to f jest niemalejąca na I,

f ′(x) < 0, to f jest malejąca na I,

f ′(x) ≤ 0, to f jest nierosnąca na I,
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Rozwinięcie Taylora funkcji

Definicja

Wielomian:

f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+ . . .+

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k

nazywamy Wielomianem Taylora rzędu k funkcji f w punkcie x0 i
oznaczamy symbolem Pk(x).

Wielomian Taylora coraz lepiej przybliża przebieg funkcji wokół
punktu x0 dla coraz większych k.
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Rozwinięcie Taylora funkcji – przykład

Rozwinięcie Taylora funkcji f(x) = ex w punkcie x0 = 0.

f(x) = ex f(x0) = e0 = 1 P0(x) = 1

f ′(x) = ex f ′(x0) = e0 = 1 P1(x) = 1 + 1
1!x = 1 + x

f ′′(x) = ex f ′′(x0) = e0 = 1 P2(x) = 1 + x+ 1
2!x = 1 + x+ x2

2
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Rozwinięcie Taylora funkcji – przykład

f(x) = ex, x0 = 0.

x

y
f(x)

x0 = 0

P0(x) = 1

P1(x) = 1 + x

P2(x) = 1 + x+ x2

2

P3(x) = 1 + x+ x2

2
+ x3

6
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Ekstremum lokalne funkcji

Minimum globalne

Funkcja f(x) ma w punkcie x0 minimum globalne, jeśli dla
dowolnych x ∈ Df , mamy f(x0) ≤ f(x).

Minimum lokalne

Niech funkcja f(x) będzie określona przynajmniej na pewnym
otoczeniu punktu x0 ∈ R.

Funkcja f(x) ma w punkcie x0 minimum lokalne, jeżeli:
∃δ > 0 ∀x ∈ S(x0, δ) f(x0) ≤ f(x)

Analogiczne definicje dla maksimum globalnego i lokalnego.

Minimum i maksimum określamy łącznie słowem ekstremum.
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Minima lokalne i globalne

(źródło: wikipedia)
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Ekstremum lokalne funkcji

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jeżeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie x0 i pochodną
f ′(x0), to f ′(x0) = 0.
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Ekstremum lokalne funkcji

I warunek wystarczający istnienia ekstremum

Jeżeli f ′(x0) = 0 i istnieje δ takie, że:

f ′(x) > 0 dla każdego x ∈ (x0 − δ, x0)
f ′(x) < 0 dla każdego x ∈ (x0, x0 + δ)

to funkcja ma w x0 maksimum lokalne

Analogiczny warunek zachodzi na minimum lokalnego
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Ekstremum lokalne funkcji

II warunek wystarczający istnienia ekstremum

Jeżeli f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) < 0, to funkcja ma w punkcie x0
maksimum lokalne.

Jeżeli f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) > 0, to funkcja ma w punkcie x0
minimum lokalne.

Uwaga: Jeśli f ′′(x0) = 0, to funkcja może mieć w x0 maksimum,
minimum, lub żadne z powyższych.

13 / 13


