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lloraz réznicowy

Definicja

Niech f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(xg).

llorazem réznicowy funkcji f w punkcie zg, odpowiadajacym

przyrostowi Ax zmiennej niezaleznej x nazywamy liczbe:
Af _ flzo+ Az) — f(wo)
N Az




lloraz réznicowy — przyktad

fzo + Az) 1




Interpretacja ilorazu réznicowego

Sieczna miedzy zp a zg + Ax

lloraz réznicowy funkcji f w punkcie g, odpowiadajacy
przyrostowi Az jest nachyleniem siecznej wykresu przechodzace;j
przez punty xg i xo + Ax:

Af

= _t
Az s

Predko$¢ w przedziale czasowym od ¢ do t + At

Niech y bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej chwili czasowej
t potozenie y(t) jakiego$ obiektu fizycznego. lloraz réznicowy
funkcji y w chwili tg odpowiadajacy przyrostowi czasu At jest
rowny sredniej predkosci obiektu w przedziale czasowym od ¢ do

t + At.



lloraz réznicowy — przyktad
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Pochodna wtasciwa funkgji

Definicja
Pochodna funkgji f, okreslonej przynajmniej na otoczeniu O(xy),
nazywamy granice witasciwg ilorazu réznicowego:

/ . f(zo+ Az) — f(=z0)
o) = Lo, Ae

Do oznaczenia pochodnej uzywa sie tez: %(wo), Df(xo), f(xo).

Jesli granica ilorazu réznicowego jest niewtasciwa (oo lub —o0), to
taka pochodng nazywamy pochodna niewtasciwa.

Pochodna lewo lub prawostronna definiujemy biorac granice lewo
lub prawostronna. Pochodna wtasciwa istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja pochodne lewo i prawostronne i s3 sobie réwne.

Pochodna w zg istnieje tylko gdy funkcja jest ciagta w xg.



Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

f(zo + Az)

f(zo)




Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

f(zo + Az)

f(zo)




Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

f(zo + Az) 1

f(zo)




Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

f(zo + Az)

f(zo)




Interpretacja pochodne;j

Pochodna funkcji f punkcie ¢ okresla nachylenie stycznej do
wykresu f w punkcie xg.
f'(x0) = tga

Predkos¢

Niech y bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej chwili czasowej
t potozenie y(t) jakiego$ obiektu fizycznego. Wtedy /() jest
predkoscia w chwili t.



Pochodna funkcji w punkcie — przyktad




Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

f(zo + Az) 1

f(zo)




Pochodna funkcji w punkcie — przyktad

fzo + Az) |

f(zo)




Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

Twierdzenie

=0 dla ceR
«

¢
(%) = az*t dla ae€R\0
(sinz) = cosx
(cosz) = —sinx
1
(tgz) = cos? x
1
ctgr) = —
(ctgz) sin? x

(@®) =a"lna dla 0<a#1



Pochodne sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu

Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja pochodne wtasciwe w punkcie zg, to:

£\ _ f(xo) - 9(w0) — f(z0) - g'(20)
(5) (o) = 9%(x0)



Twierdzenia o pochodnych funkgji

Twierdzenie (o pochodnej funkcji ztozonej)

Jezeli:
m funkcja f ma pochodna wtasciwg w punkcie x,
» funkcja ¢ ma pochodng wtasciwg w punkcie f(xg),

to:

(go f)(z0) =g (f(x0)) f'(w0)-



Twierdzenia o pochodnych funkgji

Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej)
Jezeli funkcja f:

m jest ciggta na otoczeniu O(xg),

m jest $ciS$le monotoniczna na otoczeniu O(xg),

= ma pochodna witasciwg f/(z¢) # 0,

(f_l), (to) =

to:

%, gdzie yo = f(xo).



