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Sasiedztwo

Definicja

Sasiedztwem punktu zp € R nazywamy zbiér:
S(xg) = (o — 7,20 +7)\{Z0} gdzie r > 0.

Definiujemy tez sasiedztwo lewostronne S(zy) = (o — 7, %o) i
sasiedztwo prawostronne S(z§) = (zo,z0 + 7).

Sasiedztwem —oo nazywamy zbiér S(—o0) = (—o0,b) gdzie b € R,
a sasiedztwem oo zbidr S(o0) = (a,00) dla a € R.



Granica funkcji w punkcie wedtug Heinego

Definicja
Funkcja f, okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(zg), ma w

punkcie g granice wtasciwa g € R, co zapisujemy:
lim f(z) =g,

T—TQ

gdy:
V(zpn): {zn} C S(x0) (Jgngoxn =70 = nhﬁngo flzy) = g) )

Uwagi:
m Jesli zamiast g wstawimy w definicji co lub —o0, to
otrzymamy definicje granicy niewfasciwej.
m Jedli zamiast zg wstawimy w definicji co lub —oo, to
otrzymamy definicje granicy w nieskonczonosci.



Granica funkcji — przyktad

an): {on) € S(ao) (Jim 00 =20 = Jim f(o,) =)




Granica funkcji — przyktad

V(xn): {xn} C S(x0) (7115203:” =19 — nh_{go f(zy) = g)

f(=)




Granica jednostronna funkcji w punkcie wedtug Heinego

Definicja

Funkcja f, okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(z; ), ma w
punkcie zg granice lewostronng g € R, co zapisujemy:
lim f(z) =g,

m—)af:o

gdy:
V(zn): {zn} C S(zy) <nll>nolo Ty = T9) — nh_)rgo flxy) = g) .

Analogicznie definiujemy granice prawostronna.



Granice jednostronne — przyktad
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Granice jednostronne — przyktad
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Granice jednostronne — przyktad
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Granica funkcji w punkcie wedtug Cauchy’ego

Definicja

Funkcja f, okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(zg), ma w
punkcie g granice wtasciwa g € R, co zapisujemy:
lim f(z) =g,

gdy T—T0
Ve >0 36 Vo € S(zo) (Jz — 0] <6 = |f(z) —g| <e).

Analogicznie definiujemy granice lewo i prawostronna.

Funkcja f, okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(zp), ma w
punkcie xg granice niewtasciwa oo, co zapisujemy:
lim f(z) = oo,

T—rT0
gdy:
VE >0 30 Vo € S(zo) (Jlr — 2ol <6 = f(z) >€E).

Analogicznie definiujemy granice niewtasciwa w —oo.



Granica funkcji wedtug Cauchy’ego
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Granica funkcji w nieskonczonosci wedtug Cauchy’ego

Definicja
Funkcja f, okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(o0), ma w
punkcie oo granice wtasciwa g € R, co zapisujemy:
lim f(z) =g,
T—r00
gdy:
Ve >0 3A Vz € S(00) (z > A = |f(z) —g|<e).

Funkcja f, okrelona przynajmniej na sasiedztwie S(c0), ma w
punkcie co granice niewtasciwag oo, co zapisujemy:

lim f(z) = oo,

T—>T0

VE >0 JA Vz € S(zo) (x> A = f(z) > €).

gdy:

Podobnie definiujemy granice w —oo.



Réwnowaznos$¢ granic wedtug Heinego i Cauchy’ego

Twierdzenie

Odpowiadajace sobie definicje Heinego i Cauchy’ego granic funkgji
s3 rébwnowazne.




Twierdzenia o granicach wtasciwych funkgji

Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja granice wiasciwe w punkcie xg, to:

Jim (f(2) +g(x)) = lim f(z)+ lim g(z)
i (7(0)-9(0)) = i 5@)) - (Jim o))
B 50 =) e Jim e 9



Twierdzenia o granicach niewtasciwych funkgcji

Twierdzenie

a+ 0o =00 dla —oo<a< >

a- 00 =00 dla 0<a<
4 _ 0 dla —o0<a <
o0
O%:oo dla 0<a <
a®=0 dla 0"<a<l
a™>® =00 dla 1 <a<
=0 dla —00<b<0
oo =0 dla 0<b<

Wyrazenia nieoznaczone:

0 00
oco—0o0, 0-00, =, —,
0 00



Twierdzenia o granicach wtasciwych funkgji

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Jezeli funkcje f, g, h spetniaja warunki:
f(z) < g(x) < h(x) dla kazdego = € S(zo),
hmmaxo f(l') = hmx%mo h($) =D
to
lim g(x) = p.

T—rx0



Otoczenie

Definicja

Otoczeniem punktu z¢ € R nazywamy zbiér:
O(x0) = (xg — 7,20 + 1) gdzie r > 0.

Definiujemy tez otoczenie lewostronne O(z, ) = (xo — 7, o] i
otoczenie prawostronne O(z¢) = [0, 0 + 7).

Otoczenie rézni sie od sasiedztwa tylko tym, ze do otoczenia
wiaczamy réwniez punkt xg.



Ciagtos¢ funkcji w punkcie

Definicja
Funkcja f, okreslona przynajmniej na otoczeniu O(x), jest ciagta
w punkcie zg, gdy

Jim f(z) = f(zo).
Czyli
m Funkcja jest okreslona na xg.
m Funkcja ma granice w .

m Granica funkgcji w xg jest réwna jej wartosci w xg.

Stosujac definicje granicy wedtug Cauchy’ego, funkcja f jest ciagta
w g, gdy:
Ve>0 36>0 Yz eO(zo) (lz—z0|<d6 = |f(z)— f(z0)| <€) .



Funkcja ciggta — przyktad




Funkcja ciggta — przyktad

lim f(x) = f(o)

T—rT0




Funkcja nieciggta w xy — przyktad




Funkcja nieciggta w xy — przyktad




Lewostronna ciggtos¢ funkcji w punkcie

Definicja
Funkcja f, okredlona przynajmniej na otoczeniu O(z ), jest
lewostronnie ciagta w punkcie xg, gdy

lim f(z) = f(zo).

ZE—).’L‘O

Podobnie definiujemy prawostronna ciggfosc.

Twierdzenie

Funkcja jest ciggta w punkcie wtedy i tylko wtedy gdy jest w tym
punkcie ciaggta lewostronnie i prawostronnie.



Lewostronna i prawostronna ciggtos¢ — przykfad
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Lewostronna i prawostronna ciggtos¢ — przykfad
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Ciagtos¢ funkcji na przedziale

Definicje

Funkcja jest ciagta na przedziale otwartym (a,b), jezeli jest ciagta
w kazdym punkcie tego przedziatu.

Funkcja jest ciagta na przedziale domknietym [a, b], jezeli jest
ciagta w kazdym punkcie przedziatu (a,b), prawostronnie ciggta w
a i lewostronnie ciagta w b.



Twierdzenia o funkcjach ciggtych

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie zg, to:
m funkcja f + g jest ciagta w punkcie z,
m funkcja f — g jest ciagta w punkcie xg,

m funkcja f - g jest ciagta w punkcie x,

f

= funkcja ¢ jest ciagta w punkcie g, o ile g(xo) # 0.



Twierdzenia o funkcjach ciggtych

Twierdzenie (o ciagtosci funkgji ztozonej)

Jezeli:
m funkcja f jest ciagta w punkcie xg.
m Funkcja g jest ciagta w punkcie yo = f(zo).

to funkcja ztozona f o g jest ciggta w punkcie zg.

Twierdzenie (o ciagtosci funkcji odwrotnej)

Niech I oraz J beda dowolnymi przedziatami. Jezeli funkcja
f: T 2% J jest ciéle monotoniczna i ciagta, to funkcja odwrotna
f71: J 25 T jest takze ciagta.

Funkcja odwrotna do funkcji ciggtej jest ciagta.



