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Zaliczenie

m Brak egzaminu: wspdlne zaliczenie dla ¢wiczen i wyktadu.
m Krétki sprawdzian i dwa kolokwia

Sprawdzian z pochodnych (piate zajecia): 10 pkt

Analiza (ok. potowy kwietnia): 45 pkt

Algebra (ostatni tydzien przed sesja): 45 pkt
m Nie trzeba zaliczy¢ obu kolokwidéw — liczy sie suma punktow

m Termin poprawkowy w trakcie sesji egzaminacyjnej
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m Zbiér liczb naturalnych: N = {1,2,3,...}.

m Zbidr liczb catkowitych: Z = {0,+1,£2,...}.

m Zbiér liczb wymiernych: Q = {g: pEL,q€E N}.
m Zbidr liczb rzeczywistych: R.

m

Przedziaty:
(a,b) ={zx eR:a <z <b}

a b
[a,b) ={z € R:a <z < b} : ;
[a,b) ={z € R:a <z < b} : °
(a,b] ={r e R:a <z < b} ° ;

Kwantyfikatory:
v lub A dla kazdego”

3 lub \/ istnieje”



Definicje: element najmniejszy i najwiekszy

Element najmniejszy

Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru X C R, gdy
a€ X oraz Viex x> a.

Zapisujemy: a = min X.

Element najwiekszy

Liczba b jest najwiekszym elementem zbioru X C R, gdy
be X oraz Vieex x <0

Zapisujemy: b = max X.

Uwaga: Element najwiekszy/najmniejszy moze nie istniec!



Definicje: ograniczenie dolne i kres dolny

Ograniczenie dolne

Liczba a jest ograniczeniem dolnym zbioru X C R, gdy:
Veex T > a.

Jedli nie ma takiej liczby, to méwimy, ze X nie jest ograniczony z
dotu.

Kres dolny

Liczba a jest kresem dolnym zbioru X C R, gdy a jest
najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru X:
Veex > a oraz Veso dpyex To < a+e.

Zapisujemy: a = inf X.
Jesli X nie jest ograniczony z dotu, przyjmujemy inf X = —oo.



Definicje: ograniczenie goérne i kres gérny

Ograniczenie goérne

Liczba b jest ograniczeniem gérnym zbioru X C R, gdy:
vmeX x S b.

Jesli nie ma takiej liczby, to méwimy, ze X nie jest ograniczony z
gory.

Kres gérny

Liczba b jest kresem gornym zbioru X C R, gdy b jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru X:
Veex € <b oraz Veso dppex o >b—e€

Zapisujemy: b = sup X.
Jedli X nie jest ograniczony z géry, przyjmujemy sup X = co.



Definicje: funkcja

Funkcja

Funkcja okreslong na zbiorze X C R i przyjmujaca wartosci ze

zbioru Y C R nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi

z € X doktadnie jednego elementu y € Y. Funkcje oznaczamy:
f: X—=>Y

m Elementy X nazywamy argumentami funkgji.

= X nazywamy dziedzing i oznaczamy Dy.

®m Y nazywamy przeciwdziedzing lub zbiorem wartosci funkgcji i
oznaczamy W7.



Definicje: funkcja ,na"” i réznowartosciowa

Funkcja ,,na” (suriekcja)

Méwimy, ze funkcja odwzorowuje zbiér X na zbiér Y, co
na
oznaczamy f: X — Y, gdy:
We=Y, tzn. Vyey Tex f(z) =y.

Funkcja réznowartosciowa (iniekcja)

Méwimy, ze funkcja f jest roznowartosciowa, jezeli:

Voraex |(@1# 32) = (f(o1) # £(22)] .



Definicje: bijekcja, funkcja odwrotna

Bijekcja

Funkcje f, ktéra jest r6znowartoéciowa i ,na", nazywamy bijekcja.

Funkcja odwrotna

Funkcja f bedaca bijekcja ma funkcje odwrotng, oznaczana
f~11Y — X, okreélong warunkiem:
fYy) =2 < y=f(z), dladowolnych z € X,ycY.




Definicje: ztozenie funkgji

Ztozenie funkgji
Niech XY, Z W beda zbiorami liczb rzeczywistych, przy czym
Y C Z, oraz niech f: X =Y, g: Z — W. Ztozeniem funkcji g i
f nazywamy funkcje go f: X — W okre$long wzorem:

(Qof)(m)zg(f(m)) dla z € X.



Ciag liczbowy

Definicja

Ciagiem liczbowym nazywamy dowolng funkcje odwzorowujaca
zbidr liczba naturalnych w zbiér liczb rzeczywistych.

Warto$¢ tej funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym
elementem ciagu i oznaczamy a,,.

a1,02,043,...,0p,....
Ciag oznaczamy przez (a,).

Zbi6r wyrazéw ciagu {ay,: n € N} oznaczamy {a,}.



Przyktady ciggéw

m Elementy podane wprost:
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4, ...

Wtedy a1 =1, a4 = 3, itp.
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Przyktady ciggéw

m Elementy podane wprost:
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4, ...

Wtedy a1 =1, a4 = 3, itp.

m Elementy podane poprzez wzér ogdlny:
an = 2",
a, =n+ 1.

Elementy podane rekurencyjnie:
ar =1, an = 2ap,-1 + 1.

Ciag arytmetyczny:
Qp = Qp—1 +T.

» Ciag geometryczny:
ap = TAp—1



Granica ciagu

Granica witasciwa

Moéwimy, ze ciag (ay,) ma granice wiasciwa a € R, co zapisujemy:

lim a, = a,
n—o0

gdy:
Ves0 IngeN Vnen (n>no = |an —a| <)

Czasem zapisujemy tez a, —> a lub krétko:
n—o0

lima, =a lub ap — a.



Granica ciggu — przyktad

Ves0 InoeN Vnen (n>no = |an —a| <)
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Granica ciggu — przyktad
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Granica ciggu — przyktad

Ves0 InoeN Vnen (n>no = |an —a| <)
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Granica ciggu — przyktad

Ves0 InoeN Vnen (n>no = |an —a| <)

Qn
LB 1
1.5 { Ap = m a, =
n n+17 i dn

e= L
1+e¢ 12
a=1t+--—-"-"-""-"—"-"——-“— & —“& & & & m————— - -
1—c¢ . s . . - o . . .
0.5 {




Granica ciggu — przyktad

Ves0 InoeN Vnen (n>no = |an —a| <)

an X
1
|
n, .
1.5 1 ap =——, lima,=1
n-+1 n—00
1
1
_ 1 !
1+e€ ‘T 12 :
a=1+------"-"-"-"-"-"---- - —mm - m - - HAessssssssss= ===
1—c¢ s . . ‘ o . . .
. . . 1
. 1
:
1
0.5 1 . !
1
ino =11
: n
T T T T T T T T T T f T T T




Granica ciagu

Granica niewtasciwa

Méwimy, ze ciag (a,) ma granice niewfasciwg oo, co zapisujemy:

lim a, = oo,
n—0o0

gdy:
Ve>0 InoeN Vnen (> ng = an > &)

Méwimy, ze ciag (ay,) ma granice niewtasciwa —oo, co zapisujemy:
lim a, = —o0,
n—oo
gdy:
Ve<o IngeN Ynen (n>np = an < &)



Granica niewtasciwa ciggu — przyktad
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Granica niewtasciwa ciggu — przyktad
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Granica niewtasciwa ciggu — przyktad
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Granica niewtasciwa ciggu — przyktad

Ve<o InpeN Vnen (n>no = an > &)

220
200 f == - mmmmm e mm o m e e oo
180 A a, =n", lim a, = o0

160
140 1 )
120 .

.
I
I
I
|
|
|
|
|
|
100 H . :
I
I
|
|
|
|
|
|
|
I
1

60 |
40 .
20 .




Twierdzenia o granicach wfasciwych ciggéw

Twierdzenie

Jezeli ciagi (ay) i (by) maja granice wiasciwe, to:

lim (ap + by,) = hm an + lim b,

n—o0 n—oo

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—oo n—oo

lim (ay, - by) = (lim an) . ( lim bn)
n—oo n—oo n—oo
ap _ limy o0 ap

1 _
netoo by liintes bn

P
lim (ay,)P = < ILm an) gdzie pe Z

oile nli_)n(gobn#o

n—oo



Twierdzenia o granicach niewtasciwych ciggdéw

Twierdzenie

a+ 0o =00 dla —oo<a< >

a- 00 =00 dla 0<a<
izO dla —o0<a <
%9
O%:oo dla 0<a <
a®=0 dla 0"<a<l
a™>® =00 dla 1 <a<
=0 dla —00<b<0

o>~

00’ =00 dla 0<b<

Wyrazenia nieoznaczone:

0 00
oco—0o0, 0-00, =, —,
0 00



Twierdzenia o granicach wtasciwych ciggdéw

Twierdzenie (o trzech ciagach)

Jezeli ciagi (an), (byn), (cn) spetniaja warunki:
an < b, < ¢, dla kazdego n > nyg,
Wy s 0, = WL e e = 10

to
lim b, =b.

n—oo



Twierdzenia o granicach niewtasciwych ciggdéw

Twierdzenie (o dwdch ciggach)
Jezeli ciagi (an), (by) spetniaja warunki:
an < by, dla kazdego n > ny,
lim,, oo @y, = 00,
to
i tn = o0

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla ciggdw z granica —oc.



Definicja

Granice ciagu (ey,) o postaci:
1 n
Cp = (1 + —)
n
oznaczamy przez e.

e=2.71828....

Liczba e jest podstawa logarytmu naturalnego:
Inz = log, x.



