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Uktad réwnan liniowych

Uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi

anr1 + a12T2 + ... + a1y, = by,
ao1x1 + ageTs + ...+ ag,xT, = b,
Am1T1 + @maxa + ... + GmnZn = bm.-

Lub zapisane macierzowo AX = B3, gdzie:

ail a2 - Gin x1 b1

as1 a2 -+ Qop T2 bo
A= . . . . X=1. B =

Gml Gm2 *** Gmn T, bn



Uktad Cramera

Definicja

Uktadem Cramera nazywamy uktadéw réwnan AX = B, w ktérym
A jest macierza kwadratowa nieosobliwg. Wtedy rozwigzaniem jest:

X=A"'B.
Istnieje uproszczony wzér:
det Al
1 det A2
X=—
det A :
det A4,

gdzie A; oznacza macierz, w ktérej j-ta kolumne zastgpiono
kolumna wyrazéw wolnych B.



Uktad Cramera

Osobliwe A

det A

1 det A2
X = .
det A :

det A4,

Jedli A jest osobliwa (czyli det A = 0) to:
m Jedli chociaz jeden z wyznacznikéw det A;, i = 1,...,n, jest
niezerowy, to ukfad jest sprzeczny.
m Jesli wszystkie wyznaczniki det A; = 0, to ukfad jest
nieoznaczony (nieskonczenie wiele rozwiazan) lub sprzeczny.



Uktad Cramera

Praktyczna metoda bezwyznacznikowa

Zaczynamy od macierzy [A|B], a nastepnie na wierszach
otrzymanej w tej sposéb macierzy wykonujemy operacje
elementarne, otrzymujac ostatecznie [I|X]

Mozna wykorzystaé do tego algorytm Gaussa-Jordana.



Minor i rzad macierzy

Definicja

Minorem stopnia k macierzy nazywamy wyznacznik utworzony z
dowolnych k kolumn i k wierszy macierzy.

Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego
minora. Rzad oznaczamy przez rank(A).
Rzad macierzy kwadratowej nieosobliwej jest rowny jej stopniowi.

Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) nie zmieniaja
rzedu.



Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Twierdzenie

Ukfad réwnan AX = B ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad A jest réwny rzedowi macierzy rozszerzonej [A|B] tego
uktadu:

m Jedli rank(A) # rank([A|B]) to uktad jest sprzeczny,

m Jesli rank(A) = rank([A|B]) = n to uktad ma doktadnie
jedno rozwiazanie,

» Jedli rank(A) = rank([A|B]) = r < n to uktad ma
nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametréw.



Rozwigzywanie ogdélnego ukfadu réwnan

Praktyczna metoda bezwyznacznikowa
Zaczynamy od macierzy [A|B], a nastepnie na wierszach
otrzymanej w tej sposdb macierzy wykonujemy operacje
elementarne, otrzymujac ostatecznie macierz:

I 0 -+ Ofs1p41 ¢ Sin| 2
0 1 < O Sgpq1 <o S| 2
0 0 o 1| Srq1 = Sem| 2
0 0 --- 0 0 D

Mozna wykorzystaé do tego algorytm Gaussa-Jordana.



Rozwigzywanie ogdélnego ukfadu réwnan

10---0{s1041 -+ S1n| 21
01 - 0|sgppr - Son| 22
00 1|Sppp1 -+ Sen| 2
00---0] 0 - 0 |z

m Jedli z41 # 0 to uktad jest sprzeczny.

m Jedli 7 4+ 1 wiersz sie nie pojawi i n = r to uktad ma doktadnie
jedno rozwiazanie x1 = 21,...,Tn = Zn.

m Jedli 7 + 1 wiersz sie nie pojawi i n > r to uktad ma
nieskonczenie wiele rozwigzan, przy czym r sposréd
niewiadomych 2, ...,z zalezy od pozostatych niewiadomych

oznaczonych symbolami z]. ,...,z),.



Rozwigzywanie ogdélnego ukfadu réwnan

10 - 0[s1,41 -+ s10| 21
01---0fs2pq1 -+ Son| 22
00 1|Spps1 ==+ Sen| 2
00---0] O 0 |zr41
/
21 Sir+1 S1r42 " Sin Typyq
/
z2 S2r41 S2r42 *° S2n Lpyo
/
Zr Smor+1 Smar+2 ° Srn Ty



