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Wyznacznik macierzy

m Wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia n = 1:

det[all] = aii.-

m Wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia n = 2:

det |11 @12| _
et = a11a22 — 12021.

a21 422
m Wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia n = 3:
ail a12 a13

det a21 a922 23 =
a3z a3z2 ass

11022033 + 412023031 + 013021032
—as31a22a13 — A32a23a11 — 433021412



Wyznacznik

Definicja indukcyjna

Wyznacznik macierzy kwadratowej A to funkcja det A, ktéra kazdej
macierzy przypisuje liczbe rzeczywistg, okreslona indukcyjnie:

Jedli A ma stopien 1 (wymiar 1 x 1), to det A = aq;.

Jesli macierz A ma stopien n > 2 (wymiar n X n), to:
det A = ( )1+1a11 det A11 + ( 1)1+2a12 det A19

+ ...+ (—1)1+"a1n det Ay,

gdzie A;; to macierz stopnia n — 1 otrzymana z A przez
skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Wyznacznik czesto oznaczamy réwniez przez |Al.



Dopetnienie algebraiczne

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2.
Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy
liczbe:

Dij = (—1)i+j det Aij

Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2.
Wtedy wyznacznik A mozna obliczyé ze wzoréw:
det A = a;1Di1 + ai2Dig + - . . + ainDin,

det A = allej -+ CLQjDQj + ...+ ananj,

gdzie ¢ oraz j s3, odpowiednio, indeksami dowolnego wiersza i
dowolnej kolumny macierzy A.



WHtasnosci wyznacznika

m Jedli macierz A ma kolumne lub wiersz ztozone z samych zer,
to det A = 0.

m Przestawienie dwdch kolumn lub dwéch wierszy zmienia znak
wyznacznika na przeciwny.

m det(aA) = ™A, gdzie n to stopien macierzy A.
m det (AT) = det A.

m det(AB) =det A-det B

m Jedli A = diag(ay,...,ay), todet A=aj-...-ay.

m Jedli A jest macierza gérna (dolna) tréjkatna, to det A jest
rowny ilocznynowi elementéw na diagonali:
det A=ai1 a0 ... apn.

m Jedli det A =0, to A jest osobliwa (nie ma macierzy
odwrotnej). Dlaczego?



WHtasnosci wyznacznika

= Wyznacznik nie zmienia sie, jesli do pewnej kolumny (wiersza)
dodamy inng kolumne (wiersz) pomnozona przez dowolng

stata:

a1l a12 ... a1 - Qin aj] ai2 ... G1; +cayg - aip

a2 a2 ... ag; - Ap a2 a2 ... g +cagy - Gy
det | @13 @23 ... a3z; - A3n | = det | @13 @23 ... a3; +cazz - as,

anpl Ap2 ... Apg *** Gpn Apl Gp2 .. Qp; + CAR2 -+ Gpp

m Whiosek: Jesli A ma dwie takie same kolumny (wiersze) to
det A= 0.



WHtasnosci wyznacznika

m Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny zawierajac wspdlny
czynnik, to czynnik ten mozna wytaczy¢ przed wyznacznik

macierzy:
a1 @12 ... €aij - * Qin ail @12 -.. a1 - Gin
a2 a2 ... Caz; - A2p 12 a2 ... a2 - G2n

det |[Q13 @23 ... €A3; *** A3n | = cdet | A13 Q23 ... A3; - A3p

anl Gp2 ... CAng *** Gpn Gnl Gp2 --. Apg *** Gpn




WHtasnosci wyznacznika

m Rozdzielno$¢ ze wzgledu na sume sktadnikéw w kolumnie:

_ ) - _ -
aiy ai2 ... a1+ ay; - aip ai] ai2 ... @15 -+ Qi
/
ai2 a22-~-a2i+a2i"'a2n ai2 a2 ... Az - A2
/
det |@13 a23 ... a3;+ag; -+ A3n| = det | Q13 Q23 ... A3; - - A3p
/
Anl Ap2 . Qpg + Qp; * -+ Gpp Gpl An2 «.. Qpg * " App
- ) i
aip ai2 ... @y, 0 Gln
/
a12 A22 ... Qg; *** A2n
/

+det | Q13 G23 -.. aQg; -+ A3y

anl Gn2 .. Qp; * Gpn



Algorytm Gaussa obliczania wyznacznika

Zmniejszamy stopien wyznacznika o 1, odejmujac pierwszy wiersz
przemnozony przez odpowiednia stata od wszystkich innych
wierszy i wykorzystujac rozwiniecie Laplace'a:

aip a2 a3 a4
a1 G2 A23 0G24
aszy az2 asz a34
a41 Q42 Q43 Q44

det

a a a
agy — Grtaip a3 — Ataiz az — A

a. a a,
=andet |az2 — (Harz  azz — Haz azs— GHan

a a. a
Q42 — Glr@12 Q43 — JHHA13 Q44 — STA14



Macierz odwrotna

Definicja

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierza
odwrotna do macierzy A nazywamy macierz oznaczang przez A~!,
ktéra spetnia warunek:

AA T =A"14A=1,

Uwaga: nie kazda macierz ma macierz odwrotna!
10
00|
Macierz, ktéra ma macierz odwrotna nazywamy odwracalng, a jesli
nie ma, nazywamy j3 osobliwa.

Np. A=[0], lub A =




Wyznacznik a macierz odwrotna

Jesli macierz A = [a;;] stopnia n jest nieosobliwa (ma niezerowy

wyznacznik), to
-
Dy Dig -+ Din

a1 Doy Dao -+ Doy
CdetA | o
Dnl Dn2 e Dnn



Operacje elementarne

Na kolumnach:
= Zamiana i-tej i j-tej kolumny: k; <— k;.
= Pomnozenie j-tej kolumny przez liczbe c: ck;.
m Dodanie do elementéw i-tej kolumny odpowiadajacych im
elementéw j-tej kolumny przemnozonych przez stata c:
k; + Ck‘j.
Na wierszach:
® Zamiana i-tego i j-tego wiersza: w; <— w;.
m Pomnozenie j-tego wiersza przez liczbe c: cw);.

m Dodanie do elementéw i-tego wiersza odpowiadajacych im
elementdédw j-tego wiersza przemnozonych przez stata c:
w; + cwj.



Bezwyznacznikowa metoda obliczania macierzy odwrotnej

Zaczynamy od macierzy [A|I], a nastepnie na wierszach
otrzymanej w ten sposdb macierzy wykonujemy operacje
elementarne, otrzymujac ostatecznie [I|B].

Wtedy B = A~
Praktyczny przyktad tej metody to algorytm Gaussa-Jordana



Algorytm Gaussa-Jordana

| krok: trzeba uzyskaé macierz tréjkatng gorna z jedynkami na
gtéwnej przekatne;:

1 bi2 b1z - bip
0 1 boz -+ bop
00 1 ---b3,
o0 0 ---1

m Jedli a; # 0, to dokonujemy kolejno przeksztatcen:
/
wl = wl/all
/ /
Wy = W2 — G21Wq

J— /
W, = Wy, — Gp1W7

m a1 = 0, to przestawiamy wiersze, aby uzyskaé a1 # 0.
m Nastepnie przechodzimy do kolejnej kolumny, itp.



Algorytm Gaussa-Jordana

Il krok: uzyskanie macierzy jednostkowej.

1 0 0 --- 0]
01 0 - 0
00 1 --- 0
000 - 1

m Dokonujemy kolejno przeksztatcen:



