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Macierz

Macierz wymiaru m x n to prostokatna tablica mn liczb o m
wierszach i n kolumnach:

ajl aiz --- Ain
asy a - A,
aml Gm2 *** Gmn

Macierz A mozna tez zapisywa¢ jako [a;j]. Przyktady macierzy:

100 14+
A= ;g_g B= 1001 02[1—11] D=| 2
010 —1+i




Rodzaje macierzy

Macierz zerowa

000
Omxn: - .

Jesli wymiar jest jasny z kontekstu, to po prostu zapisujemy 0.

Macierz kwadratowa

ail ai2 - Ain
az1 a2 - A2p
anl Gp2 *** Anpn

Wymiar n X n nazywamy czesto stopniem n.



Rodzaje macierzy

Macierz (kwadratowa) trdjkatna dolna

a;; 0 0 --- 0
as1 agy 0O --- 0
L= |as1 as2 az3 --- 0
Anpl Anp2 Gp3 * - Ann

Macierz (kwadratowa) trdjkatna gérna

ai] a2 a13 --- Aip
0 ag a --- ax
R=|0 0 a3z - asn
0 0 0 - app




Rodzaje macierzy

Macierz diagonalna

(a0 0 0]
0 a O 0
diag(as,...,a,)= {0 0 a3 --- 0
0O 0 O an,
Macierz jednostkowa
1 0 0 0]

(@)
=
o
(@]

I, = diag(1,...,1)= (0 0 1 -0




Rodzaje macierzy

Wektor kolumnowy

ail
az1

Am1

Czesto oznaczany a lub a.

Wektor wierszowy

A= [all aiz ... aln]

Czesto oznaczany a' lub a'.



Dziatania na macierzach

Suma i réznica macierzy

Niech A = [a;;] i B = [b;;] beda tego samego wymiaru m X n.
Suma (réznica) macierzy A i B jest macierz C' = [c;;] dana przez:
Cl'j = a,-j + b”

Piszemy C' = A+ B.

lloczyn macierzy przez liczbe

lloczynem macierzy A wymiaru m X n przez liczbe o nazywamy
macierz B wymiaru m X n dang przez:
bij = ozaij

Piszemy B = aA.



Whasnoséci dziatan na macierzach

Niech A, B, C' beda dowolnymi macierzami tego samego wymiaru
oraz «, # dowolnymi liczami. Wtedy:

m A+ B=B+A

A+ (B+C)=(A+B)+C
A+0=A4

A+(-A)=0
a(A+ B) =aA+aB
(a+B)A=aA+ BA
1-A=A

(aB)A = a(BA)



lloczyn macierzy

Definicja

Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b;;]

ma wymiar n X k. lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz

C = [ci;) wymairu m x k, ktorej elementy sg okreslone wzorem:
Cij = ai1b1j + azbaj + ...+ ainby;

Zapisujemy C' = AB.

Czyli iloczyn AB ma sens tylko wtedy gdy liczba kolumn macierzy
A jest réwna liczbie wierszy macierzy B.



Witasnosci iloczynu macierzy

Niech A, B, C' beda dowolnymi macierzami o odpowiednim
wymiarze oraz «, 3 dowolnymi liczami. Wtedy:

m A(B+C)=AB+ AC
® (A+ B)C=AC+ BC
® A(aB) = (a¢A)B = a(AB)
m (AB)C = A(BC)
m AL, =A
m [, A=A
Uwaga: mnozenie macierzy nie jest przemienne!

Tzn. w ogdlnosci AB # BA.
Tylko jesli A'i B sa diagonalne, to zawsze AB = BA.



Macierz odwrotna

Definicja

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierza
odwrotna do macierzy A nazywamy macierz oznaczang przez A~!,
ktéra spetnia warunek:

AA T =A"14A=1,

Uwaga: nie kazda macierz ma macierz odwrotna!
10
00|
Macierz, ktéra ma macierz odwrotna nazywamy odwracalng, a jesli
nie ma, nazywamy j3 osobliwa.

Np. A=[0], lub A =




Macierz transponowana

Niech A = [a;;] ma wymiar m X n. Macierza transponowana do A

nazywamy macierz B = [b;;] wymiaru n x m, dang przez:
bij = aji.

Zapisujemy B = AT,

WHtasnosci macierzy transponowanej

|

o (A+B)T—AT+BT

[ AT>
m(ad)T =aAT
m (AB)T =BTAT

Macierz dla ktérej AT = A nazywamy symetryczna.
Macierz dla ktérej AT = —A nazywamy antysymetryczna.



Wyznacznik macierzy 2 x 2

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej stopnia n = 2:
ab
cdl|’

det A = ad — be.

A=

nazywamy liczbe:

Przyktady:

13| B 32| 1
det [_2 1] =11-3-(-2) =7, det [711 ]—5-1—2-



Wyznacznik macierzy 3 x 3

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej stopnia n = 3:

abec
A= |de f],
gh i

nazywamy liczbe:
det A = aei +bfg + cdh — gec — hfa — idb.

Przyktad:

det | —

—_ =

2 1
30 =1-3442-0-(=1)+1-(=1)-1
14

—(=1)-3-1—-1-0-1—4-(=1)-2
—1240-143-0+8=22.



