Cwiczenia z analizy matematycznej i algebry liniowej dla
bioinformatyki

Zadania dodatkowe z rozwiazaniami (08.04.2019)

Granice ciggéw

Zadanie 1. Korzystajac z definicji granicy ciggu udowodnij, ze

lim —— — 1.
n—>ool—|—n

Rozwigzanie: Zgodnie z definicja granicy wlasciwej musimy pokazaé, ze:
Ve>0 3ng eN VneN (n>ny = |a, —a| <¢)

Czyli: a jest granicg ciagu a,, gdy dla kazdego € istnieje takie ng, ze dla wszystkich elementéw
ciagéw a,, dla n wiegkszych od ng, zachodzi |a, — a| < e.
WeZzmy wiec dowolne € i musimy znalezé ng, takie, ze dla n > ng, mamy

n
-1 <e
1+n
Poniewaz:
n _on l+n 1
1+n 14 n 14n  14n’
rownowaznie musimy pokazac, ze:
1 1 -
_ - c
1+n 1+n ’
co daje po prostych przeksztatceniach:
1
n>-—-—1.
€
Coryli jesli wezmiemy jakiekolwick ng > L — 1, to zajdzie | — 1’ <e

Zadanie 2. Korzystajac z definicji granicy ciggu udowodnij, ze:
Ji_)rgo(nZ—Qn—i-l) =00
Rozwigzanie: Zgodnie z definicja granicy niewtasciwej musimy pokazac, ze:
VE>0 dngeNVReN (n>ng = a, >¢)
Wezmy wiec dowolne £ i musimy znalez¢ ng, takie, ze dla n > ng, mamy
n*—2n+1>¢&.

Nierowno$¢ ta mozemy przeksztatcié

(n—1)*> &,
a przeksztatcajac dalej, otrzymujemy:

n>vVE+1
Czyli jedli wezmiemy jakiekolwiek ng > v/€ + 1, to zajdzie (n — 1)2 > £.
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Zadanie 3. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciagéow, oblicz granice:

o mb —3nt 42
lim ———,
n—oo 5 _ ,/]_Ole

Rozwigzanie: Poniewaz licznik dazy do co, a mianownik do —oo, musimy wyeliminowaé
. 0o ) C
symbol nieoznaczony 2= przeksztalcajac wyrazenie:

5nd—3nt+2 n(5-Z+%) -S4+ %

541002 nb(3—V10) 3 —10

(réwnie dobrze mogliémy po prostu podzielié¢ licznik i mianownik przez n°, czyli najwyzsza
potege n — dostaliby$my to samo oczywiscie). Teraz korzystaé bedziemy z artymetyki granic:

6

. 5n8 — 3nt 4+ 2 y 5—24+ 2% 5-3 (limyseo =) +2- (limye =)
m ———— = l1ln =
n—oo 5 —/10n12  nooe 5 — /10 5+ (limpee 35) — V10

5-3-0+42-0 5
5-0—+/10 V10

Granice funkcji

Zadanie 4. Uzasadni¢, ze podana granica nie istnieje:

Rozwigzanie: Wystarczy wzia¢ dwa ciagi x,, i y,, takie, ze lim,,_, o, x, = 0, oraz lim,, o, y, =
0, a zarazem odpowiadajace im ciggi wartosci funkeji zbiegaja do réznych granic, tzn. lim,, o f(x,) #
lim,, o0 f(yn), gdzie f(z) = 2l Wezmy sobie ciggi:

T "

1 1
Tpn = —, Yn = ——.
n n
Mamy:
. .1 . .
lim z,, = lim — =0, oraz lim y, = lim —— = 0.
n—o00 n—oo N n—o0 n—oco N
Réwnoczesnie: 1
lim f(z,) = lim <= = lim 1 =1,
n—oo n—,oo — n—oo
oraz
| _1
. . S _
lim f(y,) = lim == lim -1 =—1.
n—00 n—oo — = n—oo

Zadanie 5. Korzystajac z twierdzen o artymetyce granic funkcji obliczy¢:
.42 +1
lim ———.
z——1 2 -1
Rozwigzanie: Poniewaz licznik i mianownik daza do 0, musimy wyeliminowa¢ symbol nie-

0ZNnaczony g przeksztalcajac wyrazenie:

?+2+1  (x+1)7 r+1

2—-1  (e+D@—-1) z-1
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Teraz korzysta¢ bedziemy z artymetyki granic:

24241 o ox+1 0 (limg,qz) +1 1—-1 0
lim ——— = lim = —— = =—=0.
z—-1 2 —1 z—=-11 —1 (]1mx_>_1 :p) -1 —1-1 —2
Zadanie 6. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, obliczy¢ granice:
. xr+sin’x
lim ——
T—>—00 x
Rozwigzanie: Poniewaz 0 < sin?z < 1, mamy:
x < x4 sinz < :L‘—i—l'
x x x
Obliczmy granice lewej i prawej funkcji:
lim ~ = lim 1=1.
Tr——00 U T—>—00
1 1+2 1
im 27" = lim — % = lim (1+—):1+0:1.
r——00 I r——o00 | T——00 x
Granica jest taka sama. Czyli z twierdzenia o trzech funkcjach mamy lim, ., @ =1.

Zadanie 7. Zbada¢ ciggtosé¢ funkcji:

=z dla = # 1,
1 dla x =1.

Funkcja jest ciagta wszedzie poza xg = 1, poniewaz jest ztozeniem dziatan typu rdznica,
iloraz, potega, wartos¢ bezwzgledna funkcji ciagtych, a wiec jest funkcja ciagta. Tylko w
punkcie £y = 1 musimy doktadnie przyjrzec¢ sie ciagtosci. Wartosé funkeji w xg = 1 ze wzoru
wynosi f(zg) = 1. Natomiast granica wynosi:

3,2 200 — 1 -1 -1

lim f(z) = lim T i zlz—-1) = lim(2?) - lim ’ — 1 lim — :

x—1 x—1 |5(:—1| z—1 |:L’—1| z—1 z—1 |5(;—1| x—1 |:L’—1|
Zbadajmy osobno granice lewostronne i prawostronne. Dla granicy lewostronnej |z — 1| =
—x + 1, poniewaz x dazy do 1 od strony liczb mniejszych od 1: Czyli:

—1 —1
lim f(z) = lim —— = lim — = lim -1 = —1.

r—1— r—1— |ZE — 1| z—1— — + 1 r—1—

Dla granicy prawostronnej |x — 1| = x — 1, poniewaz x dazy do 1 od strony liczb wiekszych

od 1: 1 |
lim f(z) = lim LT~ fim T = lim1 = 1L
r—1t z—1t |.l’ — 1| z=1tx — 1 z—1—

Poniewaz granice jednostronne sa rézne, funkcja f(z) nie ma granicy w xy = 1, nie jest
wiec w tym punkcie ciggla. Ale granica prawostronna jest rowna wartosci funkcji w punkcie
xo =1, f(1) =1, stad funkcja jest prawostronnie ciggla.
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Pochodne

Zadanie 8. Korzystajac z definicji pochodnej, udowodnij, ze

1 1
)  a?

Rozwigzanie: Zgodnie z definicja pochodnej:

A—0 A

Podstawiajac f(z) = I, mamy:

z—(x+A)
f(x—i_A)_f('r):a:iA_%: (r+A)z :I—(erA): —X 1
A A A Alz+ Az Kz +A)x (x+ A)x’
Biorac granice dla A — 0 mamy:
. fla+A)— f(x) . 1 1
pm, A R R P

Zadanie 9. Oblicz pochodna funkcji:

flz) = % —Jz v
Rozwigzanie:
fiw) = (111(1@;(2) Ve ﬁ)
In(1+¢e®) \' '
- (1+co+s<2x)) B (V“\/E)
(In(1 + e*))'(1 + cos(2x)) — (In(1 + €*))(1 + cos(2x))’ 1

- (1 + cos(2z))? N \/E(x Y

Obliczamy trzy pochodne, ktére pozostaly w wyrazeniu powyzej:

xT

(In(1+¢) = - +1@x (+e) = =
(1+ cos(2z)) = —sin(2z)(2z) = —2sin(2x)
, 1
(z+Vz) =1+ NG

Stad:
o o (T4 cos(20)) +2In(1+ €™ sin(22) L+ 55
) = (1 + cos(2x))? N VT




Zadanie 10. Uzywajac reguty de L’Hospitala, wyznacz granice:
) 1 1
lim —— — —
z=0smm“r T

Rozwigzanie: Po prawej stronie mamy symbol nieoznaczony oo — oo, stad aby zastoso-
wal regute de L’Hospitala, trzeba to wyrazenie przeksztalci¢ sprowadzajac do wspolnego

mianownika: )
1 1 z—sin“z
2 RN
sin“z xsin x
Otrzymujemy tutaj wyrazenie nieoznaczone % i mozemy zastosowacé regute de L’Hospitala:

. w—sin’z [§] . (x—sin’z) 1 —2sinzcosz 1-0
lim —_— = lim 3 N, = lim 5 - =
=0 xsin’x =0 (xsin”z) z—0 sin x + 2x cosxsinz 0T 4 0F

Zadanie 11. Wyznacz wielomiany Taylora do 2 stopnia dla funkcji f(x) wokét punktu zy:
f(z) =sinz, zo = 0.

Rozwigzanie: Musimy wyznaczy¢ wielomiany Taylora zerowego, pierwszego i drugiego stop-
nia:

Fo(z) = f(xo)

Pi(a) = fla)+ L0 0 ag) = B@) + Fao)(o - 20)
Pufe) = fao)+ Lo ) + T a2 = Pi() 4 L (w0~ o)
Poniewaz:
f'(x) = cosz,
f"(x) = —sinx,
stad:
Py(z)=0

P(z)=0+1(z—0)==x

Pyfa) =+ L(~0)(a — 0 = .

Zadanie 12. Zbada¢ monotonicznosé funkcji:
f(z) = arctg(z) — Inz.

Rozwigzanie: Funkcja jest tylko okreslona dla dodatnich x z powodu logarytmu. Wyzna-
czamy pochodng funkcji:

1 1 z—(1+2?

f/(x):1+x2 v z(l+22?)

Znak mianownika x(1+2?) jest taki sam jak znak x, a poniewaz argument x musi by¢ dodatni,
mianownik jest dodatni w calej dziedzinie funkeji. Jesli chodzi o licznik, tatwo sprawdzi¢ (np.
wyliczajac A, ktéra wyjdzie ujemna), ze —z? + x — 1 < 0. Stad f'(z) < 0, a wigc funkcja
jest malejaca w calej swojej dziedzinie.



Zadanie 13. Znalez¢ ekstrema funkcji:
f@)=z—-Va

Rozwigzanie: Wyznaczamy pierwszg pochodna funkcji:

1

f’(x)zl—m.

Przyréownujemy pochodna do zera:
f(z) =0 <~ 1—L—0 — 2J/rz=1 = w—l
B 21 B 4

Czyli mamy kandydata na ekstremum w x = i. Teraz wyznaczamy druga pochodna:

@) = (1= 52) = =5 = 3o =

Sprawdzamy znak drugiej pochodnej w punkcie x = ;11:

P e
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Zadanie 14. Okredli¢ przedzialty wypuktoséci oraz punkty przegiecia funkcji:
f(z) = 2%(x — 2)%
Rozwigzanie: Wyznaczamy pierwsza i druga pochodna:

fl(x) = 22(x — 2)* + 22%(z — 2) = 22(z — 2) (22 — 2) = da(x — 1)(z — 2)
f'(x)=4(x—1)(x — 2) +4z(x — 2) + dx(x — 1)

= 4(32% — 6z +2) =12 (x—l—l—?) <x—1—£>,

3

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z policzenia A i rozbicia funkcji kwadratowej na iloczyn. A
wiec f”(x) jest dodatnie na przedziale (1 — \/Tg, 14+ \/?5) (a tym samym f(x) jest na tym
przedziale wypukla) i ujemne poza tym przedzialem (a tym samym f(x) jest wklesta poza
tym przydziatem).

Punkty przegiecia to:

V3 V3

37121—?7 90221‘1‘?7

poniewaz funkcja zmienia si¢ w nich z wypuktej na wklesta lub odwrotnie.



Calki

Zadanie 15. Oblicz: )
oV,
Jx

Rozwigzanie: Uprosémy funkcje podcatkowa:

22—z 2?—g'/?
= =

\3/5 131/3

wlor

1
— XS,

Wtedy:

-~ o
Ejﬁ\\l
+
Q

2 _
de = [ 23dr — /:Eflidx = §x% —
Jr 8

Zadanie 16. Oblicz:
/x2arctgxdx.

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:

/ rlarctgrdr =

f(z) = arctge  f'(x) = 1+lx2

g'(x) = ? g(z) = 32°

Pozostaje wiec jeszcze policzy¢ caltke:

1 3 1 3
/— * dx:—/ x dz.
31+ 22 3) 1422

Jest to niewtasciwa catka wymierna, a wiec mozna obnizy¢ stopien licznika tak, aby byl on
nizszy od stopnia mianownika:

x3 +b_i_cx—l—d
—  =ax .
14 22 14 22

Po wymnozeniu obu stron przez 1 + z? dostajemy:

2* = (ax +b)(1+2%) +cx+d=ar®+br* +x(a+c)+d+b
Poniewaz wspotezynniki przy kolejnych potegach 22, 22, 2!, 2% musza by¢ réwne po obu stro-
nach réwnania, dostajemy:
1 =a,
0 =0,
O=a+c = c=-1,
O=d+b = d=0.

Tym samym:

Stad:

1 3 1 x 1/1, x
§/1+x2d$ B 5(/3“1:6_/ x2dx> g(ix _/1+x2dx)

1 1 1
<§x2 — iln \t|> =5 (2 —In(1 4 2%)).




Podsumowujac:

1 1
/mZarctgxdm = ga:garctg(x) 5 ($2 —In(1 + a:2)) +C.

/ 2r+ 3 J
—dx.
224+ x+1

Rozwigzanie: Rozdzielamy na dwie calki:

2x + 3 2x 3
de = d dx.
/x2+4$ /x2+4 x+/m2+4x

Kazda z tych catek wyliczymy osobno: Dla pierwszej catki stosujemy podstawienie:

Zadanie 17. Oblicz:

t=224+14,
dt = 2xdt .
a stad:
2z dt 9
/$2+4dw:/? = In |t| = In(2” + 4).
W drugiej catce dokonujemy podstawienia:
t=ux/2
dt = dz/2

a stad:

/ 3 4 / 6 4 6/ Ut = Barctet = Sarcte (&
€r = = — — —arlIcC = —alIcC — .
244 wrd" T 1) g+ Arctet = Harcte | 5

Podsumowujac:
2x +3 9 3 x

Zadanie 18. Oblicz catke oznaczona:

iy
/ 22 cos zdx
0

Rozwigzanie: Mozemy policzy¢ najpierw caltke nieoznaczona:

/x2 cosxdr = f(x) = 522 fl(r) =2x

g (z) =cosx  g(z)=sinx

xsinx — / 2x sin zdx

flx) = f'(x) =1

, : r¥sinz 4 2z cosx — 2 [ coswdx
g (z)=sinx  g(z) = —cosz

= 2?sinz + 2x cosx — 2sin x.

Teraz wyznaczamy catke oznaczona:

= —27.

™
/ 2% coszdr = (x*sinx + 2z cos ¥ — 2sin )
0 0




