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Woprowadzenie
Wspélnota

Wspélnota
Skupienie w grafie sieci spotecznej, generalnie w grafie.

G = (V,E, L]
V - zbiér wierzchotkéw, E C V X V, - zbiér krawedzi

L C R - zbiér etykiet, I : E — L - funkcja etykietujgca krawedzie
Zaktadamy grafy nieskierowane, czyli (u, v) € E implikuje (v, u) € E

Analiza skupien (dla graféw)

Taki podziat zbioru wierzchotkéw na (zwykle) roztaczne podzbiory, by
elementy tego samego zbioru byty "podobne”, a réznych zbioréw
"niepodobne” .

Formalnie algorytm analizy skupief A to funkcja A : G — 22 taka, ze
jesli A(G) =_C, to Ucec = VitinNnGdaG,G eC, G # G
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Co reprezentuje graf

(]
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Grafy (w tym empiryczne)
Sieci komunikacyjne, transportowe
Sieci spoteczne

Rozmaitosci niskowymiarowe w przestrzeniach wysokowymiarowych

Graf za kazdym razem jest abstrakcja — wymaga zdefiniowania
odwzorowania J
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Co reprezentuja etykiety krawedzi grafu

o Odlegtosci
o "Pseudoodlegtosci”
@ Niepodobienstwa

@ Podobienstwa

Algorytmy analizy skupien w grafach zwykle operuja na podobienstwie —
potrzebna konwersja J




Wymogi wobec algorytméw

e Wymagania na funkcje oceny jakosci skupien jako formalne
wymaganie wobec algorytméw
@ Teoria oceny jakosci skupien
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Wymagania na funkcje oceny jakosci skupien, wg

vanLaarhoven:2014

Funkcja oceny jakosci podziatu

Funkcja @ oceny jakosci podziatu grafu G odwzorowuje jego podziaty C
na zbiér liczb rzeczywistych R.

WHtasnosci funkcji oceny jakosci podziatu:

o jesli f jerst funkcja izomorficznie przekszrtatcajaca zbiér V w sam
siebie, to Q(G,C) = Q(f(G), f(C)). (niezmienniczo$¢ ze wzgledu
na permutacje)

o jesli graf G to graf G, w ktérym wszystkie wagi krawedzi
pomnozono przez statg a > 0, to jedli dla podziatéw C;, C»
zachodzi Q(G,C1) < Q(G, (), to Q(G*,C1) < Q(G*,C,)
(niezmienniczo$¢ ze wzgledu na skale)

o Dla dowolnego zbioru V i jego nietrywialnego podziatu C* istnieje
taki graf G = (V, E, L,i), ze Q(G,C*) = arg maxc Q(G,C)
(bogactwo)

CDN.
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Wymagania na funkcje oceny jakosci skupien, wg

vanLaarhoven:2014

Witasnosci funkcji oceny jakosci podziatu, c.d.:

@ mate zmiany w wartosci funkcji podobienstwa I prowadza do matych
zmian wartosci funkcji Q (ciaglos¢)

o Dla dwbéch graféw Gy = (V,E, L, h) i Gy = (V,E, L, b) oraz
podziatu C takich, ze h((u, v)) < b((u, v)) dla u, v z tego
samego skupienia i h((u, v)) > h((u, v)) dla u, v z réznych
skupien Q(G1,C) < Q(G2,C) (spdjna poprawa)

@ Dla trzech roztacznych zbioréw V, Vi, V, niech C; bedzie
podziatem Vi, niech C; bedzie podziatem V5, niech C’,C” beda
podziatami V. Niech beda dane grafy G; = (V U V4, Eq, L, k) i
G, = (VU VWV, Ey, L, b) takie, ze E1, h Ep, b s3 tozsame nad
zbiorem V/, to jesli Q(Gy,C’ U C1) > Q(G1,C"” U Cy), to takze
Q(G2,C’' UCy) > Q(Gz2,C" U Cy) (lokalnos¢, uogdlnienie
bezskalowosci rozdzielczosci)



Jakos¢ skupier

© Jakos¢ skupieh w praktyce
@ Rozciecie grafu, jego koszt
o Lokalna jako$¢ wspdlnoty
@ Globalna jako$¢ wspdlnoty
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Rozciecie grafu

Zaktada sie tabelaryzacje funkgji I w postaci macierzy podobienistwa S:
Pare {C, C}, gdzie C C V i C = V\C nazwiemy rozcieciem grafu.
koszt tego rozciecia to

cut(C,C) = R(C,C) = ) _ s (1)
v,eC
vieC
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Warianty realnych funkcji oceny jakosci skupien w oparciu

o koszt rozciecia

k
Mcut(Cy,...,Ck)) = Y _ cut(C;, C;) (2)
=1

k Cut(C;,fi)

Ncut(Ci,...,Ce)) = > (3)
= vol C;
B _
cut(C;, C;
Reut(C. .., G) = . “HG- 1) *)
i=1 |Cil
B _
t(G;, C;
MinMaxcut(Cy, ..., Cy) = Z M (5)

‘— assoc(C;)

Mcut - (nienormalizowana) funkcja kosztu rozciecia.
Ncut, Rcut oraz MinMaxcut to normalizowana, ilorazowa, oraz
min-maxowa funkcja kosztu rozciecia.

assoc(Z) = Z sij = volZ — cut(Z, Z) 6) =p
v;,V;EZ
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Logiczne warianty lokalne jakosci wspdlnoty

@ silna wspdlnota: dla kazdego cztonka wspdlnoty suma podobienstw
do innych elementéw wspdlnoty wyzsza niz suma podobienstw do
niecztonkdéw

@ staba wspdlnota: suma podobienstw wszystkich cztonkéw wspdlnoty
do innych elementéw wspdlnoty wyzsza niz suma ich podobiehstw
do niecztonkéw



Jakos¢ skupier
L Je]

Podobienstwo cztonkéw wspdlnoty jako miara jakosci

wspolnoty

@ suma kwadratéw réznic podobienstw parami cztonkéw wspdlnoty do
wszystkich elementéw V.

@ korelacja Pearsona podobienstw parami cztonkdéw wspdlnoty do
wszystkich elementéw V.

@ wspotczynnik Jaccarda (wspdlnosé otoczen wierzchotkdéw)

o liczba wszystkich $ciezek faczacych elementy
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Modularno$¢ Newmana (odstawanie od losowego

przydziatu krawedzi) jako miara jakosci podziatu na
wspolnoty

Q(s,c) = ZZ(s., — 30)8(C(0), €()) (7)

ll_]l

gdzie

> si (8)

j=Lj#i

and

=D s=) > Si (©)
i=1

i=1j=1,j#i
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0 Algorytmy
@ Metody bazujace na odlegtosci/niepodobienstwie
Metody bazujace na podobienstwie
Metody btadzenia losowego
Metody optymalizsacji modularnosci
Metody waskiego gardta
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k-medoids

@ Oparty o niepodobienstwa
@ "centrami” skupien moga by¢ tylko elementy zbioru
o PAM, CLARA, CLARANS
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Ala-jadrowe podejscie

@ Oparty o niepodobienstwa

e Macierz odlegtosci D winna by¢ dodatnio(p6t)okreslona

o Liczymy jej rozktad na wektory wtasne VAVT, gdzie V to tablica
wektoréw wiasnych, a A to macierz diagonalna wartosci wtasnych
(ktére sa nieujemne).

o Macierz V/A traktujemy jako macierz danych i grupujemy metoda
k-means

Zamiast catej macierzy V /A mozna uzy¢ podzbiér wektoréw wiasnych z
warto$ciami wtasnymi najwiekszymi.

Licza sie skupienia, zas centra skupien s bez merytorycznego znaczenia )
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k-means oparty na wektorach wtasnych macierzy

podobienstwa

@ Oparty o macierz podobienstwa S, i jej podsumowanie D — macierz
diagonalna, z elementami bedacymi sumami wierszy S.

@ przyblizanie normalizowanych przecie¢

@ liczymy macierz Laplasjanu L = D — § lub normalizowanego
Laplasjanu L’ = D—1L

o Liczymy wtasnosci i wektory wtasne L lub L’ i konstruujemy tablice
z k wektoréw wtasnych odpowiadajacych k najmniejszym
wartosciom wtasnym

@ Stosujemy k-means na tej macierzy

@ Przybliza sie w ten sposéb nienormalizowane/normalizowane
rozciecie na k podgraféw.

Wektor Fiedlera

Do podziatu na dwie grupy uzywa si¢ wektora odpowiadajacego 2giej
najmniejszej (pierwszej pozytywnej wartosci dla graféw spéjnych)

wartosci wtasnej. Jedna grupa dla dodatnich druga ujemnych wartosci

tego wektora =8
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Metody btadzenia losowego

Oparty o macierz prawdopodobienstwa przejscia (ala-PageRank)

@ "Rozptywanie” PageRanku z wybranego miejsca — obszar
" rozptyniecia” skupieniem

@ ograniczona liczba krokéw rozptywania, z preferencja tzw.
"leniwego” PageRanku — Nibble oraz PageRank-Nibble

@ inny wariant : MCL - " gwattowne" chodzenie uniwersalnego
globalnego wedrowca (start réwnomierny)

@ jeszcze inny wariant: " meczace si¢” rozchodzenie sie poczawszy od

kilku inicjalnych centréw i przypisywanie do " zwycigskiego” centrum
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Metody optymalizacji modularnosci — algorytm Louvain

o kazdy wierzchotek grafu poczatkowo wtasnym skupieniem

@ jak dtugo sie da, przesuwamy wierzchotki ze skupienia do skupienia,
o ile (maksymalnie) podwyzszaja modularnos¢.

o Gdy aktualne wierzchotki nie daja podwyzszenia modularnosci,
jednostkami przesytanymi (superweztami) staja sie aktualne
skupienia i tak postepujemy jak poprzednio.

Algorytm jest zgrubny.
Wiele modyfikacji, np. przesuwajace tylko wezty, ktore sasiaduja ze
skupieniami
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Metody waskiego gardfa informacyjnego

@ Przyblizenie koncepcji kosztu rozciecia
o Wzajemna informacja zmiennej X i Y

1(X:Y) = 3, %, plx,¥) log 525505

@ analiza skupien postrzegana jako metoda kompresji danych tak aby
reprezentacja skupienia X mogta by¢ uzyta zamiast pierwotnych
danych — czyli cho¢ wzajemna informacja I()?, Y)<I(X;Y), to
strata winna by¢ "akceptowalna”. Stad minimalizacja:

Llp(x|x)] = I(X, X) — BI(X,Y) (10)

gdzie 3 to parametr uzytkownika.

e Tu p(x,y) jest dobierane tak: zaktadamy rozktad brzegowy p(x),
natomiast p(y|x) jest prawdopodobiefstwem dotarcia do
wierzchotka y startujac z x w t krokach w btadzeniu losowym.

@ HAK: gdy t zmierza do nieskonczonosci w grafie spéjnym zmierzamy
do rozkfadu stacjonarnego, i y nie zalezy od x.

o WYJSCIE: wedrowanie z " meczeniem si¢"? Czy t mozna zastapic
racjonalnie przez predko$¢ meczenia? fm=d
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© Podsumowanie
o Wyzwania
o Niesmiata propozycja rozwigzan
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Wyzwania

o Brak jednorodnej koncepcji wspdlnoty czy chocby skupienia

o Wielo$¢ miar oceny jakosci skupien / wspdlnot — brak studium, kiedy
s3 one praktycznie réwnowazne (w tym z powodu braku
odwzorowania podobienstwo/odmiennosé)

o Wielo$¢ algorytméw (potegowana przez ich mieszaniny),
niedoskonale optymalizujacych te miary — brak studium, co tak
naprawde dostarczaja te algorytmy (dla jakiego rodzaju skupien
maja one sens)

o Brak studium, kiedy algorytmy te dostarcza réwnowaznych wynikéw

@ Rozdzwiek miedzy teoretycznymi wtasnosciami algorytméw a realnie
stosowanymi algorytmami

@ Brak koncepcji i benchmarkéw dla poréwnania algorytméw w
przypadkach relewantnych praktycznie

@ Brak koncepcji probkowania grafu w zadaniach klasteryzacji
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NieSmiata propozycja

o Kryterium oceny jakosci 1. Koszt i zyski fizycznej klasteryzacji
obiektéw

o Kryterium oceny jakosci 2. Koszt, konieczno$¢ i zyski fizycznej
reklasteryzacji obiektéw w wypadku przewidywalnych zmian
wiasnosci (potaczen) obiektéw

o Kryterium oceny jakosci 3: wyuczalno$é ekonomicznej w powyzszym
sensie klasteryzacji z prébki

o Idea prébkowania — poprzez meczacego sie losowego wedrowca.
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