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Algorytm k-Srednich: sformulowanie

Dane WE: zbior X = {x1, ..., tn}. Wektor x; € R” to reprezentacja (obraz)

fizycznego obiektu x;, ¢ = 1,...,m. Macierz X = (x1,...,X;,)" reprezentuje zbior X.
Problem: Niech §J = {1,...,m} iniech C = {C,...,Cy}, k > 2, bedzie podziatem
zbioru J, tzn.: (a) C;, nC;, = 0 jezeli i1 # io, oraz (b) UF_,C; = J. Niech
: >
Hi ’Cz’ JEC; /

oznacza centroid (prototyp, reprezentanta) grupy C;. Nalezy znalez¢ taki podziat C,
dla ktorego wskaznik
k
In(C) = x; — ;)5
n(€) = £ 3 %~ il

osigga minimum. Réwnowaznie: znalez¢ taki podzial C i taki zbiér prototypow
Z = (21,...,2)", 7¢
k
J (C,7Z) = X; — ;|3
€ 2) =2 % lx; =zl
0slgga minimuin.



Minimalizacja J,,(C) jest zadaniem NP-trudnym dla k& > 2. Jezeli C; ~ N(u;, o;1,)
oraz ||p;, — M| = cy/nmax(o;,, 05,) to na ogdt algorytm zbiega w niewielkiej liczbie
krokéw do optimum globalnego (Dasgupta & Schulman, 2007).

Algorytm 1 Algorytm k-$rednich (heurystyka Lloyda)

1. WE: Zbiér danych X = (xq,...,%x,)", x; € R", liczba grup k > 2
2. Wybierz k srodkoéw grup py, - . ., iy

3 while (not done) do

wocly) =arg min Ix; = pllo, 7=1,...,m

5. O = {]i: c(j) =1}

R Cil jg:Cin

~ end while
- Zwréé wektor ¢ oraz macierz M = (py, ..., pby)*

oo




Ograniczenia: 1. Wrazliwos¢ na
inicjalizacje
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Rysunek 1: Zbiér danych i jego usredniony (po 100 uruchomieniach) podzial na 6 grup

Algorytm k-means—+-+ (Arthur & Vassilvitskii, 2007): kandydat na j-ty srodek

2
cigzkosci wybierany jest z prawdopodobiefistwem p(x) = §X<;‘2>(y>, g
U(X) — d(X7 {/*"17 IR /'l’j—l})‘

dzie



Ograniczenia: 2. Zlozonosc
obliczeniowa

(a) Implementacje rownolegte, np. “K-Means Clustering in Map Reduce”,
http://horicky.blogspot.com/2011/04/k-means-clustering-in-map-reduce

(b) Zastosowanie kart graficznych, np. F. Cao, et al. Scalable clustering using graphics
processors. In Advances in Web-Age Information Management (pp. 372-384).
Springer, 2000,

(¢) Redukcja obliczen poprzez wykorzystanie zaawansowanych struktur danych, np.
k-d drzew, (Kanungo et al. An efficient k-means clustering algorithm: Analysis

and implementation. IEEE Trans. on PAMI 24(7):881-892, 2002)
(d) Redukcja obliczen poprzez wykorzystanie nieréwnosci trojkata (Elkan, 2003)
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Obserwacja Elkana (2003)

d(x, pty) > max |0, d(x, py) — d(py, po))

11



Ograniczenia: 3. Wrazliwos¢ na liczbe
wymiarow

dyt, d'* to minimalna i maksymalna (w zbiorze m losowo wygenerowanych
T

punktow z |0, 1]") odlegtos¢ L, od punktu referencyjnego, np. 0 = (0, ...,0)".
Wowezas

qmaer _ dmm

Cp < nh—{goE[ p;;bl/p—l/];n } < (m = 1G,

gdzie C), jest stalg zalezna od p.

W szczegdlnosci

Ciy/n jezelip =1
Ay’ —dyy" — 10y Jezelip=1
0 jezeli p > 3

12
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Rysunek 2: Przecigtne wartosci roznicy dj'i" —
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dri" (lewy rys.) oraz ilorazu

(prawy rys.) w zbiorze 100 punktéw w zaleznosm od liczby wymiaréw, n.
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Pierwsze modyfikacje

(a) Aggarwal, Hinnenburg i Keim (1973) proponuja stosowanie utamkowych
odlegtosci, 0 < p < 1.

(b) Odleglosé¢ kosinusowa, dg.os(x,y) =1 —
algorytmu k-srednich.

(c) Stosujac odlegtos¢ Ly zaklada sie brak korelacji miedzy cechami. Jezeli ona
wystepuje, wprowadza si¢ odleglo$¢ Mahalanobisa dx(x,y) = /(x — y)™U1(x,y),
gdzie X to macierz kowariancji. Cechy mozna ,dekorelowac¢” przyjmujac
x — Y12

T

BT ” HYH Prowadzi to do sferycznego

14



Dywergencja Bregmana (Banerjee et
al., 2005)

Niech ¢: § — R, § = dom(¢) C R" bedzie funkcja scisle wypukla i rézniczkowalng w
rint(S). Dywergencja Bregmana to funkcja

do(x,y) = o(x) — ¢(y) — (x — y)' Vo(y)

Nie musi spetia¢ warunku trojkata, ani by¢ symetryczna.

Przykiady:

(1) Jezeli p(x)
(2) Jezeli ¢(p)

Ix[|* = x™x, to dy(x,y) = [[x — y|3
> pjlogy pj, gdzie 5 p; = 1, to dg(p,q) = K L(p||q)

15



Algorytm BHC (Bregman Hard
Clustering)

Niech X = {x1,..., X} C S C R" iniech v bedzie rozkladem p-stwa na X.
Poszukuje si¢, dla danej dywergencji dg, podziatu C minimalizujacego

k
Bm C, M — Zd 1y U
( ) zgljez(}iv ¢<Xj ;)

Realizujacy to zadanie algorytm BHC posiada nastepujace wiasnosci:

e Osigga w skonczonej liczbie krokow optimum lokalne.

e Prototypy maja postac
1

I’l’l ‘CZ‘ jECZ'
Stwierdzenie prawdziwe dla wszystkich dywergencji Bregmana i tylko dla nich. W
innych przypadkach nie sa to wartosci srednie.

16
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e k-Srednich, algorytm Linde-Buzo-Gray’a i teorio-informacyjny algorytm (Dhillon,
Mallela & Kumar, 2003) to przykiady BHC.
e Granice miedzy grupami wyznaczone sa przez hiperptaszczyzny postaci

{X: d¢(X7 uzl) — dcb(xa :u’m)}

Dalsze uogélnienia: a-, 8- oraz y-dywergencje (Cichocki & Amari, 2010).

17



Co potrafi algorytm k-Srednich?

8,0

H

e
5w

Rysunek 3: Lewy rys: zbior liniowo separowalny, Prawy: nieliniowo separowalny
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Rodziny grupowan (Cluster
ensembles, consensus clustering)

Cechy charakterystyczne (Firestone, 2012):

e Agregacja grupowan uwzgledniajacych roznorodne kryteria, roznorodne punkty
widzenia 1 potrzeby:.

e Uzycie zroznicowanych metod grupowania.

e Mozliwos¢ wykorzystania wezesniejszych wynikow (np. przekroje historyczne).

e Mozliwos¢ uzyskania wynikow nieosiggalnych za pomoca pojedynczej metody
grupowania.

e Mozliwos¢ uzyskania rozwigzan odpornych na obecnosé outlier’éw i innych
niejednorodnosci.

e (Hore, Hall, & Goldgof, 2009): “The advantage of these approaches is that they
provide a final partition of data that is comparable to the best existing approaches,
yet scale to extremely large datasets. They can be 100,000 times faster while using
much less memory” .

19



Rodziny grupowan: formalizacja

¢ ={C!,...,CH} - rodzina podziatéw. Szukamy podziatu C*, ktéry jest: (a) zgodny z
podziatami C!,...,C", (b) odporny na drobne zaburzenia w €.

(1) Jak otrzymac €7
(a) Uruchom wielokrotnie algorytm z losowo inicjowanymi centrami.
(b) Uruchom wielokrotnie algorytm z k € {2,..., ky+ 10}, gdzie ky poprawna l-ba
skupien (Fred & Jain, 2002), (Greene, at al., 2004).
(¢c) Zastosuj rozne algorytmy grupowania.
(d) Inne metody omawia Kuncheva (2004)
(2) Jak reprezentowa¢ podziaty?
(a) Macierz wspotwystepowania A = [a;;] o elementach a;; =
(b) Zastosowaé miar¢ zgodnosci ¢(C®, C'), np. index Rand’a.
(3) Wybra¢ podzial optymalizujacy pewng funkcje¢ zgodnosei,
q(Qa C*> = MINj <K Q(Cza C*)

Z7{(:1 5(01747 C;)

1
K

20



Relacyjne algorytmy grupowania

Dane: macierz (relacja) podobienstwa S : J X J — R.
Zmalez¢ taki podziat C'i taki zbior reprezentantéw & = {iy,...,ix} C J, ze

> 8¢, = max!
JEI\R

gdzie ¢; € R oznacza indeks reprezentanta obiektu i € J\R oraz ¢; =1 gdy 7 € R.
Rozwiazanie: algorytm k-medoids.

Sformutowanie alternatywne (D. Dueck (2009). “Affinity propagation: Clustering data
by passing messages”, Ph. D. Thesis):

—o0 gdy ¢; # [ oraz Ji: ¢; =1

S(c) = j§1 Sje; T z§1 (c), o) = 0  wpp.

21



Affinity propagation (Frey & Dueck)

O @

A

a(t)

odpowiedzialnosé dostepnos$é¢ (availability), aj;:
(responsibility), r;: jak dobrze,  Jak dobrze, zdaniem wezla ¢,
zdaniem wezla j, wezel t jest nadaje si¢ on na reprezentanta
dopasowany do roli reprezentanta wezta 7.

wezta .
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Algorytm 2 Propagacja powinowactwa, (Frey & Dueck, 2007)

1
2
3:
4
)

ISt

*®

- WE: Macierz podobienstw S = [$;7]mxm.

. WY: Wskazania c; reprezentanta obiektu j.
aij:Odlai,jzl,...,m

- while (not warunek zakonczenia) do
aktualizuj odpowiedzialnosci

Tij = Sij — I?ch (aw + Sz’v); ty] =

aktualizuj dostepnosci

U]

min |0, 7;; + ug@;j} max (0, 7,;)| W p.p.

CLZ']' =

end while
wyznacz indeksy

C; = arg max (Tz'j—i—ai]‘), 1=1,...

I<g<m

L,....m

> max (O,rujj) ody 1=

1,9 =1,...,m

23



Propagacja swoisto$ci w dzialaniu (1)

Rysunek 4: Lewy rysunek: zbior wejsciowy, Prawy: reprezentanci

24



Propagacja swoisto$ci w dziataniu (2)

12

1+

0.8

0.6~

0.4r-

0.2r-

oF

-0.2+

-0.41

-0.6F

[ | - l...l
:l l. .’ -l.‘.
T .
'-.'=. o :“. ® °
u" Y ' %0
1 e ® " °®
o 0
. " o %0
] ] [ ]
‘o:. | .'o ‘..
.’ ° .:.‘
e . o® “. ge
...‘ .:. ......
e &
°

1.2
1F
0.8r
0.6
0.4r
0.2r-
or

-0.2
-0.4

-0.6

PR
wgg

Liczba skupien zalezy m.in. od ,preferencji” s;;. Jezeli np. s;; = min;»; s;; otrzymuje
— wieksza liczbe.

L
-0.5

L
15

2

L
25

-0.8 I
3 -15 -1 —0.5

O 0.5 1 1.5

2

2.5

Rysunek 5: Lewy rysunek: zbior wejsciowy, Prawy: reprezentanci

si¢ niewielky liczbe skupien, a gdy s;;

= mediana(s;;)

25

3



Propagacja swoistosci w dziataniu (3)

Streszezenie artykutu (Frey, Dueck, 2007):

e Affinity propagation identifies exemplars by recursively sending real-valued
messages between pairs of data points.

e The number of detected exemplars (number of clusters) is influenced by the values
of the input preferences, but also emerges from the message-passing procedure.

e The availability a(z, k) is set to the self responsibility r(k, k) plus the sum of the
positive responsibilities candidate exemplar k receives from other points.

e For different numbers of clusters, the reconstruction errors achieved by affinity
propagation and k-centers clustering are compared.

20



Czesc¢ 11
Metody spektralne

Symetryczng macierz S traktuje sie jak uogolniona macierz sgsiedztw grafu
podobienstwa G = (V, E), gdzie V = {1,...,m}, natomiast {v;,v;} € F jezeli
(von Luxburg, 2007):

(a) s;; = 7, gdzie T — wartos¢ progowa (w szczegdlnoscel 7 = 0),
(b) Niech Ni(v;) — zbior k najblizszych sasiadow wezta v;
o v; € Ni(v;) lub v; € Ni(v,) (the k-nearest neighbor graph), lub
o v; € Ni(v;) oraz v; € Ni(vj) (the mutual k-nearest neighbor graph).

27



Podstawowe definicje

G = (V, E) nieskierowany graf prosty o m weztach i e krawedziach. Powigzania
miedzy wezlami opisuje symetryczna macierz S = [S;j]nxn 0 elementach s;; € [0, 1],
przy czym s; = 0dlaz=1,...,n.

(a) d; = %1 sij to (uogdlniony) stopien wezta v;. D = diag(dy, . .., d,) to macierz
j:
stopni.
(b) L = D — S to kombinatoryczny (dyskretny) laplasjan grafu G.

(c) Pare (A, x) nazywamy para wlasnag laplasjanu, jezeli spelnia ona réwnanie
Lx = \x. Skoro §:1 lij =0, to (0,ae) (gdzie e = (1,..., 1) a — stala normujaca)
]:

jest parg wtasna.

(d) Sortujemy rosngco wartosci wlasne laplasjanu

D=\ <A <... <\,

28



Wartosé i wektor Fiedlera: (), x)

(a) Ay > 0 gdy G jest grafem spdjnym.

(b) Jezeli G = (V, F) oraz G' = (V, E')
przy czym E D E' to Ao(G) = Aao(G').

(¢) Unormowane wektory wlasne macierzy
L sg ortogonalne, tzn. e'x = 0, czyli

é x; = 0. Niech x bedzie binaryzacja

wektora x
MG =04 |
o(G") Xi:{t%gdymz>0 _1n
(—=———=+++) W P-p.

Niech C' = {v; € V: x; > 0},
C = V\C. Graf (C, E) jest spdjny,
a (C, E¢) jest grafem spojnym jezeli
x; > 0 dla wszystkich v; € C'.

29



Uzasadnienie (c)

Koszt rozciecia:
1 4 . L
cut(C,C) = ~x'Lx = —cut(C,C) = X =X
4 m XX

cut(C,C) = X Sij:
v;EC

Minimalizacji kosztu odpowiada problem

L
minx T X po.: i €{-1,+1}i=1,....m, X' x =m
XX
Jego relaksacja:
'L
min nyyy po.: y €1, +1,i=1,....m, ||y =1

Gdy y = x5 (wektor Fiedlera) to min nyTLyy = \o.

Problem: Jak binaryzowa¢ y? G.A. Tolliver, G.L. Miller (2006) Graph partitioning
by spectral rounding: Applications in image segmentation and clustering. IEEE
Computer Soc. Conf. on Computer Vision and Pattern Recognition, Vol. 1.

30



Kryteria rozcinania grafu

Koszt rozciecia na k podgraféw

C’Uﬂf(C@, O\CZ)

|
NES

(a) Mcut(Ch,...,Cy))

<
I
—_

b K cut(C;, C\Cj;)
(b) Ncut(Ch,...,Cy)) = 121 Te Vol (C) >
(C) Rcut(Cl, . .,Ck)) = 1Cu ( ‘C’ \ )

. Eocut(C;, C\C})
(d) MinMaxcut(Ch,...,Cy) = P assoc(C) . assoc(C)) = jl,%ecy Sj1.j2

(Ding et al., 2001): Jezeli dane posiadajg wyrazng i dobrze separowalng strukture, to
wszystkie kryteria sg jednakowo dobre. Jezeli grupy sa trudno separowalne, lepsze
wyniki uzyskuje sie stosujac kryteria Ncut lub MinMaxcut, przy czym rola ostatniego

kryterium rosnie proporcjonalnie do stopnia ,zazebiania si¢” skupien.

31



Kryterium Ncut (Shi & Malik, 2000)

Minimalizacji kosztu Ncut odpowiada wyznaczenie wektoréw wiasnych w
uogodlnionym problemie wiasnym

Lx = \Dx

rownowaznym problemowi

D 'Ix = \x
Mnozgc stronami przez D1/?
D™ Lx = AD'Vix = (DLD T (DY) = A(D'

tzn.

Ly = \y

odzie
L=D'PLDV?=1—D'?SD™'? y=D'"*x

Normalizowany laplasjan £ jest macierza symetryczna!

32



Spektralny algorytm grupowania (1)

Kryterium Mcut. Kod w MATLABie

S = load(’S.adj’); Jlwczytanie macierzy sasiedztw

L = diag(sum(S,2)) - S; hobliczenie laplasjanu

[v lamb] =eigs(L, k+1, ’SM’); Jwyznaczenie k+1 wektordw i wartosci wk
X = [v(:, [2:k+1])]; hodwzorowanie spektralne

[idx, C] = kmeans(X,k); hpodziat zbioru \textbf{X} na k grup

33



Spektralny algorytm grupowania (2)

Algorytm 3 Spektralny algorytm grupowania Ng, Jordana i Weissa (2002)

1:
2:
3:

Utworz macierz podobienstwa S taka, ze s; = 0.

Oblicz dopelnienie normowanego laplasjanu £¢=1— £ = D~1/28D~1/2
Wyznacz k najwiekszych wartosci wlasnych macierzy £ Odpowiadajace im
wektory wlasne stanowia kolumny macierzy W e R™*¥,

Utworz macierz W’ normalizujgc wiersze macierzy W tak aby mialy one
jednostkowsa diugosc.

Traktujac wiersze macierzy W' jako wspotrzedne k-wymiarowych obiektow, podziel
ich zbior na k klas stosujac np. algorytm k-srednich.

Przydziel obiekt x; do skupienia C; jezeli -ty wiersz macierzy W' zostal
zaklasyfikowany do j-tej grupy

Zalozenie: dominujgce wektory wilasne macierzy L, lub I — £ dostarczaja informacje
niezbedng do grupowania elementow zbioru danych. Zdaniem Shi, Belkina i Yu (2009)
taka hipoteza nie zawsze jest prawdziwa (gdy np. skupienia réznig sie liczebnoscia,
gestoscia, ksztaltem). Algorytm DaSpec (data spectroscopic clustering):
pozwala wybra¢ wiasciwg liczbe nieredundantnych wektorow wiasnych, a w
konsekwencji wskazuje prawdopodobng liczbe tych klas.
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Ograniczenia metod spektralnych

e Drak jasnych wskazowek dotyczacych wyznaczania podobienstwa miedzy
poréwnywanymi obiektami. Prosta miara s;; = exp(—7||x; — x;||) wymaga
starannego doboru parametru .

e Stosowane miary podobienstwa zazwyczaj ignoruja catkowicie rozktad
przestrzenny obiektow.

e Nie wiadomo jak efektywnie analizowaé¢ przypadki, w ktérych skupienia

definiowane sg geometrycznie.
e (Nadler & Galun, 2007):

(2)

(b)

Algorytmy grupowania spektralnego przeksztalcaja lokalng informacje (liczby
sij) w informacje globalng (wektory wlasne) bedaca podstawg grupowania.
Korzystanie wytacznie z lokalnej informacji nie pozwala traktowac¢ kosztu
rozciecia jako wiarygodnej miary jakosci podziatu.

Nawet jezeli zastosuje sie wlasciwa miare podobienstwa, to kilka pierwszych
wektoréw wiasnych stosownej macierzy nie wystarcza do poprawnego
wydzielenia grup w sytuacjach, gdy grupy te roznig si¢ rozmiarem, gestoscia i
objetoscia.
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Bladzenie losowe po grafie

Niesymetryczny normalizowany laplasjan
L=D'L=1-D'S=I1-P

P jest wierszowg maclerzg stochastyczng; p;; to p-stwo przejscia ¢ — 7. PP opisuje
odwracalny tancuch Markowa.

Jezeli A, B C V to
cut(A, B)

Pi_.p=
A=B T ol (A)
W szezegolnoscei, gdy B = A, to

(a) Ncut(A, A) = Pyg+ Py
(b) Jezeli vol (A) < Svol (V), to Pygq = ®(A), ®(A) - konduktancja
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Algorytm MCL, Markov Chain
Clustering, (van Dongen, 2000)

Algorytm 4 Algorytm MCL
1. WE: A — macierz sasiedztw analizowanego grafu, » > 0 — wyktadnik inflacji, s —
liczba krokow
A—A+1 // dodaj petle wlasne
M «+— AD™! // kolumnowa macierz stochastyczna
while (A nie jest macierzg idempotentng) do
M — M? // ekspansja

T - ) .
6 MM < = // inflacja
XMy

7. M « prune(M)
5. end while
o return macierz M
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Inne spojrzenia na skupienia

(a) Rezystancyjny obwdd elektryczny: spojny nieskierowany graf G = (V, F), w
ktorym kazdej krawedzi {u, v} odpowiada rezystancja R, > 0, lub réwnowaznie —
konduktancja C,, = 1/R,,. Takiemu obwodowi odpowiada tancuch Markowa o
p-stwach py, = <= - (Doyle & Snell, 2000). Wu 1 Hubermann (2004): skoro

Ywen () Cu
polaczenia miedzy V\(f@)zlami nalezacymi do wspdlnego skupienia (spotecznodci) sa
gestsze niz potaczenia miedzy weztami nalezacymi do roznych skupien, to
potencjaly weztow z danego skupienia powinny by¢ podobne. Czyli: skupienie to
zbior weztow o zblizonych wartosciach potencjatu.

(b) (Fouss, et al, 2007). Przecietny czas komutacji ¢;; to oczekiwana liczbe krokow,
jakg musi wykonac¢ wedrowiec, aby ze stanu 2 dojs¢ do stanu 7 1 wroci¢ do stanu .
Jezeli G potraktujemy jako rezystancyjny obwod elektryczny, to ¢;; odpowiada
tzw. odleglosci rezystancyjnej r;;, tzn. ¢;; = 2|R|r;;. Zaréwno c¢;; jak i V/Cij 84
odleglosciami. Znajac macierz C' = |¢;;] mozna skonstruowa¢ odpowiednik
algorytmu k-Srednich pozwalajacego grupowac wezly grafu.

(¢) (Orponen, et al., 2008) Niech u bedzie stanem pochlaniajacym. Lokalnym
skupieniem zawierajacym u sg stany z ktorych mozna szybko dotrzec¢ do w.

(d) Modularnosé (Newman).
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Klasyfikacja dokumentéw (Shu, et al.,
2011)

T = (ti,...,t,)" macierz, w ktérej t;; to waga j-tego termu w i-tym dokumencie.
Niech [|t;|| = 1. Wowezas s;; = t;t; (podobienstwo dokumentéw i oraz j), oraz
S = TT". Uogblniona macierz stopni: D = diag(T(T"e)).

Normalizowany laplasjan odpowiadajacy macierzy .S mozna przedstawi¢ w postaci

L=1—D1?SD V2 =1— D V21rT™D12 =1 — (D27 (D 'V’ =1— CC"

Przedstawmy C' = UX V. Laplasjan £ przyjmuje postaé
L=Ul-xxHU!

Skoro A =1 — Y7 jest macierzg diagonalng, to UAU ! jest spektralng
dekompozycja laplasjanu £ 1 kolumny macierzy U, ktére sg wektorami osobliwymi
macierzy C, sg identyczne z wektorami wlasnymi macierzy L.
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Klasyfikacja dokumentéow (Lin &
Cohen, 2010)

Niech P = D~'S. Wyznaczamy dominujacy wektor wlasny stosujac metode
4 %
potegows, xt) = px(t-1) — ptx(0)

K= PO = 8 N (i) = § el

gdzie u;, v; to, odpowiednio, prawy i lewy wektor wtasny macierzy P odpowiadajacy

wartosci wtasnej A;. Porzadkujemy malejaco wartosci wiasne, 1 = Ay > Ao, ..., Ay,
(2) 1
X c c
IR 7X(t> = uy + 2)\7%1]_2 S m)\ﬁnum
AN € C1 C1

Zatem tempo zbieznosci wektora x do dominujacego wektora u; zalezy od poteg A
Jezeli w zbiorze X istnieje wyrazna struktura zlozona z k grup, to \; = 1 dla
i=2,...,k (Meila & Shi, 2001). Tak wiec w poczatkowych iteracjach x) zbiega do
liniowej kombinacji £ dominujacych wektoréw wtasnych, a pozostate sktadniki sumy
zanikaja nie wolniej niz A ;. Z chwilg gdy owe ,szczatkowe” sktadniki staja sie
dostatecznie male, wektor x) zbiega do u; w niemal stalym tempie.
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Algorytm 5 Algorytm PIC: Power Iteration Clustering, (Lin & Cohen, 2010)

1. WE: Macierz podobienstwa S.
2. Wyznacz macierz P = D™!S.
3. Wybierz wektor x\7: ¢ = 0
4

. repeat
t+1) _  PxW
s X =
gl+1l) — HX<t+1> _ X(zﬁ)u1
t=t+1

until [0 — 501 ~ 0
. Zastosuj algorytm k-érednich do wektora x*).

L » 3@
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Rysunek 6: Algorytm PIC w akcji. Zbiér danych przedstawiono na rysunku (a). Wartosci
dominujacego wektora wlasnego po 1500 iteracjach (b).
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Czesé II1

Generalizacje
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Programowanie
dodatnio-po6tokreslnone (Peng & Wei,
2007

Niech X = (x1,...,Xp), M = (@, ..., ;) 1 niech U oznacza przydziat obiektéw do
grup, tzn. u;; = 1 gdy @ € C; 1 w;; = 0 w p.p. Wowcezas

. m k Z?il U;X] 2
M1y, 22 Ui X — - H
221]:1 211 Ui
p.o. '2—:1Uij =1, 2=1,....m (4)

J

_ng:luij>0, jZl,...,k
ui; € {0,1}, i=1,...,mj=1,...,k

Niech K = XX i Z = U(U™U)"'UT bedzie macierzg o elementach
1
—7 gdyx; € CiAx; el
Zz] _ ‘Cl| gay X [ Xj [
0 wp.p.
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Wykonujac proste przeksztalcenia funkcji celu, zadanie (1) mozna przeksztalcié¢ do
tzw. zero-jedynkowego zadania SDP

min tr(K(I— Z2))
po. tr(Z)=k, Ze=1 (5)
72>02=2"72=7

Uogélnienia;

(a) Za K mozna przyja¢ dowolne jadro, k;; = ¢(x;, x;)
(b) Zadanie minimalizacji Ncut mozna takze sprowadzi¢ do zadania SDP postaci (2),
(Xing & Jordan, 2003).
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Nieujemna faktoryzacja macierzy (Lee
& Seung, 1999)

Aproksymacja nieujemnej macierzy A € R ™ macierzg A € R™" bedaca
lloczynem dwoch nieujemnych macierzy W e R™* oraz H € R™** niskiego rzedu,
tzn. A=WH' k << min(m,n).

Kolumny macierzy A reprezentuja na ogot obiekty, tzn. A = (ay, ..., a,,). Kolumny
macierzy W = (wy, ..., W) nazywane sa wektorami bazowymi, a wiersze macierzy
H — wspoétczynnikami. Obiekt a; uzyskuje reprezentacje
k
5@ — .Z thij
7=1

e Y-X. Wang, Y.-J. Zhang. Nonnegative matrix factorization: A comprehensive
review. IEEFE Trans. on Knowledge € Data Eng., 25(6), 2013, 1336-1353,

e M.W. Berry et al. Algorithms and applications for approximate nonnegative
matrix factorization. Comput. Statistics € Data Analysis, 52, 2007, 155-173

e J.P. Brunet et al. Metagenes and molecular pattern discovery using matrix
factorization. PNAS, 101(12), 2004, 4164-4169
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NMF a grupowanie

(Ding, Li & Jordan, 2008):
7€) = £ £ = | = X — MU ©

Wektorom bazowym macierzy W w A = W HT odpowiadaja centroidy. Ale X nie jest
nieujemnal Relaksacje:

(a) czesciowo nieujemna faktoryzacja (semi NMF'): elementy macierzy F' sg
dowolnego znaku, a elementy macierzy U sa nieujemne.
(b) wypukta faktoryzacja: M = XW, tzn. p; = wiX1 + -+ + WijXp.

Funkcja JY(C) = || X — M(U?||%, « > 1, odpowiada algorytmowi FCM.
Twierdzenie (Li & Ding): Minimum Jm(C) jak i wariantu jadrowego
J¢(C) H¢(Xz ¢j”2

_1 j
mozna znalez¢ rozwigzujac problem

max  tr(U'KU)
UTU=I,U >0

gdzie k;; = ¢7(x;)0(x;). Jezeli K = D~Y2SD~1/2 to problem ten jest réwnowazny
minimalizacji Ncut.
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