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Zakres przedmiotu

. Wstep: arytmetyka binarna, algebra Boole’a, kody binarne, BCD, podstawowe funkcje logiczne, sposoby
przedstawiania funkcji logicznych - postacie kanoniczne, minimalizacja funkcji logicznych, tgczna minimalizacja funkcji
logicznych, hazard.

. Technologie CMOS,TTL iich wptyw na wiasciwosci uzytkowe uktaddéw, bramki logiczne.

. Uktady kombinacyjne: multipleksery i demultipleksery; komparatory, tgczenie komparatoréw; kodery, dekodery,
translatory koddw; sumatory: sumatory binarne, dziesietne.

. Podstawowe elementy sekwencyjne: zatrzask RS, zatrzask D, przerzutniki: D, JK, T; parametry czasowe, rejestry
szeregowe, rownolegte, przesuwne, rejestry liczace.

. Liczniki: synchroniczne i asynchroniczne, binarne, dziesietne; tgczenie licznikdw, synteza licznikéw, skracanie
licznikdw, taktowanie systemdéw cyfrowych, czestotliwosci maksymalne licznikdw;

. Automaty synchroniczne: Moora, Mealego, graf i tablica przejs¢ automatu, minimalizacja standw, kodowanie

standw, funkcje przejsc i wyjs¢ i implementacja automatu na przerzutnikach.

. Jezyk opisu sprzetu VHDL : jednostki projektowe, obiekty, typy, typy rozstrzygalne, instrukcje wspotbiezne i
sekwencyjne, komponenty, strukturalny i behawioralny opis uktaddw, przyktadowe realizacje uktaddow
kombinacyjnych, sekwencyjnych, automatow.

. Uktady programowalne: ROM, PLD, PLA, PAL, FPGA.

. Synteza wyzszego poziomu: implementacja uktaddw cyfrowych dla realizacji algorytméw przetwarzania danych;
, opisy ukfadu: sie¢ dziatan algorytmu, diagram synchronicznego ukfadu sekwencyjnego, diagram synchronicznego
uktadu sekwencyjnego ze zintegrowang Sciezkg danych; projekt: schemat strukturalny, opis uktadu cyfrowego w jezyku
opisu sprzetu.

. Uktady mikroprogramowalne w sterowaniu uktadami cyfrowymi.

. Pamieci: statyczne i dynamiczne, RAM, CAM, tgczenie pamieci, parametry, cykle zapisu i odczytu.

. Wspodtpraca uktadédw cyfrowych z otoczeniem; wprowadzanie i wyprowadzanie danych, wySwietlanie statyczne i
dynamiczne.

. Sposoby organizacji systemow cyfrowych: iteracja w czasie i przestrzeni.

. Automaty asynchroniczne, minimalizacja liczby standéw i kodowanie standw, przykfady implementacji.



Podstawowe informacje

organizacyjne

Zaliczenie: 2 sprawdziany na ¢wiczeniach i
egzamin

Ocena - Srednia wazona (2 sktadniki — ¢wiczenia,
3 sktagdniki — egzamin).

Sprawdzian z okreslonego ,, materiatu cwiczen” :
na cwiczeniach i na ostatnim wyktadzie.

Egzamin w sesji.

Warunki konieczne do zwolnienia z egzaminu :
bardzo dobre zaliczenie ¢wiczen i min 80 %
obecnosci na wyktadach ze sprawdzang
obecnoscia.



Systemy cyfrowe

* System cyfrowy — to uktad powigzanych ze sobg
elementow projektowany w celu realizacji takich
zadan jak:

— przetwarzanie informacji (w tym obliczenia)
— sterowanie urzadzeniami i innymi systemami i
obiektami (np. silniki, zawory, piece itp.)
* Przetwarzane informacje zapisane sg za pomocg
wartosci z okreslonego ograniczonego zbioru (np.
liczb w réznych systemach liczbowych).



Systemy liczbowe

Pozycyjne systemy liczcbowe — np. dziesietny, dwojkowy (czyli
binarny), 6semkowy, szesnastkowy — systemy o podstawie 10, 2, 8
lub 16 zawierajg zbidr cyfr o licznosci rownej tzw. podstawie

systemu.

NKB

— System pozycyjny o podstawie systemu rownej 2

— Liczby okreslone sg bez znaku np. 1010 b, = b, =1 b,=b,=0

— Wartos$¢ dziesietna liczby binarnej (N- dtugos¢ stowa kodowego, b,
— cyfra pozycjii) =5 (i=0, n-1) 2' - b,

— Wartosc cyfry b, zalezy od jej pozycji i w liczbie

— warto$¢ b, = 2' (i numerowanie od zera)

— 2N réznych wartosci kodu (kod petny)

Konwersje liczb miedzy systemami binarnym i dziesietnym,
konwersje liczb utamkowych.



Systemy liczbowe uzupetnieniowe

— System liczbowy ,,Uzupetnienie do K” - Uzupetnienie do K liczby N o n cyfrach
zapisanej w systemie o podstawie K definiujemy jako liczbe rowna:

K"'—N

liczba w kodzie Uzupetnienie do K jest reprezentowana przez wartosc roznicy K"i N —
wartosc ta jest wyrazona w systemie o podstawie K (czyli za pomoca K cyfr)

Np. liczba dziesietna 345 to trzy cyfrowa K=10 n=3

liczba z systemu dziesietnego 345 zapisana w systemie
uzupetnieniowym do 10 ma postac 655,

liczba 345 w systemie dziesietnym: 345=000345 (zera nieznaczgace)

Liczba 345 w systemie uzupetnienie do 10: 655=99655 (dziewigtki nieznaczace)

Liczba dwodjkowa 101 w systemie uzupetnienie do 2 (U2) ma posta¢ 011 lub 111011
(jedynki nieznaczace) wartos¢ 3 uzupetnia 5 do 8, a wartos¢ 59 uzupetnia 5 do 64



Reprezentacja uzupetnieniowa

Binarna liczba dodatnia jest zapisywana w NKB na wystarczajgcej
liczbie pozycji i uzupetniana zerami na pozycjach bardziej znaczacych:
(3),0=(011), = (0011), — najstarsze zero jest bitem znaku

Binarna liczba ujemna jest zapisywana:
e w kodzie uzupetnienie do 2 i
* poprzedzona 1 (dodatkowo jesli potrzeba) na pozycji znaku i
* uzupetniona jedynkami na pozycjach bardziej znaczacych: (-3),,= (101);
= (1101),,
e @Gdy najstarszy bit kodu U2 =1 to staje sie bitem znaku i nie potrzeba
umieszczac¢ 1 przed kodem U2 dla -8, =1000,,
Notacja uzupetnieniowa liczb binarnych pozwala na dodawanie liczb
dodatnich i ujemnych realizowane przez sumator zaprojektowany
dla liczb wyrazonych w NKB.



Reprezentacje liczb binarnych ze znakiem

* Reprezentacja liczby binarnej znak modut (ZM) — najstarszy bit okresla znak liczby, pozostate
bity w NKB, bit znaku 0 (liczba dodatnia) lub 1(liczba ujemna)
* Reprezentacja uzupetnieniowa liczby binarnej (RU) korzysta z U2
— bit znaku (0) i modut liczby dodatniej w NKB,

— bit znaku (1) i modut liczby ujemnej w kodzie U2 (najbardziej znaczace jedynki mozna usungc z
zapisu)
—  Przyktad -8, modut 8 u2(8)=1000 -8= RU(11000)=RU(1000) 8=RU(01000)

L TV L RUND N2 ZM N2 RUNZ)

-8 1000 7 0111
-7 1111 1001 6 0110
-6 1110 1010 5 0101
-5 1101 1011 4 0100
-4 1100 1100 3 0011
-3 1011 1101 2 0010
-2 1010 1110 1 0001
-1 1001 1111 0 0000



Dodawanie liczb ujemnych
wykorzystanie notacji UZ

) I

1110 +(-2) 0010 +2
(1)1011 =5 1111 =-1

T )

0101 +5
(1)0010 =2

Przeniesienie jestignorowane, wynik poprawny gdy dwa przeniesienia: na

najstarszy bit i z najstarszego bitu sg jednakowe.
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Odejmowanie liczb — dodawanie liczby

0011 (3d)
+ 1011 (-5d)

1110 (-2d)

0101 (5d)
+ 1101 (-3d)

0010 (2d)

przeciwnej

Binarna liczba ujemna — bit znaku i liczba binarna
w uzupetnieniu do 2

00010110 =22 (d)
Wyznaczenie liczby w kodzie U2 —

Metoda 1:
11101001 negacja bitow

11101010 dodanie jedynki =-22 (d)
Metoda 2:

Negacja bitow bardziej znaczacych -starszych niz
najmniej znaczacy bit réowny 1.

100 ->100 dodatkowy bit niepotrzebny dla -4
101-> 011 konieczny dodatkowy bit dla -5 ->1011
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Odejmowanie binarne

D — dodatnia

U —ujemna

D — U= D+D=D (sprawdzenie przepetnienia)
D1-D2 =D gdy (D1>D2) lub U gdy (D1<D?2)
U-D=U + U = U (sprawdzenie przepetnienia)



Dodawanie liczb a przepetnienie

0011 (3d) 1101 (-3)
+ 0011 (3d) + 1101 (-3)
0110 (6d) wynik dodatni — 1010 (-6) wynik ujemny —
poprawnie poprawnie
0101 (5d) 1011 (-5)
+ 0101 (5d) + 1011 (-5)

1010 -(6d) Wynik ujemny 0110 (6) wynik dodatni -
- niepoprawny niepoprawny

Wynik niepoprawny — przepetnienie — nadmiar - gdy przeniesienia na
najwyzszg pozycje i z najwyzszej pozycji sg rozne.



Kody dwodjkowe niewagowe
pozycja binarna nie posiada wagi

Z Wskaznikow
nadmiarem 7
segmentowych

0 0011 0000 0000 00000 0111111 7
1 0100 0001 0001 00001 0000110 2 6
2 0101 0011 0011 00011 1011011 1
3 0110 0010 0010 00111 1001111 35
4 0111 0110 0110 01111 1100110 4
5 1000 0111 1110 11111 1101101
6 1001 0101 1010 11110 1111100
7 1010 0100 1011 11100 0000111
8 1011 1100 1001 11000 1111111
9 1100 1101 1000 10000 1100111
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Kody dwojkowo-dziesietne

Do reprezentacji cyfr dziesietnych

10 cyfr dziesietnych (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
zakodowanych za pomoca ciggu 4 bitow (cigg ten
dostarcza 16 kombinacji na 4 bitach) — 6
kombinacji jest niewykorzystanych.

Warianty kodow dwojkowo-dziesietnych:

Kody wagowe — pozycja binarna posiada
0rzypisang wage

Kody niewagowe — pozycja binarna nie posiada
wagi




Kody dwojkowo-dziesietne wagowe

Naturalny
NKB
8421

Wagi 2%421 2421 7421 84-2-1

cyfra
0 0000 0000 0000 0000 0000
1 0001 0001 0001 0001 0111
2 0010 0010 0010 0010 0110
3 0011 0011 0011 0011 0101
4 0100 0100 0100 0100 0100
5 0101 0101 1011 0101 1011
6 0110 0110 1100 0110 1010
7 0111 0111 1101 1000 1001
8 1000 1110 1110 1001 1000
9 1001 1111 1111 1010 1111



Kody detekcyjne

Wagi-> 9876543210

cyfra
0 0000000001
1 0000000010
2 0000000100
3 0000001000
4 0000010000
5 0000100000
6 0001000000
7 0010000000
8 0100000000
9 1000000000

niewagowy

00011
00101
01001
10001
00110
01010
10010
01100
10100
11000

5043210

0100001
0100010
0100100
0101000
0110000
1000001
1000010
1000100
1001000
1010000

Bin z

Bitem
parzystosci

8421 BP

00000
00011
00101
00110
01001
01010
01100
01111
1000 1
10010

Kody z kontrolg parzystosci i ze statg liczbg jedynek pozwalajg na wykrycie
pewnych btedow przy przesytaniu stow kodowych.
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Cyfry dziesietne kodowane w NKB —
kod BCD 8421

Dziesietny charakter informacji lecz kodowanie cyfr w NKB

2345 (10)=00100011 0100 0101(BCD) 4 pozycje (4 bitowe) cyfr
dziesietnych

Dodawanie liczb w kodzie BCD realizowane tak jak dodawanie liczb
binarnych, lecz:

— wystgpienie podczas dodawania liczb przeniesienia na pozycje
kolejnej cyfry dziesietnej (kolejne 4 bity) wymaga skorygowania (czyli
dodania wartosci 6) na tej pozycji, z ktdrej przeniesienie wystgpito

— wystgpienie wyniku na 4 bitach (jednaj pozycji cyfry dziesietnej)
spoza zakresu (10-15) wymaga skorygowania wyniku czyli dodania
wartosci 6 na tej pozycji cyfry dziesietnej, ktora nie jest poprawna;
moze wystgpic przeniesienie, ktore nalezy uwzglednic na kolejnej
pozycji (ale bez korekcji pozycji biezacej), mozliwa rowniez
propagacja przeniesienia np. dla liczb 3456 +6545.



Dodawanie w kodzie BCD

89 1000 1001
+18 + 0001 1000
107 1010 0001 przeniesienie -> korekcja
0110
1010 0111 wartosc spoza przedziatu ->korekcja
0110

1 00000111 przeniesienie bez koniecznosci korekgji



Kody alfanumeryczne

e Kody stuzagce do kodowania znakéw w systemach
cyfrowych, w urzadzeniach wspotpracujgcych z
komputerem, np. drukarki, ekrany
alfanumeryczne.

* Przyktadami kodow alfanumerycznych s3g kody:
ASCII 1ISO-7, ISO 8859, Unicode, Windows-1250.

e Kod ASCII —ISO-7 7 bitowy — petny zbior zawiera
128 znakow, pierwsze 33 znaki stuzg do
sterowania systemu drukowania lub
wyswietlania, pozostate znaki to: duze i mate
litery, cyfry, znaki przestankowe i inne.




g |

Kod 1SO-7 Tablica 2.1
T v e 0 e ey 1 1 1
be | 0] 0 1 1 0 0 1 1
bs 0 | 1 0 1 0 1 1
ba bs bz bs | # | ‘ {
0000 | NUL DLE | SPACE? 02) @" P \Y P
000 1 SOH DC1 ! 1 A Q a q
0010 STX DC2 i 2 B R b r
0011 ETX DC3 o 3 € s c s
0 HE ¥ EOT STOP st 4 D T d t
0 1 95y ENQ NAK A 5 E U e u
diig D ACK SYN & 6 F \% f v
Bt e BEL ETB , 7 G W € w
1000 BS CAN ( 8 H X h = %
10 0 1 HT EM ) 9 | Y i y
1. 0 10 LF SUB # : [ A z
o0t b | ESC : K v | % 1
11010 FF FS » < i \" I "
1 1 0 4 CR GS — = M ] m 3
ke ke SO RS : = N AY n —1
1 1.1 1 Si us / ? | © e o DEL

1) Wymienne, 2) Wyjatki dla kedu karty dziurkowanej: literze b odpowiada brak dziurek, cyfrze 0 odpowiada otwdr

w kolumnie Q

Objasnienia:

NUL — bez informacji

SOH — poczatek nagléwka
STX — poczatek tekstu

ETX — koniec tekstu

EOT — koniec transmisji
EWQ — zapytanie

ACK — odpowied? pozytywna
BEL — dzwonek

BS — ruch powretny, cofanie
HT  — tabulacja pozioma

LF  —zmiana wiersza

YT  — tabulacja pionowa

FF —zmiana formularza

CR  — powrét wézka

SO  — poza kodem

| — w kodzie

DLE — zmiana znaczenia ciagu znakdw

DC1 —sterowanie urzadzeniem 1

DC2 —sterowanie urzadzeniem 2

DC3 —sterowanie urzadzeniem 3

STOP -—stop

NAK — odpowiedz negatywna

SYN — synchronizacja

ETB  — koniec transmisji bloku danych

CAN — niewazny, anulowanie

EM — koniec zapisu, koniec no$nika informacji
SUB — zastapienie, podstawienie

ESC  — przelaczenie, zmiana zestawu znakéw
FS — oddzielenie gléwnych grup

GS — oddzielenie grupy informacji

RS — oddzielenie pedgrup (pozycji}

us — oddzielenie czedci grup

DEL  — kasowanie (znak ignorowany)

Kod ISO-7
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Algebra Boole’a ™

Narzedzie matematyki (algebra logiki) stuzgca do opisu i projektowania
systemow cyfrowych.

/mienne boolowskie — moga przyjac jedna z dwdch wartosci—0 lub 1
— sg to zmienne binarne (jednobitowe)

Podstawowe funkcje algebry Boola —

° IIoczyn Iogiczny | (AN D) - " ,,ﬁ" ,,/\" (alternatywne oznaczenia)
 Suma logiczna LUB (OR) — ,,+" ,,J"”
* Negacja NIE (NOT) — ,linia nad zmienng”,,” “ (alternatywne oznaczenia)

.,V (alternatywne oznaczenia)

Funkcja boolowska (logiczna, przetagczajgca) — jest dziataniem na
zmiennych boolowskich i przyjmuje wartosci ze zbioru {0,1}.

Algebra Boole’a jest zgodna z nastepujgcymi postulatami:

* Literatura Wilkinson 35-53



Postulaty Huntingtona (1)

Notacja: Z =1{0,1} — zbior wartosci
a, b —dowolne zmienne binarne

Al Domkniecie dziatan:a+bcZABcZ

A2 Elementy state: Istniejg takieOi1l:a+0=ai
a-1=a

A3 Przemiennosc: a+b=b+a a-b=b-a

A4 Rozdzielnosc: a-(b+c)=a-b+a-c
a+(b-c)=(a+b)-(a+c) rowniez mnozenia wzgledem dodawania

A5 Istnienie negacji: dla a istnieje a’ : a+a’=1 a-a’=0
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Postulaty Huntingtona (2)

/Zasada dualnosci:

Wyrazenie dualne powstanie poprzez zamiane
operatorow binarnych i statych: +— - , - — 4+,
0—-1,1—->0

Wartosciowania (prawda, fatsz) wyrazenia
prostego i dualnego jest jednakowe.

np wyrazenie proste: a-(b+c)=a-b+a-c
Wyrazenie dualne: a+(b-c)=(a+b)-(a+c)



Przeksztatcanie funkcji logicznych

* Dla minimalizacji postaci wyrazen (funkcji)
boolowskich stuzg tozsamosci i twierdzenia
algebry boole’a.

* Minimalizacja pozwala na uzyskanie prostszej,
tanszej implementacji funkcji — tansza
implementacja ma mniej sktadnikéw oraz/lub
sktadniki prostsze.



Twierdzenia algebry Boole’a

ldempotentnosc (tac. taki sam) —
a+a=a, a-a=a

Jednoznacznos¢ negacji —

dla kazdego a istnieje tylko jeden element a

Dominacja - dla kazdegoa a-0=0 a+l=1
Podwojna negacja —

dla kazdego  a zachodzi a = a

Pochtanianie - a+(a-b)=a a-(a+b)=a
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Twierdzenia algebry Boole’a
* Uproszczenie B
a+(a-b)=a+b a-(a+b)=a-b
a(l+b)+a’b=a+b(a+a’)=a+b
* Minimalizacja-,4.p44.b=a (a+b)-(a+b)=a
* tgcznos$é¢ — (a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a (b -c)

* Konsensus (zgoda) — B ~
Wystarczy jednaldlabic, a-b+a-c+b-c=a-b+a-c

wystarczy jednoOdlabic — —
(a+b)-(a+c)-(b+c)=(a+b)-(a+c)



Prawo de Morgana

a+b+c+...=a-b-c-

a-b-c-...=a+b+c+....



Funkcje logiczne dwéch zmiennychi ich wartosci
Zzmienne binarne a b

Wartosci ab ab ab ab  Rdownanie Nazwa Skrot
argumentéow 00 01 10 11  funkcji funkciji Nazwy

0 0 0 0 0 Stata Zero

0 0 0 1 a-b lloczyn logiczny AND

0 0 1 0 a-b’ Zakaz przez b

0 0 1 1 a Identyczna z a

0 1 0 0 a’-b Zakaz przez a

0 1 0 1 b Identyczna z b

0 1 1 0 (a’-b)+(a-b’) Suma modulo XOR
Wartosci 0 1 1 1 a+b Suma logiczna OR
funkgji 1 0 0 0 (a+b)’ Negacja sumy NOR

1 0 0 1 (a-b)+(a’-b’) Rownowaznos$é EQU

1 0 1 0 b’ Negacja b

1 0 1 1 a+b’ Implikacja b =a

1 1 0 0 a’ Implikacja a

1 1 0 1 a’+b Implikacja a=b

1 1 1 0 (a-b)’ negacja iloczynu NAND

1 1 1 1 1 Stata 1



Popularne funkcje logiczne

Szczegoblnie popularne AND, OR, NAND, NOR, XOR,NOT
XOR — wartos¢ funkcji rowna 1 dla réznych argumentow
Zaleznosci dla XOR (suma wytaczna) i XNOR
(rownowaznosc):

— a®b=a’b+b’a=(a+b)(a’+b’)

— (a®b)’'=a’ @ b=b’ @ a=ab+a’b’=(a’+b)(a+b’)

— a®l1=a" a®P0=a

Rozne interpretacje logiczne wielowejsciowych bramek
XOR/XNOR. Najczesciej bramka wykrywa nieparzystg
liczbe jedynek (XOR) lub parzysta liczbe jedynek XNOR.



System funkcjonalnie petny - SFP

e Zbior funkcji pozwalajgcy na przedstawienie
Wyrazenie kazdej innej funkcji logicznej.
e 3 przyktady S.F.P:
— {NAND},
— {OR,AND,NOT},
— {NOR}



Sposoby przedstawiania funkcji logicznych

* Tablica prawdy np.
N kombinagji | XoXptpeXey | f n-n_-

0 000 ***0 0 1
1 000 ***1
2 1 01 1
3 2 10 1
4 Wartosci 3 11 0
5 funkcji
*
*
*

2" -1 111%**1

* Nr kombinacji wejs¢, wartosci kombinacji wejs¢,
odpowiadajgce wejsciu wartosci na wyjsciu
e Zawiera wszystkie kombinacje zero-jedynkowe zmiennych

niezaleznych i odpowiadajgce im wartosci funkgji .



Sposoby przedstawiania funkcji logicznych

 Tablice Karnaugha

 Kombinacji wejs¢ odpowiada pole tablicy, w polu
umieszczmy wtasciwg dla kombinacji wartosc.

e Sgsiednie (w poziomie i pionie — takze cyklicznie)
pola tablicy Karnaugha odpowiadajg kombinacji
argumentow roznigcej sie jedng wartoscia.

* Na rysunku zapisano kombinacje wejs¢ — nie wartosci

a ba
b 0 1 C 00 01 11 10
0O 00 01 0 000 001 011 010
1 10 11 1 100 101 111 110

Tablica dla funkcji 2 i 3 zmiennych wejsciowych



Reprezentacja funkcji logicznych za

pomoca tablic Karnaugha

a
0 1

oo 1

11 01 1
ba

00 01 11 10

0

1

1

0

0

1

1

0

dc

& - oznaczenie wartosci dowolnej na wyjsciu

ba

00

01

11

10

00

01

11

10




Sposoby przedstawiania funkcji logicznych

* Dysjunkcyjna (alternatywna) postac¢ kanoniczna:

21
Y:f()C0’X1""’xn—1): Yaj]j

e @Gdzie: U to suma

* |; oznacza minterm - iloczyn zmlennych niezaleznych dla j-tej
komblnaql zmlennych =1, zawiera zmienng prostg gdy bit
zmiennej jest rowny 1 lub zmienng zanegowang gdy bit
zmiennej jest rowny O

— np. zerowa kombinacja wejs¢: 0000: minterm - x;x; X, X;5°
(wartos¢ wyrazenia dla tej kombinacji wartosci zmiennych wynosi
jeden)

* a; wartosc funkcji odpowiadajaca j-tej kombinacji zmiennych

* term — wyrazenie sktadajgce sie ze zmiennych i symboli
funkcyjnych



Dysjunkcyjna postac’ kanoniczna — przyktad

0 a'bc,

1 a b’ 001 O
2 a’bcin L 010 0
3 a'bc, 011 1
4 abc,’ 100 0
5 ab’c, 101 1
6 abc,’ 110 1
7  abc, 111 1

S =0abc, +1a’b’'c, +1a’bc,, '+0a’bc, +1ab’c,, '+0ab’c,,+0
abc,'+1abc,,

S =ab’c,, +a'’bc,, '+ab’c,, '+ abc;,

S =u(1,2,4,7) — gdzie liczby oznaczajg numer kolejny iloczynu (mintermu) dla
ktérego wartosc¢ funkciji =1
(nalezy okresli¢ wage (1,2,4) zmiennej; w przykfadzie: a jest najbardzie;

znaczgcym bitem - waga =4) 36



Sposoby przedstawiania funkcji logicznych

e Koniunkcyjna (iloczynowa) postac kanoniczna:
21

Y= f(XWXP""xn—l): H

J=0

(aﬁSj)
e @Gdzie:

e S. oznhacza maxterm - sume zmiennych niezaleznych
dla j-tej kombinacji zmiennych = 0; zawiera zmienng
prostg gdy bit tej zmiennej jest rowny O lub zmienng
zanegowang gdy bit kombinacji jest rowny 1

— Np. zerowa kombinacja wejs¢ : 0000; suma dla tej

kombinacji: X,+X;+X,+X; wartos¢ wyrazenia dla tej
kombinacji zmiennych wynosi O

* 3; 0znacza wartosc funkcji odpowiadajacej j-te;]
kombmaql zmiennych.



Konjunkcyjna postac kanoniczna -
przyktad

T T T S N

0 a+b+c 000

1 a+b+c,, 001 O
2 a+b’+cin 010 0
3 a+b’+c,,’ 011 1
4 a’'+b+c,, 100 0
5 a'+b+c,’ 101 1
6 a'+b'+c, 110 1
7 a'+b’+c, .’ 111 1

S = (0+ at+b+c,)) (1+a+b+c,, ' )(1+a+b’+c,, )(O+a+b’+c,, ')
(1+a'+b+c;,)(0+a'+b+c;, )(0+a'+b'+c;, )(1+a'+b+c;, )

S = (atb+cy,) (atb'+c;, ')(@'+b+c, )(@'+b'+c;, )

S=J1(0,3,5,6) — gdzie liczby oznaczajg numer kolejny sumy (maxterm) dla
ktorej wartosc funkcji =0 38



Minimalizacja wyrazen logicznych

Postac¢ kanoniczna nie jest najprostsza

Kryterium kosztu:

— Redukcja liczby sktadnikow funkcji (liczba bramek)

— Redukcja liczby literatow (liczba wejs¢ bramek)

Minimalizacja to przeksztatcanie postaci kanonicznej do

postaci rownowaznej — tanszej wg przyjetej funkgji

kosztu

Przyktad:

— f(a,b,c,d)=(5,7,13,15)= d’cb’a+d’cba+dcb’a+dcba=ca

— Mcilnimalizacja liczby sktadnikéw z 4 do 1 i liczby literatéw z
4do?2

— Zapis funkc;ji f()= w(5,7,13,15)+d(1,3,4) oznacza brak
konkretnego wymagania na wartosc funkcji (dowolna
wartos¢ O lub 1) dla 1,3 i 4 kombinacji wejsc.



e Zatozenia:

Siatka Karnaugha

— waga zmiennych ustalona np. : od najnizszej wagi a,b,c,d
e Dla n zmiennych: Prostokatna tablica zawierajgca 2"
pol, kazde pole reprezentuje jeden minterm
(maxterm), mintermy odpowiadajgce sgsiednim
polom roznig sie wartoscig tylko jednej zmienne;j.

a ba ba
0 1 00 01 11 10 00 01 11 10
b C dc
0 ol 1 0 ol 1| 3| 2 00 ol 11 3| 2
! 2| 3 1 al s| 7| s 01 al s| 71| s

1 121 13| 15| 14

10




Twierdzenie o minimalizacji —
reguta sklejania
* ab+ab’=a(b+b’)=a

f(a,b)= 2(0,2)= a'b’+a’b= a'(b+b’)=a’

a Uzasadnienie do sklejania sgsiednich padl siatki.
0 1 Powstajgcg grupe opisuje wyrazenie iloczynowe
b o [l 6 posiadajgce mniejszg liczbe zmiennych (usuwamy z
opisu grupy te zmiennag, ktéra dla pol przyjmuje rézne
1 l{1]] o wartosci — b, a pozostaje a), zmienna, ktora dla grupy

przyjmuje warto$¢ 0 pozostaje w opisie (iloczynowym)
grupy jako zmienna zanegowana ( 1 — zmienna prosta)

ba
c 00 01 11 10 F(a,b,c)= 2 (1,3,5,7)=c’b’a+c’ba+cb’a+cba=
—— c’a+ca=a
o I | | Sklejamy poziomo usuwajac zmienna b,
1 loll1 | 11l o sklejamy pionowo usuwajgc zmienng c,
pozostaje tylko a dla opisu grupy, a- proste gdyz

przyjmuje wartos¢ 1 dla wszystkich pol.



Twierdzenie o minimalizacji —

reguta sklejania

* F(a,b) =M(0,1)=(a’+b)(a+b)=a’a+a’b+ab+b=b

01

Uzasadnienie do sklejania sgsiednich pdl siatki. Powstajgca
grupe opisuje wyrazenie sumacyjne posiadajgce mniejszg
liczbe zmiennych (usuwamy z opisu grupy te zmienna,
ktora dla sgsiednich pdl przyjmuje rézne wartosci - a, a
pozostaje b=0), zmienna, ktéra dla grupy przyjmuje wartos¢
0 pozostaje w opisie (sumacyjnym) grupy jako zmienna
prosta( 1 — zmienna zanegowana)

a
0 1
b
ollo| o
11111
ba
00
C
0| o
1| 0

11 10 F(a,b,c)=
[1(0,2,4,6)=(a+b+c)(a+b’+c)(a+b+c’)(a+b’+cC’)

1]]o0 = a Sklejamy poziomo usuwajgc zmienng b,

o sklejamy pionowo usuwajgc zmienng c, dla
opisu grupy pozostaje tylko a, proste gdyz

~_ " przyjmuje warto$¢ 0 (dla wszystkich pdl).



Minimalizacja — sklejenia dla jedynek i zer, funkcja

dopetnieniowa ba
dc 00 01 11 10
b3 00 u | 1 \J
00 01 11 10 B -
dc e
01 0 % 0 }
00 0 1 3 2
01 4 5 7 6 11 \ 0 “ % J
11 12 13 15 14 *\
10 1 1 1
01 8| o] 11] 10 __J (
— |

Funkcja f(a,b,c,d)=U(0,1,2,3,8,9,10)+d(5,13)
f=c'd’ +c’a’+b’a grupa pozioma, grupa narozna, grupa pionowa

f=c’ (d’+b’+a’)

43



Metoda tablic Karnaugha minimalizacji
funkcji logiczne;

« TABLICE. Przygotowanie tablic dla danej liczby zmiennych i
wpisanie wartosci w polach. W polach w krtorych wartosc¢ jest
nieokreslona nalezy wpisa¢ symbol nieokreslonosci np. &

SKLEJENIA. Narysowac obwiednie tgczgce pola tworzace
mozliwie najwieksze obszary. Obwiednie t3czg sgsiednie pola z
jedynkami (dla postaci sumacyjnej funkcji) [pola z zerami (dla
postaci iloczynowej funkcji)] . Sgsiedztwo takze cykliczne.
Obwiednie pokrywajg grupy pol tworzace prostokat
(1,2,4,8,16... pol).

Funkcja. Zapisanie postaci minimalnej funkcji w oparciu o
wykonane sklejenia (obwiednie), (suma iloczynéw- kazda grupa
wykorzystana do opisu to sktadnik sumy), kazde pole z 1 musi by¢
pokryte przez dowolng grupe uwzgledniong w zapisie.

Uwaga: Pola ze znakami nieokreslonosci mozna tgczyc z
dowolnymi innymi polami (jedynek lub zer w zaleznosci od
postaci funkcji) dla uzyskania maksymalnych sklejen.




Terminologia minimalizacji

* Implikant:
— kazdy minterm (iloczyn) dla ktorego funkcja jest rowna
1 lub
— grupa minterméw z wartoscig funkcji 1 lub @ ktére
mozna skleic.
* Implikant prosty: implikant, ktorego nie mozna
rozszerzyC przez sklejenia w tablicy Karnaugha.
* Implikant istotny: implikant prosty zawierajgcy
ten minterm z wartoscia funkcji = 1, ktory nie
wystepuje w zadnym innym implikancie prostym.



Terminologia minimalizacji

* Implicent:
— kazdy maxterm (suma) dla ktorego funkcja jest réwna
O lub
— grupa maxtermoéw z wartosciag funkcji 0 lub @ ktore
mozna skleic.
* Implicent prosty: Implicent, ktérego nie mozna
rozszerzyC przez sklejenia w tablicy Karnaugha.
* Implicent istotny: Implicent prosty zawierajacy
ten maxterm z 0, ktory nie wystepuje w zadnym
innym implikancie prostym.



Metoda minimalizacji dwupoziomowe]
(wersja suma iloczynow)

1. Wygeneruj wszystkie implikanty proste.

2. Utworz pokrycie funkcji (wartosci z 1) za
pomocg minimalnej liczby implikantow.

Tablica pokrycia. Dla okreslenia postaci funkcji
nie korzystajgcej wytacznie z implikantow
kluczowych nalezy wykonac tablice pokrycia.
Uwaga: Implikanty istotne sg koniecznymi
elementami pokrycia funkgiji.



Metoda minimalizacji dwupoziomowe]
(wersja iloczyn sum)

1. Wygeneruj wszystkie implicenty proste.

2. Utworz pokrycie funkcji (wartosci z 0) za
pomocg minimalnej liczby implicentow.

Tablica pokrycia. Dla okreslenia postaci funkcji
nie korzystajgcej wytacznie z implicentow
kluczowych nalezy wykonac tablice pokrycia.
Uwaga: Implicenty istotne sg koniecznymi
elementami pokrycia funkgji



dc

Przyktad 1

ba

0 ot 1 e |mplikanty proste: ca, dc,
oo| o] o :) 0 db, da'

01 0 %) 1 0

s NGl ¢ Implikanty istotne: ca,

o [ ]Gl da’,db

* Implikanty istotne
wystarczg do minimalnego
pokrycia funkgji

* F(d,c,b,a)= ca+da’+db

* F(d,c,b,a)= (d+c)(a+d)(a’+b)




Przyktad 1

* Realizacja funkcji na bramkach NAND bgdz NOR

* przejscie miedzy rodzajami funkcji - zastosowanie
prawa deMorgana

F(d,c,b,a)= (ca+da’+db)”’=((ca)’(da’)’(db)’)’
F(d,c,b,a)= (d+c)(a+d)(a’+b)"’= ((d+c)'+(a+d)’ +(a’+b)’)’



Metoda Quine’a-McCluskeya

Utworz grupy kombinacji zmiennych (z wartosciag funkcji =1)
posiadajgce jednakowa liczbe 1 w ich reprezentacji binarnej.
Jest to utworzenie poczatkowych implikantow.

Utworz wszystkie implikanty przez potaczenie implikantow
jednej grupy z implikantami kolejnej grupy — jest to mozliwe
jezeli reprezentacje binarne kombinacji zmiennych roznig sie
wartoscig jednej zmiennej, zaznacz wykorzystane do tgczenia
implikanty (nie bedg juz dalej wykorzystywane).

Powtarzaj krok 2 bazujgc na implikantach uzyskanych w
poprzedniej iteracji 2 kroku.

Niewykorzystane w potgczeniach implikanty tworzg zbior
implikantow prostych. Wybierz minimalny zbior implikantow
prostych za pomocg tablicy pokrycia lub funkcji Petrica.



Metoda Quine’a-McCluskeya
generacja implikantow prostych
wygodna dla funkcji wielu zmiennych
Funkcja f(a,b,c,d)=(0,1,2,3,8,9,10)+d(5,13)

0 0000 0,1 000-+ 0,1,2,3 00—
0,2 00-0V 0,2,8,10 -0-0
1 0001+ 0,8 -000 0,1,8,9 -00-
2 0010V
8 1000V 1,3 00-1V 1,5,9,13 -01
1,5 0-01V
3 0011V 1,9 -001V Implikanty proste
5 0101V 2,3 001- V 00— d'c¢’
9 1001V 2,10 -010 V -0-0 ca’
10 1010 8,9 100-V -00- c’b’
8,10 10-0 01 b’a
13 1101V
513 -101

9,13 1-01 52



Metoda Quine’a-McCluskeya
tablica pokrycia mintermow

0,1,2,3 00—

0,2,8,10 -0-0 \/ \/ \ v
0,1,8,9 -00- N A V V

1,5,9,13 -01 v V

W kolumnach tablicy uwzgledniamy tylko mintermy z okreslonymi
dla funkcji wartosciami

Mintermy pokryte przez implikanty istotne
Mozliwe warianty funkcji o minimalnej liczbie
implikantow:

F= + Cc'b’

F= + b’a

53



o[ o] L o - Przyktad 2 metoda
JEEEK Petricka

11 0 0 1 1 LT . . .
) jesli tablica pokrycia nie wystarcza

10 0 0 0 1

Pozwala na wyznaczenie minimalnego zbioru implikantéw prostych (nie dotyczy
implikantéw istotnych)

Przyktad:
Jeden implikant istotny,

5 implikantow prostych mozna wykorzysta¢ do pokrycia 5 mintermow , —
Pokrycie wystgpi, gdy zastosujemy implikanty dla ktorych funkcja Petricka
przyjmuje wartos¢ jeden

Px w rdwnaniu oznacza wykorzystanie implikanta x —

FP=(PO +P1 )(P1 + P2 )(P2 + P3 )(P3 + P4 )(P4 + P5) = P1P3P5+ P1P2P4+P0OP2P4

Zapis czytamy : pokrycie wystgpi gdy uzyjemy implikant (0 lub 1) i (1 lub 2)i (2
lub 3) i (3 lub 4) ... zapewnia to pokrycie odpowiednio 7,15,14,10 i 2 kombinacji
z1



\ 00 01 11 10
.
| I 4

00 1 0
AR

01 \ 1 1 u

11 0 1

10 0 0
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Minimalizacja funkcji
wielowyjsciowych
2

ba F1 ba F ba F1°F2
de 00 01 11 10 dc 00 01 11 10 dc 00 01 11 10
0| of o] 0 O o| ol o] o o wo| ol o]l ol o
011 of 0] O O© o1| ol o] ol o o1| o] o] o o

WLy yy o 11(1(1]1]0 1 |l 2l il o

01 0o 0Lyl o 10L1Lﬂﬂo 0] ol ol 1/l o

* Woyznaczenie implikantow prostych dla: funkcji
optymalizowanych i wszystkich iloczyndw funkcji - (powyzej
6 implikantow prostych w 3 grupach).

* Znajdowanie pokrycia minimalng liczbg sposrod wszystkich
implikantow (tablica pokrycia): implikant iloczynu dwoch
funkcji (zielony) pokrywa mintermy obu funkgcji



Komputerowo wspomaganie minimalizacji
funkcji logicznych

* Znalezienie pokrycia minimalnego jest
problemem NP-trudnym.

e Ze wzgledu na trudnosc problemu dla duzych
instancji stosowane sg metody przyblizone.

— brak generacji wszystkich implikantow

— zapewnienie pokrycia funkcji przez wybrany zbior
implikantow



