SVM



Wprowadzenie

» Support vector machines (maszyny wektorow
wspierajgcych, maszyny wektorow nosnych)

» SVM stuzy do:
» w wersji podstawowe] — klasyfikacji binarnej
> W wersji z rozszerzeniami

regresji

wyboru najwazniejszych cech

v vy

okreslania przypadkdw odstajgcych
» grupowania

» /Zalety metody SVM
» budowa prostych i skomplikowanych modeli

» radzi sobie z matq liczbg przyktaddw uczgcych
» radzi sobie z duzqg liczibg atrybutow
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/atozenia

v

Przyktady sg opisane przez wektory

» Niech poczgtek wektora bedzie w poczgtku uktadu
wspotrzednych

» Niech koniec wektora bedzie w punkcie wyznaczonym
przez wartosci atrybutow dla reprezentowanego przez
niego przyktadu
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Rachunek WekTOrOWY - przypomnienie (1)

>

Dodawanie wektorow X
C:l: = (al, ap, ..., an)
b = (blinJ ey bn) TQ‘ e )(‘O
0
d+b=(a,+by,a,+ by, ...,a, + by) b,
Odejmowanie wektorow '
c:l = (ay,ay, ..., an)
b = (by, by, ..., by) . oy o
NN

s S
I b9 R
a_bz(al_bl,az_bz,...,an—bn) 1—5
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Rachunek WekTOrOWY - przypomnienie (2)

» Mnozenie wektora przez skalar

C_l) = (Cll, a,, ...,an)
R
ca = (caq, cay, ..., ca,)

,rozcigga wektor” ale nie zmienia kierunku (zwrot zalezy od znaku c)

» Dtugosc euklidesowa

lall, = lldll = Ja% faZ4 o ta

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska



Rachunek WekTOrOWY - przypomnienie (3)

» lloczyn skalarny (ang. dot product)

(ay, ay, ..., a;,)
(b, by, ..., by)

Sl QU

n
G-D=ayb, +ayh, + -+ ayb, = 2 a;b;
=1

d-b = |ll|b]| cos 6,
gdzie 6 to kgt pomiedzy wektorami a i b.

Wniosek 1: iloczyn skalarny wektorow prostopadtych jest rowny O

Whniosek 2: d-d = a;a; + aya, + -+ a,a, = ||dl|?
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Hiperptaszczyzna

v

Hiperptaszczyzna w 2D 1o linia, a w 3D to ptaszczyzna

» W ogdlnosci do zdefiniowania hiperptaszczyzny wystarczy
wiedza o dowolnym jej punkcie P oraz o dowolnym

wektorze do niej prostopadtym w

» Jezeli P’ lezy na hiperptaszczyznie, na ktorej lezy P

wOwCzas zachodzi:

= (1.5,1.75)

(3,1

X
xl
%—x =(-15,0.75)

s
\*/P,
N/ 4
x

/)/'
0,
%’es

»

2
» C? 1/2 /79
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~roOwnolegte do siebie
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SVM - ogdlna idea

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©nieznane

A

ldea: Znajdzmy linie, ktora najlepiej
dzieli obserwacje negatywne i
pozytywne

Metoda: znajdzmy najszerszg
sulice”, ktérg mozna wstawic
pomiedzy przypadki pozytywne i
negatywne. Jej srodkiem jest
poszukiwana przez nas linia
podziatu.

Problem: jak znalez¢ takg ,,ulice”?
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SVM - ogdlna idea

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©nieznane

A

Podstawowe pytanie:
po ktdrej stronie srodka ulicy jest
nowa obserwacja?

Odpowiedz jest tfozsama z
podjeciem decyzji o przydziale do
klasy pozytywnej lub negatywnej
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SVM - wektory

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©nieznane R
X w - dowolny wektor prostopadty

do ,ulicy” (niewazna dtugosc)
v - wektor do nowej obserwacii

Pytanie: po ktorej stronie sSrodka ulicy
jest nowa obserwacjae

s
Pytanie: czy projekcja wektora v na
wektor w skutkuje przekroczeniem
Srodka ,,ulicy”?

Projekcja to iloczyn skalarny, zatem

chcemy sprawdzic, czy w - v jest

wieksze lub rowne jakiejs statej ¢
w-V=c

\4
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A

SVM

® pozytywne (+)

e negatywne (-} o nieznane Dla utatwienia dalszych przeksztatcen

zatdézmy, ze b = —c¢, wOwCzas:

jezeli @ -3+ b > 0 to przyktad (+),
jezeli nie to przyktad (-)

Problem: nie znamy zarobwno @
(ktorych moze istnieC wiele), jaki
rowniez b

Rozwigzanie: Trzeba wprowadzic
pewne zatozenia/ograniczenia

Niech
X, - dowolny ZNANY przyktad (+)

\4

x_ - dowolny ZNANY przyktad (-)
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A

SVM -

® pozytywne (+)

® negatywne (-) ©Onieznane ZO+Ozmy' € -
w-xy+b=>1
w-X_+b<-1

I niech bedzie dane y; rowne

+1 dla przyktaddw pozytywnych

—1 dla przyktaddw negatywnych

Pomnozmy te nierdwnosci przez y;,
wowczas dla przyktadow

« pozytywnych:

yi(d-%+b) =y =1
* negatywnych
yi(@ - % +b) 2 y; * (=1)
 uwaga na zmiane kierunku

Podstawiqgjgc 1 lub -1 po prawej
stronie, mozemy zredukowac te dwa

rownania do jednego:
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A

SVM - obserwacje na krawedzi

® pozytywne (+) ® negatywne (-) ©Onieznane
yl(5f1+b) > 1

-

yi(6°fi+b)—1 >0

Pytanie: zawsze jest nievjemne, ale
kiedy rowne 0O ¢

Odpowiedz: dla obserwacii
znajdujgcych sie doktadnie na
krawedzi ulicy

_________________________________

\4
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SVM - szerokosc ,,ulicy”

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©Onieznane ,
Wezmy dwa dowolne wektory dla

przyktadow pozytywnego i
negatywnego lezgcych na krawedzi.
Na podstawie tych wektordw mozna
wyprowadzic ogolny wzér na
szerokosc ,,ulicy”

A

Al o « odejmujemy wektory
/ . .
2 « wektor wynikowy rzutujemy na
jednostkowy wektor prostopadty
Gl do ,,ulicy”
?‘*,/
o
. Kodé = (2. — #.) @
" SZerokosSC = (Xy — X_) "=
¥ ]|

v
jednostkowanie”
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SVM = szerokosc ,,ulicy

® pozytywne (+) ®negatywne (-) ©Onieznane ., R 5 w
szeroko$¢ = (X¥; — x_) " ——

A

Problem: nie znamy x, ani x_,
ale przypomnijmy, ze
yl(ﬁfl+b)—1=0

Dla x,wartos¢ y; = 1, czyli
1@ -2, +b)—1=0
w-X,=1-—>b
a dla x_ wartos¢ y; = —1, czyli
—~1(&B- % +b)—1=0

—(w-xX_)=1+0b

e
ENEE) P
~~~~~ K (11
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SVM - szerokosc ,,ulicy”

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©Onieznane L. .
X Podstawiajgc otrzymujemy:

1-b+(1+b) 2

||| @
;s 2
szerokosC = —
> . el
/
(8 . . ;.
Maksymalizowanie szerokosci
e oznacza zatem minimalizowanie |||
7o) Dla utatwienia kolejnych

przeksztatcen (liczenia pochodnych)
mozna zatozyc¢ zatem, ze
minimalizujemy wyrazenie:

~l1@I

2

\4
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primal formulation

SVM - stormutowanie prymalne

» Zadanie maksymalizacji ,,szerokosci” drogi mozna wyrazi¢ w postaci
problemu programowania kwadratowego, w ktorym jest d + 1
zmiennych (wy, ..., wg, b) Oraz i ograniczen

_________________________________________________________________________________________

» Dla przyktaddw x, ..., x, € R? z etykietami y, ..., y,, € {—1,1}
1
. “nu=n2
min 2 llo]

przy ograniczeniach y;(w - ¥; + b) = 1,i=1,...,n

» Klasyfikacja nowego elementu v nastepuje poprzez sprawdzenie, czy

» Problem w postaci pierwotnej mozna rozwigzac, ale lepsze jest
przejscie do sformutowania dualnego

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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SVM — mnozniki Lagrange’a

» Przypomnienie: jak znalez¢ ekstremum?e Policzy¢ pochodng i
sprawdzi¢ dla jakiego parametru przyjmuje wartosc 0

» Mnozniki Lagrange’a to metoda obliczania tzw. ekstremum
warunkowych funkcji

» Majgc funkcje f i zbidr A opisany za pomocg pewnego rownanid
mozna znalez¢ ekstrema funkcji f dla zbioru A.

» Przyktad: niech bedzie dana funkcja f(x,y) = x? — y? i warunek
x? +vy% —1 = 0. Inajdz ekstrema warunkowe funkcji f (x, y)

» Metoda rozwigzania polega na
» zbudowaniu funkcji Lagrange’'a
> Ll,y)=x*>—y2+A(x2+y%2-1)

» wyliczeniu uktadu rownan

oL
> 5—0

oL

> a=0
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SVM — mnozniki Lagrange’a

» Wersja dla SVM

Mnozniki Lagrange’a

L@,b,@) =187 = ) (@ % +b) 1]

i

ograniczenia

To chcemy maksymalizowac

i 'Uwaga: a; > 0 oznacza, ze aby ograniczenie byto réwne 0, y;(@ - X; + b) | |

'musi by¢é réwne 1. To oznacza natomiast, ze przyktad skojarzony z.
: wektorem x; jest wektorem wspierajgcym. |
' Mnozniki Lagrange'a w SVM sqg zatem réowne 0 dla wektordw, ktére nie |
' lezg na kraweznikach drogi |
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SVM - fransformacja do
sformutowania dualnego

ldea: rozwigzujgc problem dualny (czyli wyznaczajgc «)
ofrzymujemy rozwigzanie problemu pierwotnego

1
maxmin L(@, b, &) = = ||@]|% Z a[y(@ - % + b) — 1]
a w,b 2 -

l
C(iZO

oL ) oL ~:Z -
Ema-yani [ =0 [ 0=k
i

oL dL _
%z—zaiyi |$ %:0 |$ Ealyl_o

i l
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SVM — pochodne

...dokonajmy prostych przeksztatcen i zobaczmy jakie sg zaleznosci

— 1 — - o
L@,b,@) =5 1% = ) alyi(@- %+ b) — 1]

i ! W = Z a;yi%;
L(b,a) = %(2 al-yifi> <z ajyjfj> - <z aiyifi> : <z ajijj> z i Vib + z

i J

Uwaga na indeksy

L(b,a) = ——zz a;ay;yiXi - X + Z i vib + Z

=0 poniewaz Zi a;y; =0

L(a) = z oC; ——zz a;ay;yiX - X

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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SVM - sformutowanie dualne

. » Dla przyktaddw x4, ..., x,, € R? z etykietami yy, ..., y, € {—1,1}

maxz a; — —ZZ a;a;y;yiXi - X

przy ograniczeniach Ziaiyl- =0Aa; =0

» Jest to rowniez problem programowania kwadratowego z
n zmiennymi (a;, ..., a,,) 1 2n ograniczeniami

dual formulation

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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SVM - obserwacje

\4

Czyli zalezy tylko od iloczynu skalameqo przyktadow

Mozna to rozwigza¢ metodami iteracyjnymi (nie ma
lokalnych ekstremdw wiec w nich nie ,,utkniemy"”)

Zauwazmy, ze reguta dla sformutowania pierwotnego:
jezeliw-v+ b =0 to przyktad pozytywny

moze zostac zastgpiona (przez podstawienie w = Y; a;y;
dla sformutowania dualnego na:

_____
/’ ‘s

_______

Latem decyzp tez zalezy od iloczynu skalarnego

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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SVM - sformutowanie dualne

® pozytywne (+) @ negatywne (-) ©Onieznane
* Rozwigzujgc problem dualny
a; =0 poznajemy wartosci a

Na ich podstawie wyliczamy
5, € WZOru 5 = Zi al-yl-fl-

b,ze wzoru b =y, — w - X;, (dla
dowolnego k, dla ktérego a;, > 0)

Inaczej mowigc uzywamy
wektorow wspierajgcych dla
WYZNnaczenia w oraz b

\4

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska

24



SVM —kernel trick

\4

wiele zbiorow danych moze nie byc linowo separowalna

Rozwigzanie: transformacja danych wejsciowych, tak by byty
separowalne liniowo (najczesciej transformacja do przestrzeni o
wiekszej liczbie wymiarow)

Kazdqg obserwacije x; nalezatoby zatem poddac transformacji ¢
CO zapisujemy jako ¢ (x;)

Zauwazmy, ze maksymalizacja szerokosci drogi zalezy tylko od
iloczynu skolorne%o w docelowej przestrzeni maksymalizowac

trzeba ¢ (x;) ¢)(x]

Klasyfikacja wymaga sprawdzenia nierdownosci:
» dla postaci prymalnejw - ¢(v) + b > 0

» dla postaci dualnej Y; a;y; ¢(%;) - dp(W) +b =0

Najwazniejsza obserwacja: w wersji dualnej nie musimy znaé
transformaciji, musimy tylko znac funkcje (kernel function), ktéra
dostarcza wynik iloczynu skalarnego w pewnej zatozone|
przestrzeni

K(x%,%) = ¢ - d(%))
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SVM —rodzaje kernel

>

>

Liniowy
K(fl,fj) — 9_C>l' . D_C}
GausowsKi
N > N2

K(%,%) = e ~VII%i—%]
Wyktadniczy

K(fi’fj) — o Vl%—%j]l
Wielomianowy

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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A

SVM - soft margin (1)

® pozytywne (+)

® negatywne (-)

oprocz tfransformacii do wiekszej
liczby wymiardw mozna stosowac
przeksztatcenia przyktadow
wejsciowych (ale ryzyko
overfitting)

jezeli nadal nie mozna uzyskac
liniowej separowalnosci mozemy
pozwoliC na pewien btqgd
Trywialne podejscie: policzmy ile
razy sie mylimy, fj. ,jesteSmy po
ztej stronie drogi”

Inne podejscie: policzmy jak
bardzo sie mylimy

© Pawet Boinski, Instytut Informatyki, Politechnika Poznarska
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SVM - soft margin (2)

e pozytywne (+) ® negatywne (-) TryWiC”ﬂe pOd ejé(:ie:
rgigl |l@|I? + C (liczba pomytek)
w,

A

C to wsp. ,,fradeoff” pomiedzy
szerokosciq ,drogi” a btednym
rozroznieniem klas

Problem: nie rozrozniamy ,delikatnej’
I ,mocnej]’ pomytki (ocena binarna),
a dodatkowo nie jest to problem
programowania kwadratowego

Lepsze rozwigzanie:
min ”5”2 + Cz Ei liniowa zaleznoé¢
w,b .

od ,wielkosci”
pomytki
przy ograniczeniach

yi(@- % +b)=1-¢, i=1,..,n

gdzie &; to odlegtosc i-tego
przyktadu od hiperptaszczyzny
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SVM = soft margin (3)

» Primal formulation
min 1@ +C ) &
przy ograniczeniach y;(w - x; +b) =1-¢;, i=1,..,n
» Dual formulation

1 - -
mc?xz a; — Ez z al-ajyiijl- . x]
l J)

i
przy ograniczeniach };a;y; =0 A 0< a; <C

» Parameir C
» Duza wartosc¢ zbliza SVM do wersji ,,hard-margin” (€ = o)
» Mata wartos¢ dopuszcza wiekszy btgd

» Nie ma dobrej, uniwersalnej wartosci
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SVM - jeszcze o btedach (1)

» Na przyktadzie stormutowania prymalnego
min |37 + € ) &
w,b i
przy ograniczeniach y;(w - X; +b) >1-¢§;, i=1,..,n

» zauwazmy, ze ograniczenie y;(w - X; + b) = 1 — & mozna
zapisaC w postaci y;f(x;) =1 —¢&;, a po przeksztatceniu
ofrzymujemy & =1 — y; f(%;)

» Poniewaz §; = 0, caty problem mozna zapisac w postaci
%igl l&]l? + CY; max(O, 1-— yl-f(ic’i))

bez ograniczen Funkcja straty
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SVM — |jeszcze o btedach (2)

» max(0,1—y;f(%)) - jak fo interpretowac?
» Gdy punkt jest

» Po wtasciwej stronie hiperptaszczyzny i poza ,,drogg’”, wowczas
yif(%;) > 1. Nie zwieksza to straty poniewaz max da wynik rowny O.

» Po wtasciwej stronie hiperptaszczyzny i na krawedzi ,,drogi”, wowczas
y;f(%;) = 1. Nie zwieksza to straty poniewaz max da wynik rowny 0.

» Po niewtasciwej stronie hiperptaszczyzny lub na ,,drodze”, woéwczas
yif(%;) < 1. Zawsze zwieksza to straty poniewaz max da wynik rowny
wiekszy od 1 (im wieksza odlegtosc, tym wieksza wartosc straty).

Hinge lose function

== (/1 lose function Strata dla klasy pozytywnej

A

0 1
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SVM

» Jak wybra¢ model?

» Mozna zastosowac podejscie ,,data-driven”, w ktdrym
uzywany jest dodatkowy etap (nested cross-validation) dla
roznych wartos¢ C oraz fransformacji. Innym podejsciem
moze by wykorzystanie np. MDL.

» SVM a wiele klas decyzyjnych

» one vsrest, one vs all - dla kazdej z M klas tworzony jest klasyfikator, w ktérym za
klase pozytywng uznaje sie m-tg klase, a pozostate przypadki tfraktowane sq
jako przyktady klasy negatywnej. Przy klasyfikacji wygrywa klasa, dla ktére;j
wartos¢ funkciji jest najwieksza

» OVO -one vs one —dla M klas tworzonych jest M(M — 1) /2 klasyfikatorow (kazda
klasa z kazdq). Decyzja jest podejmowana przez gtosowanie wiekszosciowe.

» ECOC - error correcting output code — (nastepny slajd)

» DAGSVM - tworzy klasyfikatory jak w OVO, ale inaczej wyglgda klasyfikacja.
Tworzone jest drzewo DAG (direct acyclic graph), ktére przypomina binarne
drzewo decyzyjne i jest uzywane dla szybszego eliminowania klas

» Weston-Watkins oraz Crammer-Singer (M-SVM) zmiana definicji problemu, jeden
klasyfikator
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SVM - ECOC

Class Code word

f1 f2 f3 fa fs fe f7
Co 0 0 0 0 0 0 0
Cy 1 1 1 1 0 0 0
C, 1 1 0 0 1 1 0
Cs 1 0 1 0 1 0 1

» coding matrix MQXS.
» wiersze to klasy, kolumny to klasyfikatory binarne

» Wartosci 1/0 oznacza, ze dla g-tej klasy i s-tego klasyfikatora
przyktad jest pozytywny/negatywny

\4

Podczas frenowania tworzone sqg klasyfikatory binarne

» Nowy przyktad dostaje wektor wynikowy, ktory
porownywany jest z wektorami dla klas (np. odlegtosc
HammingaQ)
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One-class SVM

» To nie jest problem klasyfikacyjny — nie ma zadnych, z gory
znanych klas
» Ildea (intuicjq):
» znajdz region, ktdry zawiera wiekszos¢ przyktadow
» zbuduj model, ktéry dla przyktaddw z tego regionu da wynik
pozytywny, a dla pozostatych przyktaddw da wynik negatywny

» Przyktady negatywne sg obserwacjami dotgd niespotykanymi lub
przypadkami osobliwymi

» Zaleta: nie musimy miecC w przyktadach uczgcych petnych
danych o negatywnych przyktadach (a czesto ich nie znamy,
np. rozne mozliwe wady produktow mogqg nie byc¢ tatwe w
przewidzeniu)

» W praktyce dodajemy dodatkowy parametr okreslajgcy gorng
granice na wzglednq liczbe nowych obserwacji/przypadkow
osobliwych
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