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1 Wstep

Przykladowe zastosowania systemow typow dla jezykow programowania przedstawiono
na slajdzie.

Jezykowe bezpieczenistwo Systemy typoéw sa waznym narzedziem do projekto-
wania bezpiecznych jezykow, choé¢ w zasadzie, nietypowany jezyk mogtby by¢ takze
bezpieczny przez wykonywanie odpowiednich kontroli (sprawdzen) w czasie wykonania
programu.

Poniewaz jednak takie kontrole naruszaja efektywnosé, w praktyce jest bardzo nie-
wiele bezpiecznych nietypowanych jezykow.

Przyktadem nietypowanego bezpiecznego jezyka jest LISP.

Natomiast jezyk asemblera to kwintesencja nietypowanego jezyka, ktory nie jest
bezpieczny.

Aby zapewnié¢ bezpieczenstwo, typowane bezpieczne jezyki moga uzywaé¢ kombina-
cji kontroli zaréwno w czasie kompilacji, jak i kontroli w czasie wykonania programu,
jakkolwiek nacisk jest na to pierwsze.

Idealem bytby system typow implementujacy algorytmicznie rozwigzywalne (ang.
decidable) kontrole w czasie kompilacji do wyeliminowania wszystkich niewychwyty-
walnych bledow (a takze pewnych rodzajow wychwytywalnych btedow).

Niektore jezyki (np. C) zatrudniaja typy, choé¢ nie pretenduja przy tym do grona
bezpiecznych jezykow!

Niektore jezyki sa projektowane jako “bezpieczne” na mocy zastosowania systemu
typow, cho¢ moze sie okazaé ze wcale bezpieczne nie sa z uwagi na nieprzewidywalng
kombinacje ich cech (jezyki obiektowe sa szczegolnie narazone na ten problem). Zoba-
czymy tego przyklad na wyktadzie, analizujac kombinacje polimorfizmu ML ze zmien-
nymi referencjami (ang. mutable references).

Te problemy znacznie przyczynity sie do rozwoju matematyki formalnej i logiki
systemow typow: mozna jedynie wtedy udowodnié ze jezyk jest bezpieczny, po tym



Rysunek 2: Literatura

1. Wyktady: skrypt “Systemy typdw dla jezykdéw programowania”.

2. Laboratoria: dokumentacja systeméw i artykuty wskazane przez prowadza-
cego.

Inne (niewymagane):
1. Benjamin C. Pierce, Types and Programming Languages, MIT Press, 2002.

2. Benjamin C. Pierce, ed., Advanced Topics in Types and Programming Langu-
ages, MIT Press, 2005.

3. Robert Harper, Programming Languages: Theory and Practice, 2006. Draft
dostepny na stronie WWW autora.

4. Glynn Winskel, The Formal Semantics of Programming Languages: An Intro-
duction, MIT Press, 1996.

Rysunek 3: Forma zaliczenia przedmiotu

Wyktady:

e obecnos¢ na wyktadach

e sprawdzian pisemny

e rozmowa zaliczeniowa przy wpisie do indeksu (jesli potrzeba)
Laboratoria:

e obecnos¢ na laboratoriach

e test i/lub projekt programistyczny
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Rysunek 4:

Systemy komputerowe zawierajgce btedy programistyczne
nie sg godne zaufania.

Zmniejszenie liczby btedéw programistycznych zwiekszy niezawodno$¢ systeméw.

Rysunek 5: Jak unikna¢ czesci btedéw programistycznych?
1. Testowanie: trudne dla programow wspétbieznych i rozproszonych, brak gwa-
ranciji,

2. Mechaniczne dowodzenie poprawnosci: daje sie przeprowadzi¢ dla matych
programéw w jezykach dla ktérych istniejg udowadniacze twierdzen (ang. the-
orem provers),

3. Sprawdzanie modelu (ang. model checking): utwdrz model systemu i zastosu;j
go do symulaciji i weryfikacji,

4. Dobre jezyki: oferujg prawidtowe abstrakcje, ktére uniemozliwiajg pewne btedy
(np. garbage collector uniemozliwia btedy przydziatu pamieci),

5. Systemy typéw: potrafig udowodni¢, ze kazde wykonanie dowolnego pro-
gramu zachowuje dane wtasnosci, wyrazone jako typy,

6. Potaczyc¢ rézne metody, np. 3. i 5.




Rysunek 6: Systemy typow dla jezykow programowania

“Jedng z najbardziej uzytecznych koncepcji w programowaniu jest pojecie typu, uzy-
wane do klasyfikowania rodzaju obiektdéw ktére sg manipulowane [przez programy].

Znaczgca czesc btedow programistycznych jest wykrywana przez implemen-
tacje, ktora sprawdza zgodnosc typow zanim jeszcze program zostanie wyko-

nany.

Typy dostarczajg taksonomii ktéra pomaga ludziom mysle¢ i komunikowaé sie na
temat programéw komputerowych.”

R. Milner, “Computing Tomorrow” (CUP, 1996)

Rysunek 7: Systemy typow dla jezykow programowania
Co to sg “systemy typdéw” i do czego sg wykorzystywane ?
“System typdéw jest syntaktyczng metodg udowadniania nieobecnosci pewnych za-

chowan programu przez klasyfikowanie fraz zgodnie z rodzajem wartosci przez nie
obliczanych.”

B. Pierce, “Types and Programming Languages” (MIT, 2002)

Rysunek 8: Systemy typoéw dla jezykow programowania

“Praca nad systemami typéw dla jezykdédw programowania dotyka obecnie wielu
dziedzin informatyki, od projektowania i implementacji jezykdédw programowania do
inzynierii oprogramowania, bezpieczenstwa sieci komputerowych, baz danych, i
analizy systeméw wspétbieznych i rozproszonych.”

B. Pierce ed., “Advanced Topics in Types and Programming Languages” (MIT, 2005)
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Rysunek 9: Zastosowania systemow typow

Detekcja btedéw przez sprawdzanie typow: statycznie (dajgce sie rozstrzy-
gna¢ btedy wykryte zanim programy sg wykonane) albo dynamicznie (btedy
typowania wykryte podczas wykonania programu).

Abstrahowanie i wspomaganie strukturalizacji duzych systeméw.

Dokumentacja.

Efektywnos¢.

Bezpieczenstwo jezyka programowania.

Rysunek 10: Jezykowe bezpieczenstwo (ang. safety)

Nieformalna definicje bezpiecznego jezyka:

“Bezpieczny jezyk to taki, ktdéry chroni swoje wtasne abstrakcje wysokiego poziomu
[niezaleznie od tego jaki legalny program bysmy w nim napisali].”

“Bezpieczny jezyk jest kompletnie zdefiniowany przez swojg dokumentacje progra-
misty [raczej niz kompilator ktory uzywamy].”

“Bezpieczny jezyk moze pozwala¢ na wychwytywalne btedy (ang. trapped errors)
[te ktére mogg by¢ bezproblemowo obstuzone], ale nie moze pozwalaé na niewy-
chwytywalne btedy [czyli te ktdére powodujg nieprzewidywalny krach programu].”




Rysunek 11: Formalne systemy typéw

e Zapewniajg precyzyjny, matematyczny opis nieformalnych systeméw typow
(takich jak te ktére pojawiajg sie w dokumentacji wiekszosci typowanych je-
zykow).

e Stanowig podstawe twierdzen o niezawodnosci systemu typow (ang. type
soundness): “kazdy dobrze typowany program nie jest w stanie wyprodukowaé
w czasie wykonania zadnych btedéw (okreslonego rodzaju).”

e Umozliwiajg rozdzielenie specyfikacji aspektéw typowania danego jezyka od
spraw algorytmicznych: formalny system typoéw moze zdefiniowac typowanie
niezaleznie od poszczegdlnych implementacji algorytmow sprawdzania typow.

Rysunek 12: Zaawansowane zastosowania
Przyktadowo, zaprojektowano systemy typdéw do:

1. bezpiecznych operacji na wskaznikach i zarzgdzania pamiecia,

2. bezpiecznego wykonywania nieznanych programéw (“sandboxes”),

3. unikania warunkéw wyscigu, np. bezpieczne zamki (ang. safe locking),
4. uzyskiwania atomowosci w programach wielowgtkowych,

5. unikania zakleszczenia,

6. kompozyciji protokotéw, np. typy sesyjne (ang. session types),

7. generacja kodu z dowodem (ang. proof-carrying code).
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Rysunek 13: Zaawansowane zastosowania

Dos¢ niezwykte zastosowania systeméw typdw:

4.

. bezpieczne przetaczanie komunikatéw (and. type-safe marshalling),

kontrola wersji oprogramowania,

bezpieczna dynamiczna aktualizacja kodu (ang. type-safe dynamic software
updating),

weryfikacja regut deklaratywnej synchronizaciji.

Nowe zastosowania pojawiajg sie na biezgco!

10.

Rysunek 14: Przykladowe narzedzia i jezyki

. Objective Caml: popularny wariant jezyka ML
. Java 1.5: “generics” (typy polimorficzne)
. Java Programming Toolkit: Escjava - Extended Static Checker

. Java Pathfinder: weryfikacja bytecode-u Java (NASA)

CCured: bezpieczne zarzgdzanie pamiecig w jezyku C
Cyclone: bezpieczny dialekt jezyka C

XDuce: typowany jezyk do przetwarzania XML

Scala: przetwarzanie XML, kompilowany do bytekodu Java
Pict i Nomadic Pict: statyczne typowanie komunikacji

Acute: bezpieczna komunikacja miedzy programami




Rysunek 15: Typowe “stwierdzenie” w systemie typow

(ang. typing judgement)

jest relacjg miedzy Srodowiskiem typowania (I"), frazami programu (M) i wyraze-
niami typu (t), ktérg zapisujemy
I'=M:t

i czytamy “majgc dane przypisanie typéw do wolnych identyfikatoréw frazy M wy-
specyfikowane przez srodowisko T', fraza M ma typ ¢”.

Na przykfad
[ int list — int,b: bool - (if b then f nil else 3) : int

jest prawidtowym stwierdzeniem typowania w jezyku ML

jak jego syntaktyka i semantyka operacyjna (ktora opisuje jak programy w tym je-
zyku dzialaja) zostanie formalnie wyspecyfikowana. Istota tego wyktadu jest wstepne
zapoznanie sie z taka formalizacja, oraz zilustrowanie jej uzycia.

Standard ML (Milner, Tofte, Harper i MacQueen 1997) byl pierwszym przyktadem
pelnowymiarowego jezyka programowania, posiadajacego kompletna formalng specy-
fikacje, i dla ktorego niezawodnosé systemu typdw (ang. type soundness) byla przed-
miotem wielu formalnych dowodow.

Studiowanie formalnych systemow typow jest czedcia strukturalnej semantyki opera-
cyjnej: aby wyspecyfikowaé formalny system typow, nalezy podac szereg aksjomatow
i regut do indukcyjnego generowania takiego rodzaju asercji, lub “twierdzenia”, jak to
na slajdzie 15. Idealnie, reguly te powinny podaza¢ za struktura frazy M, wyjasnia-
jac jak ja typowac (tj. “znajdowac jej typ”) poprzez pokazanie jak podfrazy frazy M
moga by¢ typowane. Tak wiec mozemy tu mowi¢ o zestawie regul ukierunkowanych
syntaktycznie.

Kiedy sformalizowalismy dany system typow, jesteSmy w stanie udowodnié rezul-
taty dotyczace niezawodnosci systemu typow (ang. type soundness), sprawdzania typow
(ang. type checking), typowalnosci (ang. typeability), oraz dedukcji typow (ang. type
inference); trzy ostatnie problemy opisane zostaly na slajdzie 17.
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Rysunek 16: Rézne notacje relacji typowania

“X ma typ integer”

styl ML (uzywany na wyktadach):

X : 1integer
styl Haskell:
X :: 1integer
styl C/Java:
integer x

Rysunek 17: Sprawdzanie, typowalnos¢, oraz dedukcja typu

Wezmy system typow dla jezyka programowania ze stwierdzeniami w formie I" +
M :t.

Problem sprawdzania typu: majgc dane I', M i t, czy stwierdzenie I' = M : t dato by
sie wywies¢ (wyprowadzi¢) w tym systemie typoéw ?

Problem typowalnosci: majac dane I' i M, czy jest jakikolwiek typ ¢ dla ktérego
stwierdzenie T' - M : t dato by sie wywie$C w tym systemie typow ?

Drugi problem jest zwykle trudniejszy niz pierwszy. Jego rozwigzanie zwykle po-
cigga za sobg wymyslenie algorytmu dedukcji typu, ktéry oblicza typ ¢ dla kazdego
I'i M (lub konczy sie niepowodzeniem, jesli takiego typu nie ma).
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Rysunek 18: Polimorfizm = “ma wiele typéw”’

Przecigzenie (ang. overloading) (lub ’ad-hoc’ polimorfizm): taki sam symbol ozna-
cza operacje z nie majgcymi nic wspolnego implementacjami. (Np. + moze ozna-
czaé zaréwno dodanie liczb naturalnych, jak i konkatenacje tancuchow tekstowych.)

Wtaczenie (ang. subsumption) t; <: t,: kazda fraza M; : t; moze by¢ uzywana jako
M, : t, bez narazania bezpieczenstwa.

Parametryczny polimorfizm (ang. parametric polymorphism) (“generics”): takie
samo wyrazenie przynalezy do rodziny strukturalnie powigzanych typow.

2 Polimorfizm w ML

Wezesne formy statycznego typowania, takie jak w jezyku Pascal, uniemozliwialty pi-
sanie generycznego kodu. Na przyktad, procedura do sortowania list danego typu nie
mogta by¢ wykorzystana do list innego typu danych.

Byloby naturalne mie¢ polimorficzng procedure sortowania — tj. taka ktora dziata
(jednolicie) na listach szeregu réznych typow.

Na znaczenie polimorfizmu (ang. polymorphism) dla jezykow programowania zwro-
cil po raz pierwszy uwage Strachey (1967), identyfikujac szereg réznych jego znaczen.

Mozemy wywota¢ funkcje ile, np. jako ile [1; 2; 3] lub ile [*‘Ala’’; ‘kot’’].

Na tym kursie skoncentrujemy sie na parametrycznym polimorfizmie. Jednym ze
sposobéw jego uzyskania jest uczynienie parametryzacji typu eksplikatywng czesciag
syntaktyki jezyka. My jednak spojrzymy na implikatywng wersje parametrycznego
polimorfizmu, po raz pierwszy zaimplementowana w rodzinie jezykow ML (i nastepnie
adoptowang gdzie indziej, na przyktad pod nazwa “generics” w najnowszych wersjach
jezykow Java i C#).

Frazy w jezyku ML zawiera¢ moga bardzo niewiele informacji o typach: algorytm
dedukcji typow znajduje “najbardziej ogolny” typ (schemat) dla kazdej dobrze uformo-
wanej frazy, z ktorego wszystkie inne typy frazy moga by¢ otrzymane przez specjalizo-
wanie zmiennych typu.

W dalszej czesci kursu przedstawiona zostanie precyzyjna formalizacja systemu
typow oraz zwigzanego z nim algorytmu dedukcji typu dla matego fragmentu jezyka
ML, ktéry nazwijmy Mini-ML.
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Rysunek 19: Przyklad parametrycznego polimorfizmu

W Objective Caml (OCaml), popularnej implementacji jezyka ML, funkcja ile obli-
czajgca ilo$¢ elementéw listy

let rec ile x =
match x with
o >0
| h::t -> 1 + ile t

ma typ ¢ list — int dla wszystkich typow t.

Rysunek 20: Zmienne typu i schematy typéw dla Mini-ML

Aby sformalizowac wyrazenia takie jak
“funkcja ile ma typ t list — int, dla wszystkich typow ¢”

jest naturalne, aby wprowadzi¢ zmienne typu (ang. type variables) « (tj. zmienne
ktére moga by¢ zastepowane przez typy) i pisa¢

ile : Va(a list — int) .

Vo(a list — int) jest przyktadem schematu typow (ang. type scheme).
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Rysunek 21: Polimorfizm let-zwigzanych zmiennych w ML

Na przyktad w wyrazeniu

let f = Az(z) in (f true) :: (f nil)

funkcja Az(z) ma typ ¢t — t dla dowolnego typu ¢, a zmienna f do ktorej ta funkcja
jest przywigzana jest uzywana polimorficznie:

-W (f true), f matyp bool — bool
-W (f nil), f matyp bool list — bool list.

Catosciowo, wyrazenie to ma typ bool list.

2.1 System typoéow jezyka ML

Aby sformalizowaé system typow musieliémy wprowadzi¢ zmienne typu. Interaktywny
ML pokaze typ a list — int jako typ funkcji ile. Jednakze w formalnym opisie systemu
typow, konieczne jest aby kwantyfikacja po typach byla w jaki§ sposob widoczna.
Przyczyna tego tkwi w typowaniu lokalnych deklaracji - zob. przyktad na slajdzie 21.

Wyrazenie (f true) :: (f nil) ma typ bool list, majac dane pewne zalozenie o
typie zmiennej f. Mozliwe dwa takie zalozenia pokazano na slajdzie 22. My najbardziej
zainteresowani jesteSmy druga mozliwo$cia, gdyz prowadzi ona do systemu typow ktory
ma bardzo uzyteczne wtasnosci.

Ponizej przedstawimy gramatyke typow i schematow typu, ktora bedziemy uzywac
w kolejnych przyktadach.

Nalezy zwroci¢é uwage na nastepujace sprawy w odniesieniu do schematow typu

VA(L):

1. Przypadek kiedy A jest pusty, A = {}, jest dopuszczalny: V{}(t) jest dobrze
uformowanym schematem typu. Czesto bedziemy patrzeé¢ na zbiory ty-
pow jako na podzbidr zbioru schematéw typu, identyfikujac typ ¢ ze
schematem typu V{}(¢).

2. Kazde pojawienie sie w typie ¢, zmiennej typu o € A, staje sie zwigzane w sche-
macie VA(t). Tak wiec z definicji, wolne zmienne typu (ang. free type variables)
schematu typow VA(t) sa to wszystkie te zmienne typu, ktore pojawiaja sie w
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Rysunek 22: Ad-hoc vs. parametryczny polimorfizm

“Ad-hoc” polimorfizm:
jesli f : bool — bool
oraz f : bool list — bool list,
to (f true) :: (f nil) : bool list

“Parametric” polimorfizm:

Jesli f: Va(a — a),
to (f true) :: (f nil) : bool list

Rysunek 23: Mini-ML typy i schematy typéw

Types
Q@ zmienna typu

bool  typ wartosci logicznych
t —t typ funkgciji
t list typ list

gdzie a przyjmuje wartosci z ustalonego, przeliczalnego, nieskonczonego zbioru
TyVar.

Schematy typow
o == VA(t)

gdzie A zmienia sie po skonczonych podzb. zbioru Ty Var.

Kiedy A = ay, ..., a,, piszemy VA(t) jako Yoy, ..., a,(t).
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t, ale ktore nie sa w skonczonym zbiorze A. (Na przyklad zbiorem wolnych
zmiennych typu Va(a — o) jest o.)

Tak jak zwykle w przypadku konstrukcji wiazacych zmienne, nie interesuja nas
poszczegdlne nazwy zwiazanych zmiennych typu (gdyz tak czy inaczej mozemy
musie¢ je zmieni¢, aby uniknaé¢ uchwycenia podczas podstawiania typow pod
zmienne typow, innych zmiennych o tych samych nazwach, ktore moga wystapic
w podstawianych typach).

Dlatego tez bedziemy identyfikowaé schematy typéw uwzgledniajgc moz-
liwa alfa-konwersje zmiennych typu wiazanych przez V. Na przyklad,
Vala — o) i Vo' (o” — o) wpadaja do tej samej alfa-rownoznacznej klasy i
moga by¢ stosowane zamiennie. Oczywiscie skoniczony zbidr

wzt(VA(t))

wolnych zmiennych typu w schemacie typu jest dobrze zdefiniowany uwzglednia-
jac mozliwg alfa-konwersje zwiazanych zmiennych typu (tj. spojne, rownoczesne
przemianowanie nazw tych zmiennych). Bedziemy takze pisa¢ wzt(t) majac na
mysli skoniczony zbior (wolnych) zmiennych typu wystepujacych w ¢.

3. Schematy typow w ML nie sa typami w ML. Tak wiec, na przyktad o — Yo/ (o)
nie jest ani dobrze uformowanym typem w Mini-ML, ani dobrze uformowanym
schematem w Mini-ML. Mozemy otrzymac typy ze schematow typu przez zasta-
pienie zmiennych typu przez typy.

Proste przyktady generalizacji:

Va(a — a) > bool — bool
Va(a — a) = o list — o list

Va(a — a) = (o = d) — (¢/ = o).

Jednakze

Va(a — a) # (o — o) — o .

A to dlatego, ze w zastgpieniu (ang. substitution) t[t'/a], z definicji musimy zastapic
wszystkie wystapienia w ¢ zmiennej typu « przez t'. Tak wiec, kiedy t = a — «,
to nie ma takiego typu t' dla ktorego t[t'/a] byloby typem (o — «) — «a. (Po
prostu dlatego, ze w drzewie syntaktycznym t[t'/a] =t — t', dwa poddrzewa ponizej
najbardziej skrajnego konstruktora '—’ sa rowne (konkretnie rowne t’), podczas gdy
jest to nieprawda w (@ — «) — a.)

Inny przyktad

Vag, ag(ag — ag) > a list — bool .
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Rysunek 24: Relacja “‘generalizuj”

miedzy schematami typow a typami

Méwimy Zze schemat typu o = Va, ..., o, (') generalizuje typ t, co zapisujemy
jezeli t moze by¢ otrzymane z typu t' przez réwnoczesne podstawienie pewnych
typdw ¢; pod zmienne typow «; (i = 1, ..,n):

t=1t1/aq, ... tn/an] .

(Uwaga: Specyficzny wybér nazw zmiennych typu w o nie wptywa na te relacje.)

Odwrotna relacja jest zwana specjalizacja: typ t jest specjalizacjg schematu typu o,
jeslio = t.

Jakkolwiek
Vo (o — ag) # a list — bool

poniewaz o jest wolng zmienng typu w schemacie typow Vo (o — as), a wiec nie
moze by¢ zastepowane podczas specjalizacji.

Slajd 25 prezentuje forme stwierdzen typowania, ktéra bedziemy uzywali aby zi-
lustrowa¢ polimorfizm w ML oraz wnioskowanie typu. Poniewaz bedziemy brali pod
uwage jedynie maly podzbior typow jezyka ML, ograniczymy nasza uwage jedynie do
typowania dla malego podzbioru M wyrazen jezyka ML, generowanego przez grama-
tyke na slajdzie 26. Aksjomaty i reguly generujace indukcyjnie relacje typowania w
Mini-ML dla tych wyrazen podano na slajdach 27-30.

Zwr6¢émy uwage na nastepujace rzeczy w systemie typow na slajdach 27-30.

1. Majac dane §rodowisko I' piszemy I, x : 0 majac na my$li sSrodowisko typowania z
dziedzina dom(I")U{z}, ktore odwzorowuje = do o a w pozostatych przypadkach
tak jak I'. Kiedy uzywamy tej notacji, to niemal w kazdym przypadku bedzie
x ¢ dom(T") (zob. reguty (fn),(let) i (match)).

2. W regule (fn) uzywamy I',z : ¢; jako skrot dla I',z : V{}(¢1). Podobnie, w re-
gule (match), I',xy : t1,29 : t; list tak na prawde oznacza I,z @ V{}(t1),z2 :
V{}(t; list). (Pamietajmy, ze z definicji, sSrodowisko typowania ma odwzorowy-
wac zmienne do schematow typu, raczej niz do typow.)
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Rysunek 25: Stwierdzenie typowania w Mini-ML

ma forme gdzie

e Srodowisko typowania I jest skoficzona funkcja ze zmiennych do schematéw
typu.

(Zapisujemy I' = {z; : 0y, ..., x, : 0, } aby wskaza¢ ze I" ma dziedzing zdefinio-
wang jako dom(T") = {xy,...,z,} i odwzorowuje kazde x; do schematu typow
o;dlai=1..n.)

e )M jest wyrazeniem w jezyku Mini-ML.

e ¢ jest typem w Mini-ML.

Rysunek 26: Wyrazenia w Mini-ML

M = =z zmienna
| true wartosci logiczne
| false
| if M then M else M warunek
| Ax(M) abstrakcja funkgciji
| MM aplikacja funkcji
| letx=Min M lokalna deklaracja
| nil pusta lista
| MM konstruktor listy (list cons)
| match M with
nil = M

|z =M wybor po wzorcu
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Rysunek 27: System typéw Mini-ML (1/4)

(var>=) T'kx:t jesli(z:0)el oraz o =t

(bool) T'F B:bool jeSli B € {true,false}

I' = M, : bool I'EMs:t I'-Ms:t

if
(it I' = if M, then My else M; : t

3. W regule (let) notacja wzt(I") oznacza zbior wszystkich zmiennych typu poja-
wiajacych sie jako wolne (nie zwigzane) w pewnych schematach typow przy-
pisanych w I'.  (Na przyklad, jesli I' = {zy : oy,..,2, : o,}, to wtedy
wzt(l') = wzt(oy) U ... Uwzt(o,).) Tak wiec zbior A = wzt(t;) — wzt(I') uzyty
w tej regule sktada sie ze wszystkich zmiennych typu w ¢y, ktére nie wystepuja
wolne w zadnym schemacie typow przypisanym w I

Tak jak zwykle, aksjomaty i reguty na slajdach 27-30 sa schematyczne: ', M, ¢, i
o oznaczaja dowolne dobrze uformowane Srodowisko, wyrazenie, typ, i schemat typu.
Aksjomaty i reguly sa uzywane do wygenerowania indukcyjnie relacji typowania—
podzbioru wszystkich mozliwych trojek I' = M : 0. Mowimy ze poszczegdlna trojka
' M : o jest wywnioskowalna (lub udowadnialna, lub wazna) w systemie typow,
jesli istnieje jej dowod uzywajac aksjomatow i regutl systemu typow. Tak wiec relacja
typowania sktada sie z dokladnie tych trojek dla ktorych istnieje taki dowod. Kiedy
I' = {}, piszemy jedynie

FM:o

jesli daje sie wywnioskowac¢ ze {} = M : o, i méwimy wtedy, ze wyrazenie M (koniecz-

nie domkniete) jest typowalne w Mini-ML ze schematem typu o.

Przyklad Zweryfikujmy, ze podany wczesniej na slajdzie 21 przyktad polimorfizmu
zmiennych let-zwigzanych ma rzeczywiscie podany tam typ, tj. ze:

Flet f = Az(x) in (f true) :: (f nil) : bool list .
Dowdd. Po pierwsze zauwazmy ze - Az (z) : Ya(a — «), jak pokazuje ponizszy dowod:

P T— (var f:)) uzywajac V{}(a) = «

{}FXz(z):a— a (1)
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Rysunek 28: System typéw Mini-ML (2/4)

(nil) T'Fnil:t list

I'-M;:t TI'kMsy:tlist
' M :: M, :tlist

(cons)

Fl_MlitlliSt Fl_MQ:tQ

D xy ity gty list B My @ty jeslizy, xs ¢

(match) dom(T)
I' - match M; withnil = M,

oraz xy # o

’$112$2:>M32t2

Rysunek 29: System typéw Mini-ML (3/4)

F,.’Z’Ztli_Mth
CEXe(M):ty — ty

(fn) jesli z ¢ dom(T)

F|_M11t1—>t2 F"Mgltl
F|_M1M22t2

(ap)




20 2 POLIMORFIZM W ML

Rysunek 30: System typéw Mini-ML (4/4)

I'EM :o
e:oFMy:t
I'Fletx=M;in M5 : ¢t

(let) jesli x ¢ dom(T)

gdzie dla schematu typéw o = VA(t,), piszemy
I'-M,:0

w znaczeniu I' = M : t; oraz A = wzt(ty) — wzt(I).

Rysunek 31: System typéw Mini-ML

(var>) T'kx:t jeSli(z:0) el oraz o >t (fn) Dzt - M:t
CEXe(M):ty — ty
jesli x ¢ dom(T)

(bool) Tk B :bool jesli B € {true,false}

THM bool THM:t TFM:t (ap)y 2hitizt TEM:h

if .
() I'+if M, then M5 else M3 : t [ My M =ty
(i) 't nil -t list LEM o
(let) Nx:obFMy:t
e .
M, :t TF M :tlist Fl—let_x,:.MllnMQ:t
(cons) ' My Myt list jesli z ¢ dom(T)

gdzie dla schematu typow

' Mty list T'F Mty o= VA(tl), piszemy

[ ay ity xo  ty list = Ms 1o
I'Fmatch M; withnil = M, LEM o

| x1 52 w9 = Ms : ty
jesli xy, 25 ¢ dom(T") oraz x; #

(match)

w znaczeniu I' - M, : ¢, oraz
A =wzt(t) — wzt(T).
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Nastepnie zauwazmy, ze poniewaz Ya(a — «) = bool — bool, to przez (var >) mamy:

f:Vala — a) F f:bool — bool .
Przez (bool), mamy takze

f:Va(a — a) - true : bool
i aplikujac regule (ap) do tych dwoch stwierdzen dostajemy
f:Vala — a) F f true : bool . (2)

Podobnie, uzywajac (ap) i (var >) oraz (nil), mamy

f:Va(a — a)F fnil : bool list . (3)
Aplikujac regute (cons) do (2) i (3) mamy

[ Vala — a) b (f true) = (f nil) : bool list .
Na koniec mozemy aplikowac regule (let) do tego oraz (1) i konkludowadé, ze
{}Flet f = Az(x) in (f true) :: (f nil) : bool list

co nalezalo udowodni¢. O

2.2 Przyklady dedukcji typoéw, recznie

Zarowno dla petnego systemu typow jezyka ML, jak i rowniez dla systemu typow ktory
wlagnie przedstawiliémy, problem typowalnosci (slajd 17) okazuje sie by¢ decydowalny.
Co wiecej, poérod wszystkich mozliwych schematow typu ktore moze posiadaé¢ dane
domkniete wyrazenie Mini-ML, istnieje najbardziej ogélny schemat typu—to jest taki,
z ktorego wszystkie inne moga by¢ otrzymane przez zastapienie. Zanim pokazemy
dlaczego tak jest, podamy kilka specyficznych przyktadow dedukcji typu w naszym
systemie typow.

Majac dane $rodowisko typowania I' i wyrazenie M, jak mozemy zdecydowaé czy
istnieje lub nie schemat typow o dla ktorego zachodzi I' M : o 7 Pomocna okaze
sie w tym zadaniu nakierunkowana syntaktycznie (lub inaczej mowiac “strukturalna”)
natura aksjomatow i regul na slajdach 27-30: jezeli da sie wywies¢ ze I' = M : VA(t),
to jest jesli da sie wywies¢ ze A = wzt(t) —wzt(I") oraz I' = M : ¢, to wtedy najbardziej
zewnetrzna forma wyrazenia M dyktuje jaki musi by¢ ostatni aksjom lub reguta uzyta
w dowodzie stwierdzenia I' b M : o (zob. ostatni przyklad). W konsekwencji, kiedy
préobujemy zbudowaé¢ dowdd stwierdzenia typowania I' = M : o od dotu do gory,
struktura wyrazenia M okresla ksztalt drzewa, oraz to ktore reguty maja by¢ uzywane
w jego wezlach, oraz ktore aksjomaty w jego lisciach.
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Rysunek 32: Dwa przyklady wlaczajace samo-aplikacje

M %16t f=Ax1(Axo(zy)) in f f

M L Af(f 1) Ar(Aza (1))

Czy M i M’ sg typowalne w systemie typéw Mini-ML ?

Rysunek 33: Szkielet drzewa dowodu dla

let f = Az1(Aza(z1)) in f f

x1:t3, o ity 1y g (C3)

x1 ity B Axg(2) 1ty <gi) fVA(t) - f ity (C5) FiVA(t) F f:ts (gi)

{3 F Az (Mg (1)) : by : fVA(t) F f ity o) (C4)
{}Flet f=Avi(Awa(z1)) in f f 1 14
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Rysunek 34: Warunki generowane podczas dedukcji typu dla

let [ = Ari(Aza(z1)) in f f

A = wzt(ts)

t2:t3—>t4

o T N N e e e
w N
~— ~— ~— ~— ~ v ~—

t4:t5—>t6

V{}(tg) - t6, tJ ts =g

C4 lr =1ty — 1
Ch VA(ty) > tr
C6 VA@Q) )

Na przyktad dla wyrazenia M na slajdzie 32, jakikolwiek dowod = M : VA;(ty) z
aksjomatow i regut, musi wygladaé¢ jak drzewo na slajdzie 33.

Wezel (C0) powinien by¢ wystapieniem reguly (let); wezly (C1) i (C2) wystapie-
niami reguly (fn); liscie (C3) (C5) (C6) wystapieniami aksjomatu (var >); a wezel (C4)
wystapieniem reguly (ap). Aby rzeczywiscie byly to prawidlowe wystapienia, musza
by¢ spelnione warunki (C0)-(C6), wyszczegolnione na slajdzie 34.

Tak wiec M jest typowalne wtedy i tylko wtedy gdy mozemy znalez¢ typy ti,..ts
spetniajace warunki na slajdzie 34. Po pierwsze zauwazmy, ze implikuja one

(c2)

Q(g)t3_>t4 =" t3 — (t5 — t¢) (g)t6—>(t5—>t6)-

t

W takim razie niech t5, tg beda zmiennymi typu, powiedzmy odpowiednio as, a;. A
wiec przez (C0), A = wzt(ty) = wzt(ay — (2 — 1)) = {ag,az}. Wtedy (C4), (C5)
i (C6) wymagaja ze

Vag,ag(a; — (g — aq)) = tg — 11 oraz Vog,as(a; — (g — aq)) = tg .

Innymi stowy musza istnie¢ jakies typy to, ..., t12, takie ze

(07) tg d (tlo — tg) = tg — tl
(08) tll — (t12 — tn) = tg .
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Teraz (C7) moze zachodzié¢ tylko wtedy gdy
tg = tg oraz th — tg = tl

a wiec
(cs)
ty =t — to =tio — ts = tio — (t11 — (t12 — t11))
z ti0, t11, t12 nie zwigzanymi w przeciwnym razie. W takim razie jesli bylyby one

zmiennymi typu, odpowiednio ag, ay, as, to koniec koncow, mozemy spetnié¢ wszystkie
warunki ze slajdu 34 definiujac

A={o,a}

t1=a3 — (ag — (a5 — ay))

ty = a1 — (g — )

t3 = oy

ly=ay = o

ts = Qo

le =

ty = (o — (a5 — au)) — (a3 — (ag — (5 — y)))

ts = oy — (a5 — ay) .
z tymi wyborami, slajd 33 staje sie prawidlowym dowodem stwierdzenia
{}Flet f=Xr;(Axa(x1)) in f f: a3 — (a4 — (a5 — ay))
na podstawie aksjomatow typowania i regut ze slajdow 27-30, tj. zachodzi
Flet f = A ry(Axo(xy)) in f f :Vasz, agq, a5 (a3 — (g — (a5 — ay))) (4)

Jesli przejdziemy przez ten sam proces dedukeji typu dla wyrazenia M’ na slajdzie
32, to wygenerujemy drzewo i zestaw warunkow jak na slajdzie 35. To implikuje w
szczegllnosci ze

C13 c12 C11
7(:)t4(:)t6(:)t7

t —>t5.

Ale nie ma typow ts, t7 spelniajacych t; = t; — t5, poniewaz t; — t5 zawiera
przynajmniej jeden symbol '—’ wiecej niz t;. Tak wiec mozemy zakonkludowaé ze
(N (f f)) Ax1(Aza(x1)) nie jest typowalne w ramach systemu typow ML.

2.3 Pryncypalne schematy typow

Schemat typu Vo, ay, as(as — (ay — (a5 — ay))) nie tylko spelnia (4), jest to w isto-
cie najbardziej ogolny lub pryncypalny (ang. principal) schemat typu dla wyrazenia
let f = Axi(Aza(xy)) in f f, jak zdefiniowano na slajdzie 36. Definicja uzywa przy
tym naturalnego rozszerzenia relacji “generalizacji”, = (Slajd 24), do relacji binarnej
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Rysunek 35: Szkielet drzewa dowodu i warunkéw dla

(MF(f 1)) A (Aza(my))

(C16)

(C15)
(C14)
(C9)

fitab fitg (C12)

fitab [ty <gﬁ)) Xy tg, To ttig oy st
fitab [ fits (C10) ( ) x1 tg b Awe(xy) @ tg

{FEANS) it {} F Az (Aza(21)) 2 15
{HE S ) A (Awz (1)) = &

Warunki : 09) to =13 — 11

Q
=

t2:t4—>t5

Q

tﬁ = t7 — t5
V{}(t4) > g, tj ty = tg
V{}ty) = t7, Y. ta =17

tgztgﬁtg

aQ Q
=~ W
— — — — Y ~— —

Q
&

lg = tio — tin

V{}t1) = ts, . t11 =ts

AN N N N N N N /N
Q Q
— —
(@] [\
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Rysunek 36: Pryncypalny o dla wyrazen domknietych

System typdw o jest pryncypalnym (ang. principal) schematem typéw domknietego
wyrazenia M w jezyku Mini-ML, jesli

(@) + M : o daje sie udowodni¢
(b) dla wszystkich ¢/, jesli = M : o' daje sie udowodni¢, to wtedy o = o’

gdzie z definicji zachodzi jesli o' = VA'(t) razem z A’ Nwzt(c) = {} oraz
o » t' (zob. definicje na slajdzie 24).

(Zauwazmy, ze poniewaz identyfikujemy schematy typéw az do alfa-konwersji V-zwigzanych
zmiennych typu, mozemy zawsze spetni¢ warunek A’ N wzt(o) = {} przez odpowiednie
przemianowanie zwigzanych zmiennych typu w schemacie ¢’.)

miedzy (domknietymi) schematami typow. Warto zauwazy¢, ze w obecnosci (a), za-
chodzi odwrotno$é¢ warunku (b) na slajdzie 36: jesli o = o’ oraz = M : o, to wtedy
M :o.

Slajd 37 przedstawia glowny rezultat na temat problemu typowalnosci wyrazen
Mini-ML. Zostal on po raz pierwszy udowodniony dla prostego systemu typéw bez
polimorficznych wyrazen let przez Hindley’a (1969) i rozszerzony do pelnego systemu
przez Damas’a i Milner’a (1982).

3 Algorytm dedukcji typow

Celem tego rozdziatu jest naszkicowanie dowodu twierdzenia Hindley-Damas-Milner’a
podanego na slajdzie 37, przez opisanie algorytmu, pt, do decydowania o typowalnosci
i zwracania najbardziej ogélnego schematu typu. Algorytm pt jest zdefiniowany reku-
rencyjnie, podazajac za struktura wyrazen (a jego zakoriczenie jest dowodzone przez
indukcje na strukturze wyrazen). Jak przyktady w rozdziale 2.2 powinny sugerowac,
algorytm znaczaco zalezy od unifikacji—faktu, ze rozwiazywalno$¢ skoriczonego zbioru
rownan miedzy algebraicznymi frazami jest decydowalna oraz ze istnieje najbardziej
og6lne rozwiazanie, jesli tylko jakie$ rozwigzanie istnieje. Ten fakt zostal odkryty przez
Robinson’a (1965) i stal sie kluczowym skladnikiem w wielu odnoszacych sie do logiki
obszarach informatyki (mozna tu wymienié¢ trzy przyktady: automatyczne dowodzenie
twierdzen, programowanie w logice, i oczywiscie systemy typow). Forme algorytmu
unifikacji, nou, o ktéra nam chodzi przedstawia slajd 38. Jakkolwiek nie bedziemy
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Rysunek 37: Twierdzenie (Hindley; Damas-Milner)

Jesli domkniete wyrazenie Mini-ML jest typowalne (1j. zachodzi M : o dla jakiego$
schematu typdw o), to istnieje pryncypalny schemat typéw dla M.

Rzeczywiscie, istnieje algorytm, ktéry majgc dane M jako parametr wejsciowy, zde-
cyduje czy lub nie wyrazenie to jest typowalne, oraz zwréci pryncypalny schemat
typow jesli zachodzi to pierwsze.

Rysunek 38: Unifikacja typow ML

Istnieje algorytm nou ktéry majgc podane dwa typy Mini-ML ¢, i t; zdecyduje czy ¢, i
to sa unifikowalne (ang. unifiable), tj. czy istnieje zastgpienie typu S € Sub takie ze

(@) S(t1) = S(t2)

Co wiecej, jesli one sg unifikowalne, nou(ty,ts) zwrdci najbardziej ogolny unifika-
tor—S satysfakcjonujgcy zaréwno (a) jak i

(b) dla wszystkich S’ € Sub, jesli S’(t;) = S’(t2), to wtedy S’ = T'S dla jakiegos
T € Sub.

Przyjmujemy, ze nou(ty, t;) = FAIL jesli (i tylko wtedy) gdy ¢, i t; nie sg unifikowalne.

przytaczaé tutaj implementacji algorytmu nou, musimy przynajmniej wyjasni¢ nota-
cje dla zastapienia typow, wprowadzona na slajdzie 38.

Definicja 1 (Zastapienia typow). Zastapienie typow (ang. type substitution) S jest
(catkowicie zdefiniowanq) funkcjq ze zmiennych typu do typow jezyka Mini-ML, z wia-
snoscig ze S(a) = a dla wszystkich opricz skoriczonej liczby zmiennych .

Piszemy Sub majac na mys$li zbior wszystkich takich funkcji. Dziedzina zbioru
S € Sub jest to skoriczony zbiér zmiennych

dom(S) ) {a € TyVar | S(a) # a}

Majac dane zastapienie typow S, efekt zastosowania zastapienia do typu jest za-
pisywany S t; tak wiec jesli dom(S) = {aq,...,a,} 1 S(;) jest typem t; dla kazdego
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Rysunek 39: Pryncypalny o dla wyrazen otwartych

Rozwigzaniem dla problemu typowania I' = M : 7 jest para | (S, o) | sktadajgca sie z
zastgpienia typow S i schematu typdw o spetniajaca

ST'HFM:o

(gdzie ST ={x1: S oy,...,xy: So,}, j@SIiT = {1 :01,...,2, : 0, }).

Takie rozwigzanie jest pryncypalne jesli majgc dane jakiekolwiek inne rozwigzanie,
(S',0"), istnieje jakieS§ T € Subz TS =S5"iTo > o'.

i = l.n, wtedy S t jest typem otrzymanym przez rownoczesne zastapienie kazdego
wystapienia «; w t przez t; (dla wszystkich ¢ = 1..n), tj.

St=t [tl/al, ,tn/Oén]

uzywajac notacji dla zastapienia jak na slajdzie 24. Nie odrzucajac notacji po prawej
stronie powyzszej formuly, bedziemy woleli pisa¢ zastosowanie funkcji zastapienia ty-
pow S po lewej stronie typu do ktorego ta funkcja jest zastosowana (czyli S ¢ zamiast
tS).

Jako rezultat, kompozycja T'S dwoch zastapien typow S, T € Sub oznacza najpierw
zastosuj S a potem T'. Wtedy z definicji T'S jest funkcja odwzorowujaca kazda zmienna
typu a typowi T'(S(«)) (stosujemy zastapienie typu 7" do typu S(«)). Zauwazmy, 7e
funkcja T'S spelnia warunek skoriczonosci wymagany przez zastapienie i mamy 7S €
Sub; faktycznie, dom(T'S) C dom(T) U dom(S).

Bardziej ogolnie, jesli dom(S) = {aq,...,a,} 1 o jest schematem typu Mini-ML,
to wtedy S o bedzie oznacza¢ rezultat podmiany kazdego wolnego wystapienia a; w
o przez S(«;) (dla ¢ = 1..n), zmieniajac odpowiednio nazwy zmiennych tam gdzie to
konieczne.

Nawet jesli ostatecznie zainteresowani jestesmy typowalnoscia wyrazen domknie-
tych, poniewaz algorytm pt schodzi rekurencyjnie przez podwyrazenia wyrazenia wej-
Sciowego, nieuchronnie musi on wygenerowa¢ typowania dla wyrazen z wolnymi zmien-
nymi. Dlatego wiec musimy zdefiniowa¢ znaczenie typowalnosci i pryncypalnych sche-
matow typow dla wyrazen otwartych w obecnosci niepustego $rodowiska typowania.
Wynik mamy na slajdzie 39. Aby obliczy¢ pryncypalne schematy typow, wystarcza
obliczy¢ 'pryncypalne rozwigzania’ w sensie slajdu 39: dlatego ze, jesli M jest w rzeczy-
wisto$ci domkniete, to wtedy jakiekolwiek pryncypalne rozwiazanie (.S, o) dla problemu
typowania {} = M : 7 ma wlasnos¢ taka ze o jest pryncypalnym schematem typow dla
M w sensie slajdu 36.
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Rysunek 40: Specyfikacja dla algorytmu typowania pt

pt operuje na problemach typowalnosci I' = M : 7 (T" - Srodowisko typowania, M -
wyrazenie jezyka Mini-ML).

pt albo zwraca pare (S, t) sktadajgca sie z zastgpienia typéw S € Sub oraz typu ¢
Mini-ML, albo generuje wyjatek FAIL.

e jesliT' + M : 7 ma rozwigzanie (zob. slajd 39), wtedy pt(I' - M : ?7) zwraca
(S,t) dla jakiegos S'i t;

co wiecej, ustalajac A = {wzt(t) — wzt(S ')}, mamy ze (S,VA(t)) jest pryncy-
palnym rozwigzaniem dla problemu I' = M : 7.

e jesliT"+ M : ? nie ma rozwigzania, to wtedy pt(I' - M : 7) zwraca FAIL.

Slajd 40 zawiera wiecej szczegOlow na temat tego, co jest wymagane od algo-
rytmu pryncypalnego typowania, pt. Jeden z mozliwych algorytmoéow tego rodzaju,
opisany nieformalnym pseudo-kodem (z pominieciem przypadkow dla nil, cons i wy-
razenl match) zostal naszkicowany na slajdach 41 i 42. Prosze¢ zauwazy¢ nastepujace
punkty w odniesieniu do tych definicji:

1. Ukrycie zakladamy ze wszystkie zwigzane zmienne w wyrazeniach i zwiazane
zmienne typu w schematach typow roznig sie jedne od drugich, oraz od jakich-
kolwiek innych zmiennych w kontekscie. Tak wiec, dla przyktadu, klauzula dla
abstrakcji funkcji po cichu zaktada ze x ¢ dom(I'); oraz klauzula dla zmiennych
zaktada ze AN wzt(T") = {}.

2. Zastapienie typow Id wystepujace w klauzulach dla zmiennych i dla wartosci
Boolean jest zastapieniem identycznym, ktore odwzorowuje kazda zmienna typu
a na siebie.

3. Nie pokazaliSmy klauzul definicji dla nil, cons, i wyrazen match.

4. Nie dalismy dowodu ze definicja na slajdzie 42 jest prawidlowa (tj. ze spelnia
specyfikacje na slajdzie 40). Prawidlowos¢ algorytmu zalezy od istotnej whasnosci
typowania Mini-ML: a mianowicie, ze typowanie jest zachowane przez operacje
zastgpienia zmiennych typow przez typy.

Bardziej efektywne algorytmy wykorzystuja inne podejécie do zastapienia i unifi-
kacji, bazujace na relacjach rownowaznosci (ang. equivalence relations) kierunkowych
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Rysunek 41: Wybrane klauzule w definicji algorytmu pt (1/2)

o Abstrakcje funkcji:  pt(T' \z(M) : 7) &

let o = fresh in
let (S,t) =pt(I',x:abt M:7)in (S,S(a) — 1)

o Aplikacje funkcji: pt(T'+= My M, : ?) &

let (Sy,t1) =pt(I'F M, :7?7)in

let (Sa,ty) = pt(S1TF My :?)in

let o = fresh in

let S3 = nou(Sy t1,ts — «) in (535,51, S3(«))

acyklicznych grafow oraz algorytmach znajdowania unii; zob. np. (Rémy 2002, roz-
dzial 2.4.2). W tym odnosniku, a takze w ksiazce Pierce’a (Pierce 2002, Rozdziat 22.3),
mozemy zobaczy¢ podejscie do algorytmoéw dedukeji typow, ktore prezentuje je jako
czes¢ bardziej ogolnego problemu generowania i rozwigzywania problemow ograniczen
(ang. constraints problems). Wydaje sie, ze jest to podejscie owocne, gdyz obejmuje
szeroka klase roznych algorytmow dedukceji typow.

4 Polimorficzne typy referencji

4.1 Problem

Przypomnijmy sobie ze Wstepu, ze waznym celem systemu typow jest zapewnienie
bezpieczenstwa (slajd 10) poprzez rezultaty niezawodnosci typowania (slajd 11). Nawet
jesli jezyk programowania jest pomyslany jako bezpieczny przez site swojego systemu
typow, to wciagz moze sie zdarzy¢ ze oddzielne cechy tego jezyka, kazda z nich pozadana
z osobna, moga sktada¢ sie razem w nieprzewidziany sposob, produkujac zawodny
system typow. W tym rozdziale spojrzymy na przyktad tego zjawiska, ktory wystapit
podczas opracowywania rodziny jezykow ML. Dwie cechy jezyka ktore sktadaja sie w
nieprzyjemny sposob to:

e ML-owy styl implikatywnie typowanego let-zwiazanego polimorfizmu, oraz

e typy referencji.
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Rysunek 42: Wybrane klauzule w definicji algorytmu pt (2/2)

o Zmienne: pt(TFz:7) ¥ let VA(t) = I(2) in (Id,?)

o Wyrazenialet: pt(I'F let x = M; in My :7?) «f

let (Sl,tl) = pt(F F M1 . 7) in
let A =wzt(t;) —wzt(S; I') in
let (Sz,tg) = pt(Sl F,J? . VA<t1) F M2 . 7) in (SgSl, tz)

e Boolean (B = true, false): pt(I'-B:7?) o (1d, bool)

o Warunki: pt(I' - if M; then M, else Mj:7) e

let (S1,t1) =pt(I' M; : ?7) in

let Sy = nou(ty, bool) in

let (S3,t3) = pt(SeS1 T'F My 2 7) in

let (Su, 1) = pt(S5528) T+ Ms : ?) in

let S5 = nou(Sy t3,t4) in (5554535251, S5 t4)
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Rysunek 43: Typy i wyrazenia w ML dla referencji

Typy
t o= zob. slajd 23
| unit typ elementu (ang. unit type)
|t ref typ referenciji
Wyrazenia
M = .. zob. slajd 26
|0 element (ang. unit)
| ref M  utworzenie referencji
| M dereferencja (odczyt)
|

M := M przypisanie

Pierwsze zagadnienie juz omawialiSmy w rozdziale 2. Drugie zagadnienie dotyczy
cech imperatywnych jezyka ML, ktore bazuja na zdolnosci do dynamicznego tworze-
nia widzianych lokalnie lokalizacji pamieci, ktore moga by¢ zapisywane i odczytywane.
Rozpoczniemy przez podanie dla nich sktadni i regut typowania. Rozszerzymy gra-
matyke dla typow Mini-ML (slajd 23) o typ wartosci elementu (tj. typ z pojedyncza
warto$cia “unit”) oraz typy (modyfikowalnych) referencji (ang. reference types); i od-
powiednio, rozszerzymy gramatyke dla wyrazen Mini-ML (slajd 26) o wartos¢ elementu
(ang. unit value), oraz operacje do tworzenia, odczytywania i przypisywania referen-
cji. Te dodatki sa pokazane na slajdzie 43. Nazwijmy tak otrzymany jezyk Midi-ML.
Reguly typowania dla tych nowych form wyrazen podano na slajdzie 44.

Przyktad Oto przyktad uzycia regut typowania ze slajdu 44. Wyrazenie podane na
slajdzie 45 ma typ unit.

Dowdd. Mozna to wydedukowaé przez aplikowanie reguly let (slajd 30) to stwierdzen:

{} Fref \z(z) : (« — «) ref
rVa((a — a) ref) F let u = (r:= A\/(ref 12')) in (Ir)() : unit .

Pierwsze ze stwierdzen ma nastepujacy dowodd:

—————— (var >)
r:abz:«a (fn)

{}FXz(z):a— «
{} Fref \z(z) : (a« — «) ref

(ref)
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Rysunek 44: Dodatkowe reguly typowania dla Midi-ML

(unit) C'F(): unit

'EM:t
I'Fref M :t ref

(ref)

L'EM:tref
(get) T IM ¢
' DM :t I'Ms:t
(set) Litref 2

' M; .= My : unit

Rysunek 45: Przyklad referencji
To wyrazenie

let r = ref A\z(x) in
let u = (r := A\z/(ref 12’)) in

(r)()

ma typ unit.
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Drugie ze stwierdzen moze by¢ udowodnione przez aplikowanie regulty let do

r:Vo(la — a) ref) B = X\a'(ref 12) : unit (5)
r:Va((a — a) ref),u: unit = (Ir)() : unit . (6)

Piszac I' dla srodowiska typowania {r : Va((a — «) ref)}, dowod (5) jest nastepujacy

(var )
(get)
(ref)
(fn)
(set)

o' :aref o' :aref
L2 aref '«
Iz :«aref bref la':« ref
CEr:(aref — aref) ref ( ['F Aa'(ref 12') : a ref — « ref
['For= X' (ref 12') : unit

var )

Podczas gdy dowod (6) to

U,w: unit = (unit : unit) ref (var )

Uyw: unit Hlr  unit — unit (get) U,z unit = () @ unit
Uz unit = (Ir)() : unit

(unit)
(ap)

Ul

Jakkolwiek reguly typowania dla referencji wydaja sie by¢ bez zarzutu, to jednak
w polaczeniu z poprzednimi regulami typowania, a w szczegolnosci z regula (let),
produkuja one system typow dla ktérego niezawodnosé systemu typow nie sprawdza
sie w odniesieniu do semantyki operacyjnej jezyka ML. Aby przekonac sie o co chodzi,
rozwazmy co bedzie sie dzialo kiedy wyrazenie na slajdzie 45, nazwijmy je M, jest
ewaluowane.

Ewaluacja (wykonanie) najbardziej zewnetrznego przypisania let w M utworzy
Swieza lokalizacje pamieci przypisana r i zawierajaca wartos¢ Az(x). Ewaluacja dru-
giego let-zwigzania uaktualni zawartos¢ r do wartosci A\z'(ref !2') i zwiaze wartosé
elementu (unit value) z u !. Nastepnie (I7)() jest ewaluowane. To oznacza aplikowanie
biezacej zawartosci r, to jest funkcji Aa’(ref !z’), do wartosci (). To natomiast powo-
duje w rezultacie probe ewaluowania !(), tj. dereferencji czegos$ co nie jest lokalizacja
pamieci, a wiec probe wykonania niebezpiecznej operacji ktéra powinna by¢ uchwycona
przed wykonaniem programu. Wyrazajac sie bardziej formalnie, mamy

(M, {}) — FAIL

w systemie tranzycji zdefiniowanym na slajdach 47, 48 oraz na slajdzie 46 (uzywajac
stylu “ewaluacyjnego kontekstu” Wright’a i Felleisen’a (1994)). Konfiguracje systemu
tranzycji sa dwojakiego rodzaju:

!Poniewaz zmienna u nie pojawia sie w ciele wyrazenia M, najbardziej wewnetrzne wyrazenie let
w M jest jedynie sposobem zakodowania sekwencji (r := A\a'(ref !2’)); (Ir)() we fragmencie jezyka
ML ktory uzywamy celem ilustracji przedstawianych zagadnien.
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Rysunek 46: Tranzycje Midi-ML wlaczajace referencje (1/3)

(lz,s) — (s(x),s) jeSliz e dom(s)

(1V,s) — FAIL jesli V nie jest zmienng
(:=V"8) = (), slz = V)

(V:=V's) — FAIL jesli V nie jest zmienng
(ref V,s) — (z,s[x — V]) gdzie x ¢ dom(s)

gdzie V' zmienia sie po wartosciach:

Vi=x | x(M) | ()] true | false |nil |V =V

e Para (M, s), gdzie M jest wyrazeniem ML, za$ s jest stanem (ang. state), zdefi-
niowanym jako skonczona funkcja przyporzadkowujaca zmiennym, x, (tutaj be-
dacymi uzywane jako lokalizacje pamieci) syntaktyczne wartosci (ang. wvalues),
V. (Mozliwe formaty V' dla naszego fragmentu jezyka ML sa zdefiniowane na
slajdzie 46.) Co wiecej, aby taka para mogta byé¢ konfiguracja, musi by¢ spel-
niony nastepujacy warunek “dobrego uformowania”: zmienne wolne wyrazenia M
oraz kazdej wartosci s(x) (gdzie x przyjmuje wartosci z dom(s)), powinny by¢

zawarte w skonczonym zbiorze dom(s).

e Symbol FAIL, reprezentujacy blad w czasie wykonania (ang. run-time error).

(Notacja s[x +— V] uzyta na slajdzie 46 oznacza stan o dziedzinie zdefiniowanej
jako dom(s) U {x}, odzwierciedlajacy = do V, a w innym przypadku zachowujacy sie

jak s.)

Aksjomaty i reguly indukcyjnie definiujace system tranzycji dla Midi-ML sa przed-

stawione na slajdach 46-48.

4.2 Przywroécenie niezawodno$ci systemu typow

Sedno problemu opisanego w poprzednim podrozdziale lezy w fakcie, ze typowanie
wyrazen takich jak let r = ref M; in M, uzywajac reguly (let) pozwala lokalizacji
pamieci (zwiazanej z) r posiada¢ schemat typow o generalizujacy typ referencji typu
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Rysunek 47: System tranzycji dla jezyka Midi-ML (2/3)

(if true then M; else My, s) — (M, s)

(if false then M) else My, s) — (Ms,s)

(if V then M, else My, s) — FAIL, je$liV ¢ {true, false}

((Az(M)) V', 5) — (M[V'/x], 5)

(V V' s) — FAIL, jesli V nie jest abstrakcjg funkcji

(let =V in M,s) — (M[V/x],s)

(match nil withnil = M |z 2y = M',s) — (M,s)

(match V) it Vo withnil = M | xy i@ = M/, s) — (M'[Vi /21, Va/ x4, s)

(match V withnil = M |z 29 = M’ s) — FAIL, je$li V nie jest aninil
ani cons-wartoscig
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Rysunek 48: System tranzycji dla jezyka Midi-ML (3/3)

(M, s) — (M',s") . (M, s) — FAIL
(E[M],s) = (E[M'], ) (E[M],s) — FAIL
gdzie V przyjmuje wartosci (ang. values):

Vi=z|Xx(M)| ()| true | false |nil |V =V
& przyjmuje konteksty ewaluacyjne (ang. evaluation contexts):

En=—|if EthenMelse M |EM |V E|letx=Ein M
| M|V :: € |match Ewithnil = M'|'z2:2=> M
|ref E|IE|E=M|V =&

i £[ M ] oznacza wyrazenie w jezyku Midi-ML, ktére powstato przez zamiane wszyst-
kich wystgpien “—” w &£ na M.

wyrazenia M;. Wystapienia r w Ms odnosza sie do tej samej, dzielonej lokalizacji, i
ewaluacja M, moze spowodowa¢ przypisania do tej dzielonej lokalizacji, co ogranicza
mozliwy typ dalszych wystapien r. Ale z drugiej strony regula typowania pozwala tym
wszystkim wystapieniom r mie¢ dowolny typ ktory jest specjalizacja schematu o, i to
wlagnie moze prowadzi¢ do przypisania typow do wyrazen ktore nie sg bezpieczne, tak
jak to widzieliSmy w naszym przyktadzie.

Mozemy unikna¢ tego problemu przez wymyslenie systemu typow, ktory zapobiega
generalizacji zmiennych typu wystepujacych w typach dzielonych lokalizacji pamieci.
Kilka sposobow takiego dziatania zostato zaproponowanych w literaturze: zob. ich
przeglad w (Wright 1995). Jedno z rozwigzan zaadaptowane w oryginalnej definicji
Standardowego ML z 1990 roku (Milner, Tofte, i Harper 1990), zostalo zapropono-
wane przez Tofte’go (1990). Zaktadalo ono podzielenie zbioru zmiennych typu na dwa
(przeliczalne, nieskoriczone) potowy, “aplikatywne zmienne typu” (przybierajace nazwy
«) oraz “imperatywne zmienne typu” (nazwy _«). Wtedy reguta (ref) jest ograniczona
przez wymog aby t jedynie zaprzegalo imperatywne zmienne typu; innymi stowy pryn-
cypalny schemat typu wyrazenia Az(ref x) staje sie V_a( o — _«a ref), raczej niz
Va(a — «a ref). Ponadto, i co najistotniejsze, reguta (let) (slajd 30) jest ograniczona
przez wymaganie aby kiedy schemat typu o = VA(t) przypisany do wyrazenia M; jest
taki, ze A zawiera imperatywne zmienne typu, to M; musi by¢ wtedy wartoscia (a wiec
w szczegOlnosci jego ewaluacja nie tworzy $wiezej lokalizacji pamieci).

To rozwigzanie te¢ ma zalete, ze w tym nowym systemie typow typowalno$é¢ wy-
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Rysunek 49: Warunkowa regula typowania dla let-wyrazen

I'EM :t
F,.Z‘ : VA(tl) H M2 . tz

let
(letv) I'1let o = M; in My : 9

(*) jesli jest spetnione ze = ¢ dom(T") oraz

Ao {} gdy M, nie jest wartoscia,
wzt(ty) —wzt(I') gdy M, jest wartoScia.

(Przypomnijmy, ze wartosci zdefiniowaliSmy nastepujaco
Vi=x|Ax(M)| ()| true | false |nil |V 1 V)

razen nie zaprzegajacych referencji jest doktadnie taka sama jak w starym systemie.
Jednakze, ma tez i wade, ze system typOw czyni niestety r6znice miedzy wyrazeniami
ktore pod wrzgledem zachowania sa réwnowazne (tj. takie ktore powinny byé¢ kon-
tekstowo ekwiwalentne). Dla przyktadu, jest wiele funkcji operujacych na listach,
ktore moga by¢ zdefiniowane w czysto funkcyjnym fragmencie jezyka ML przez re-
kurencyjne definicje, ale ktore maja bardziej efektywne definicje uzywajac lokalnych
referencji. Niestety, jesli schemat typoéw poprzedniej definicji jest czym$ na ksztalt
Va(a list — « list), to schematem typow tej ostatniej moze rownie dobrze by¢ inny
schemat typow V_«a( « list — « list). Tak wiec nie bedziemy w stanie uzywac
dwoch wersji takiej funkcji zamiennie!

Autorzy ponownie przemyslanej definicji Standardowego ML (Milner, Tofte, Har-
per, MacQueen), z roku 1996, zaadoptowali prostsze rozwiazanie, zaproponowane nie-
zaleznie przez Wright'a (1995). Usuwa ono rozroznienie miedzy aplikatywnymi i impe-
ratywnymi zmiennymi typu (w efekcie, wszystkie zmienne typu sa imperatywne, cho¢
zwyczajowo uzywane sa symbole a,a’), podczas gdy utrzymana jest ograniczona do
wartodci formuta reguty (let), tak jak ja pokazano na slajdzie 49. Tak wiec nasza wer-
sja tego systemu typow bazuje doktadnie na tej samej formule typu, schematu typow,
oraz Srodowiska typowania jak wczesniej, z relacja typowania generowang indukcyjnie
przez aksjomaty i reguty na slajdzie 27-30 i 44, za wyjatkiem ze aplikatywno$¢ regutly
(let) jest ograniczona, w taki sposob jak pokazano na slajdzie 49.

Przyklad Wyrazenie na slajdzie 45 nie jest typowalne w systemie typow dla Midi-
ML, otrzymanym w wyniku zastapienia reguly (let) przez warunkowa, ograniczajaca-
warto$¢ regule (letv) zdefiniowana na slajdzie 49 (utrzymujac nie zmienione wszystkie
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inne aksjomaty i reguty).

Dowdd. 7 uwagi na format tego wyrazenia, ostatnia reguta uzyta w dowodzie jego
typowalnosci musi konczy¢ sie uzyciem (letv). Z powodu ubocznego warunku w tej
regule oraz faktu ze ref \z(x) nie jest wartoscia, reguta musi by¢ aplikowanaz A = {}.
To powoduje probe typowania

let u = (r := \a/(ref 2)) in (Ir)() (7)

w srodowisku typowania I' = {r : (& — «) ref}. Ale to nie jest mozliwe, poniewaz
zmienna typu « nie jest uniwersalnie kwantyfikowana ( o)) w tym srodowisku, podczas
gdy dwie instancje zmiennej r w (7) maja dwa rozne implikowane typy (a mianowicie
(v ref — « ref) ref oraz (unit — unit) ref). O

Powyzszy przyktad jest w catkowitym porzadku, ale skad mamy wiedzieé, ze osia-
gnelidmy pelne bezpieczenistwo z tym systemem typow dla jezyka Midi-ML 7 Odpo-
wiedz lezy w formalnym dowodzie wlasnosci niezawodnosci systemu typow (ang. type
soundness), zdefiniowanej na slajdzie 11. Aby udowodni¢ ten rezultat, nalezy wpierw
sformutowaé definicje typowania dla ogolnych konfiguracji (M, s) kiedy stan s nie jest
pusty, i wowczas pokazaé ze

e typowanie jest utrzymane przez kroki tranzycji, —;

e jesli konfiguracja moze by¢ typowana, to nie moze pozwoli¢ na tranzycje (przej-
Scie) do stanu FAIL.

A wiec sekwencja tranzycji od tego rodzaju dobrze typowanej konfiguracji nigdy nie
moze prowadzi¢ do konfiguracji FAIL. Nie mamy czasu aby podaé szczegoly takiego
dowodu w tym cyklu wyktadoéw: osoby zainteresowane odsylamy do (Wright, Felleisen
1994; Harper 1994), gdzie sa przyktady podobnych rezultatow niezawodnosci systemu
typow.

Jakkolwiek reguta typowania (letv) rzeczywiscie pozwala na osiggniecie niezawod-
nosci systemu typoéw dla polimorficznych referencji w przyjemnie tatwy sposob, to jed-
nak nie oznacza to, ze pewne wyrazenia nie zawierajace referencji ktore sa typowane
w oryginalnym systemie typow jezyka ML sa wciaz typowane w systemie z warunkowsa
reguty (letv). Wright (1995, rozdzialy 3.2 i 3.3) przeanalizowal tego konsekwencje, i
wykazal, ze (na szczescie) nie jest to zawada w uzywaniu Standardowego ML w prak-
tyce.
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Rysunek 50: Niezawodnos$¢ systemu typow dla Midi-ML

Dla dowolnego domknietego wyrazenia M w jezyku Midi-ML, jeSli istnieje jaki$ sche-
mat typdw o dla ktérego
FM:o

jest udowadnialne w systemie typdw z warunkowg regutg typowania dla let (aksjo-
maty i reguty na Slajdach 27-29, 44 i 49), to wtedy ewaluacja M nie prowadzi do
btedu, t.j. nie istnieje sekwencja tranzycji w formie

(M, {}) — ... — FAIL

dla systemu tranzycji — zdefiniowanego na slajdach 46—48 (gdzie {} oznacza stan
pusty).




