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Rysunek 1: Informacja kontaktowa

dr inż. Paweł T. Wojciechowski

Instytut Informatyki,

Politechnika Poznańska.

Tel: 61 665 2963

Biuro: Centrum Wykładowe PP, p.51 Wst�pPrzykªadowe zastosowania systemów typów dla j�zyków programowania przedstawionona slajdzie.J�zykowe bezpie
ze«stwo Systemy typów s¡ wa»nym narz�dziem do projekto-wania bezpie
zny
h j�zyków, 
ho¢ w zasadzie, nietypowany j�zyk mógªby by¢ tak»ebezpie
zny przez wykonywanie odpowiedni
h kontroli (sprawdze«) w 
zasie wykonaniaprogramu.Poniewa» jednak takie kontrole naruszaj¡ efektywno±¢, w prakty
e jest bardzo nie-wiele bezpie
zny
h nietypowany
h j�zyków.Przykªadem nietypowanego bezpie
znego j�zyka jest LISP.Natomiast j�zyk asemblera to kwintesen
ja nietypowanego j�zyka, który nie jestbezpie
zny.Aby zapewni¢ bezpie
ze«stwo, typowane bezpie
zne j�zyki mog¡ u»ywa¢ kombina-
ji kontroli zarówno w 
zasie kompila
ji, jak i kontroli w 
zasie wykonania programu,jakkolwiek na
isk jest na to pierwsze.Ideaªem byªby system typów implementuj¡
y algorytmi
znie rozwi¡zywalne (ang.de
idable) kontrole w 
zasie kompila
ji do wyeliminowania wszystki
h niewy
hwyty-walny
h bª�dów (a tak»e pewny
h rodzajów wy
hwytywalny
h bª�dów).Niektóre j�zyki (np. C) zatrudniaj¡ typy, 
ho¢ nie pretenduj¡ przy tym do gronabezpie
zny
h j�zyków!Niektóre j�zyki s¡ projektowane jako �bezpie
zne� na mo
y zastosowania systemutypów, 
ho¢ mo»e si� okaza¢ »e w
ale bezpie
zne nie s¡ z uwagi na nieprzewidywaln¡kombina
j� i
h 
e
h (j�zyki obiektowe s¡ sz
zególnie nara»one na ten problem). Zoba-
zymy tego przykªad na wykªadzie, analizuj¡
 kombina
j� polimor�zmu ML ze zmien-nymi referen
jami (ang. mutable referen
es).Te problemy zna
znie przy
zyniªy si� do rozwoju matematyki formalnej i logikisystemów typów: mo»na jedynie wtedy udowodni¢ »e j�zyk jest bezpie
zny, po tym
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Rysunek 2: Literatura

1. Wykłady: skrypt “Systemy typów dla języków programowania”.

2. Laboratoria: dokumentacja systemów i artykuły wskazane przez prowadzą-

cego.

Inne (niewymagane):

1. Benjamin C. Pierce, Types and Programming Languages, MIT Press, 2002.

2. Benjamin C. Pierce, ed., Advanced Topics in Types and Programming Langu-

ages, MIT Press, 2005.

3. Robert Harper, Programming Languages: Theory and Practice, 2006. Draft

dostępny na stronie WWW autora.

4. Glynn Winskel, The Formal Semantics of Programming Languages: An Intro-

duction, MIT Press, 1996.

Rysunek 3: Forma zaliczenia przedmiotu

Wykłady:

• obecność na wykładach

• sprawdzian pisemny

• rozmowa zaliczeniowa przy wpisie do indeksu (jeśli potrzeba)

Laboratoria:

• obecność na laboratoriach

• test i/lub projekt programistyczny
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Rysunek 4:

Systemy komputerowe zawierające błędy programistyczne

nie są godne zaufania.

Zmniejszenie liczby błędów programistycznych zwiększy niezawodność systemów.

Rysunek 5: Jak uniknąć części błędów programistycznych?

1. Testowanie: trudne dla programów współbieżnych i rozproszonych, brak gwa-

rancji,

2. Mechaniczne dowodzenie poprawności: daje się przeprowadzić dla małych

programów w językach dla których istnieją udowadniacze twierdzeń (ang. the-

orem provers),

3. Sprawdzanie modelu (ang. model checking): utwórz model systemu i zastosuj

go do symulacji i weryfikacji,

4. Dobre języki: oferują prawidłowe abstrakcje, które uniemożliwiają pewne błędy

(np. garbage collector uniemożliwia błędy przydziału pamięci),

5. Systemy typów: potrafią udowodnić, że każde wykonanie dowolnego pro-

gramu zachowuje dane własności, wyrażone jako typy,

6. Połączyć różne metody, np. 3. i 5.
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Rysunek 6: Systemy typów dla języków programowania

“Jedną z najbardziej użytecznych koncepcji w programowaniu jest pojęcie typu, uży-

wane do klasyfikowania rodzaju obiektów które są manipulowane [przez programy].

Znacząca część błędów programistycznych jest wykrywana przez implemen-

tację, która sprawdza zgodność typów zanim jeszcze program zostanie wyko-

nany.

Typy dostarczają taksonomii która pomaga ludziom myśleć i komunikować się na

temat programów komputerowych.”

R. Milner, “Computing Tomorrow” (CUP, 1996)

Rysunek 7: Systemy typów dla języków programowania

Co to są “systemy typów” i do czego są wykorzystywane ?

“System typów jest syntaktyczną metodą udowadniania nieobecności pewnych za-

chowań programu przez klasyfikowanie fraz zgodnie z rodzajem wartości przez nie

obliczanych.”

B. Pierce, “Types and Programming Languages” (MIT, 2002)

Rysunek 8: Systemy typów dla języków programowania

“Praca nad systemami typów dla języków programowania dotyka obecnie wielu

dziedzin informatyki, od projektowania i implementacji języków programowania do

inżynierii oprogramowania, bezpieczeństwa sieci komputerowych, baz danych, i

analizy systemów współbieżnych i rozproszonych.”

B. Pierce ed., “Advanced Topics in Types and Programming Languages” (MIT, 2005)
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Rysunek 9: Zastosowania systemów typów

• Detekcja błędów przez sprawdzanie typów : statycznie (dające się rozstrzy-

gnąć błędy wykryte zanim programy są wykonane) albo dynamicznie (błędy

typowania wykryte podczas wykonania programu).

• Abstrahowanie i wspomaganie strukturalizacji dużych systemów.

• Dokumentacja.

• Efektywność.

• Bezpieczeństwo języka programowania.

Rysunek 10: Językowe bezpieczeństwo (ang. safety)

Nieformalna definicje bezpiecznego języka:

“Bezpieczny język to taki, który chroni swoje własne abstrakcje wysokiego poziomu

[niezależnie od tego jaki legalny program byśmy w nim napisali].”

“Bezpieczny język jest kompletnie zdefiniowany przez swoją dokumentację progra-

misty [raczej niż kompilator który używamy].”

“Bezpieczny język może pozwalać na wychwytywalne błędy (ang. trapped errors)

[te które mogą być bezproblemowo obsłużone], ale nie może pozwalać na niewy-

chwytywalne błędy [czyli te które powodują nieprzewidywalny krach programu].”
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Rysunek 11: Formalne systemy typów

• Zapewniają precyzyjny, matematyczny opis nieformalnych systemów typów

(takich jak te które pojawiają się w dokumentacji większości typowanych ję-

zyków).

• Stanowią podstawę twierdzeń o niezawodności systemu typów (ang. type

soundness): “każdy dobrze typowany program nie jest w stanie wyprodukować

w czasie wykonania żadnych błędów (określonego rodzaju).”

• Umożliwiają rozdzielenie specyfikacji aspektów typowania danego języka od

spraw algorytmicznych: formalny system typów może zdefiniować typowanie

niezależnie od poszczególnych implementacji algorytmów sprawdzania typów.

Rysunek 12: Zaawansowane zastosowania

Przykładowo, zaprojektowano systemy typów do:

1. bezpiecznych operacji na wskaźnikach i zarządzania pamięcią,

2. bezpiecznego wykonywania nieznanych programów (“sandboxes”),

3. unikania warunków wyścigu, np. bezpieczne zamki (ang. safe locking),

4. uzyskiwania atomowości w programach wielowątkowych,

5. unikania zakleszczenia,

6. kompozycji protokołów, np. typy sesyjne (ang. session types),

7. generacja kodu z dowodem (ang. proof-carrying code).
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Rysunek 13: Zaawansowane zastosowania

Dość niezwykłe zastosowania systemów typów:

1. bezpieczne przetaczanie komunikatów (and. type-safe marshalling),

2. kontrola wersji oprogramowania,

3. bezpieczna dynamiczna aktualizacja kodu (ang. type-safe dynamic software

updating),

4. weryfikacja reguł deklaratywnej synchronizacji.

Nowe zastosowania pojawiają się na bieżąco!

Rysunek 14: Przykładowe narzędzia i języki

1. Objective Caml: popularny wariant języka ML

2. Java 1.5: “generics” (typy polimorficzne)

3. Java Programming Toolkit: Escjava - Extended Static Checker

4. Java Pathfinder: weryfikacja bytecode-u Java (NASA)

5. CCured: bezpieczne zarządzanie pamięcią w języku C

6. Cyclone: bezpieczny dialekt języka C

7. XDuce: typowany język do przetwarzania XML

8. Scala: przetwarzanie XML, kompilowany do bytekodu Java

9. Pict i Nomadic Pict: statyczne typowanie komunikacji

10. Acute: bezpieczna komunikacja między programami



9
Rysunek 15: Typowe “stwierdzenie” w systemie typów

(ang. typing judgement)

jest relacją między środowiskiem typowania (Γ), frazami programu (M ) i wyraże-

niami typu (t), którą zapisujemy

Γ ⊢ M : t

i czytamy “mając dane przypisanie typów do wolnych identyfikatorów frazy M wy-

specyfikowane przez środowisko Γ, fraza M ma typ t”.

Na przykład

f : int list → int, b : bool ⊢ (if b then f nil else 3) : int

jest prawidłowym stwierdzeniem typowania w języku ML

jak jego syntaktyka i semantyka opera
yjna (która opisuje jak programy w tym j�-zyku dziaªaj¡) zostanie formalnie wyspe
y�kowana. Istot¡ tego wykªadu jest wst�pnezapoznanie si� z tak¡ formaliza
j¡, oraz zilustrowanie jej u»y
ia.Standard ML (Milner, Tofte, Harper i Ma
Queen 1997) byª pierwszym przykªadempeªnowymiarowego j�zyka programowania, posiadaj¡
ego kompletn¡ formaln¡ spe
y-�ka
j�, i dla którego niezawodno±¢ systemu typów (ang. type soundness) byªa przed-miotem wielu formalny
h dowodów.Studiowanie formalny
h systemów typów jest 
z�±
i¡ strukturalnej semantyki opera-
yjnej : aby wyspe
y�kowa¢ formalny system typów, nale»y poda¢ szereg aksjomatówi reguª do induk
yjnego generowania takiego rodzaju aser
ji, lub �twierdzenia�, jak tona slajdzie 15. Idealnie, reguªy te powinny pod¡»a¢ za struktur¡ frazy M , wyja±nia-j¡
 jak j¡ typowa¢ (tj. �znajdowa¢ jej typ�) poprzez pokazanie jak podfrazy frazy Mmog¡ by¢ typowane. Tak wi�
 mo»emy tu mówi¢ o zestawie reguª ukierunkowany
hsyntakty
znie.Kiedy sformalizowali±my dany system typów, jeste±my w stanie udowodni¢ rezul-taty doty
z¡
e niezawodno±
i systemu typów (ang. type soundness), sprawdzania typów(ang. type 
he
king), typowalno±
i (ang. typeability), oraz deduk
ji typów (ang. typeinferen
e); trzy ostatnie problemy opisane zostaªy na slajdzie 17.
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Rysunek 16: Różne notacje relacji typowania

“x ma typ integer”

styl ML (używany na wykładach): x : integer
styl Haskell: x :: integer
styl C/Java: integer x

Rysunek 17: Sprawdzanie, typowalność, oraz dedukcja typu

Weźmy system typów dla języka programowania ze stwierdzeniami w formie Γ ⊢

M : t.

Problem sprawdzania typu: mając dane Γ, M i t, czy stwierdzenie Γ ⊢ M : t dało by

się wywieść (wyprowadzić) w tym systemie typów ?

Problem typowalności : mając dane Γ i M , czy jest jakikolwiek typ t dla którego

stwierdzenie Γ ⊢ M : t dało by się wywieść w tym systemie typów ?

Drugi problem jest zwykle trudniejszy niż pierwszy. Jego rozwiązanie zwykle po-

ciąga za sobą wymyślenie algorytmu dedukcji typu, który oblicza typ t dla każdego

Γ i M (lub kończy się niepowodzeniem, jeśli takiego typu nie ma).
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Rysunek 18: Polimorfizm = “ma wiele typów”

Przeciążenie (ang. overloading) (lub ’ad-hoc’ polimorfizm): taki sam symbol ozna-

cza operacje z nie mającymi nic wspólnego implementacjami. (Np. + może ozna-

czać zarówno dodanie liczb naturalnych, jak i konkatenację łańcuchów tekstowych.)

Włączenie (ang. subsumption) t1 <: t2: każda fraza M1 : t1 może być używana jako

M1 : t2 bez narażania bezpieczeństwa.

Parametryczny polimorfizm (ang. parametric polymorphism) (“generics”): takie

samo wyrażenie przynależy do rodziny strukturalnie powiązanych typów.

2 Polimor�zm w MLW
zesne formy staty
znego typowania, takie jak w j�zyku Pas
al, uniemo»liwiaªy pi-sanie genery
znego kodu. Na przykªad, pro
edura do sortowania list danego typu niemogªa by¢ wykorzystana do list innego typu dany
h.Byªoby naturalne mie¢ polimor�
zn¡ pro
edur� sortowania � tj. tak¡ która dziaªa(jednoli
ie) na lista
h szeregu ró»ny
h typów.Na zna
zenie polimor�zmu (ang. polymorphism) dla j�zyków programowania zwró-
iª po raz pierwszy uwag� Stra
hey (1967), identy�kuj¡
 szereg ró»ny
h jego zna
ze«.Mo»emy wywoªa¢ funk
je ile, np. jako ile [1; 2; 3℄ lub ile [�Ala�; �kot�℄.Na tym kursie skon
entrujemy si� na parametry
znym polimor�zmie. Jednym zesposobów jego uzyskania jest u
zynienie parametryza
ji typu eksplikatywn¡ 
z�±
i¡syntaktyki j�zyka. My jednak spojrzymy na implikatywn¡ wersj� parametry
znegopolimor�zmu, po raz pierwszy zaimplementowan¡ w rodzinie j�zyków ML (i nast�pnieadoptowan¡ gdzie indziej, na przykªad pod nazw¡ �generi
s� w najnowszy
h wersja
hj�zyków Java i C#).Frazy w j�zyku ML zawiera¢ mog¡ bardzo niewiele informa
ji o typa
h: algorytmdeduk
ji typów znajduje �najbardziej ogólny� typ (s
hemat) dla ka»dej dobrze uformo-wanej frazy, z którego wszystkie inne typy frazy mog¡ by¢ otrzymane przez spe
jalizo-wanie zmienny
h typu.W dalszej 
z�±
i kursu przedstawiona zostanie pre
yzyjna formaliza
ja systemutypów oraz zwi¡zanego z nim algorytmu deduk
ji typu dla maªego fragmentu j�zykaML, który nazwijmy Mini-ML.
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Rysunek 19: Przykład parametrycznego polimorfizmu

W Objective Caml (OCaml), popularnej implementacji języka ML, funkcja ile obli-

czająca ilość elementów listylet re
 ile x =mat
h x with[℄ -> 0| h::t -> 1 + ile t
ma typ t list → int dla wszystkich typów t.

Rysunek 20: Zmienne typu i schematy typów dla Mini-ML

Aby sformalizować wyrażenia takie jak

“funkcja ile ma typ t list → int, dla wszystkich typów t”

jest naturalne, aby wprowadzić zmienne typu (ang. type variables) α (tj. zmienne

które mogą być zastępowane przez typy) i pisać

ile : ∀α(α list → int) .

∀α(α list → int) jest przykładem schematu typów (ang. type scheme).
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Rysunek 21: Polimorfizm let-związanych zmiennych w ML

Na przykład w wyrażeniu

let f = λ x(x) in (f true) :: (f nil)

funkcja λx(x) ma typ t → t dla dowolnego typu t, a zmienna f do której ta funkcja

jest przywiązana jest używana polimorficznie:

- w (f true), f ma typ bool → bool

- w (f nil), f ma typ bool list → bool list.

Całościowo, wyrażenie to ma typ bool list.2.1 System typów j�zyka MLAby sformalizowa¢ system typów musieli±my wprowadzi¢ zmienne typu. InteraktywnyML poka»e typ α list → int jako typ funk
ji ile. Jednak»e w formalnym opisie systemutypów, konie
zne jest aby kwanty�ka
ja po typa
h byªa w jaki± sposób wido
zna.Przy
zyna tego tkwi w typowaniu lokalny
h deklara
ji - zob. przykªad na slajdzie 21.Wyra»enie (f true) :: (f nil) ma typ bool list, maj¡
 dane pewne zaªo»enie otypie zmiennej f . Mo»liwe dwa takie zaªo»enia pokazano na slajdzie 22. My najbardziejzainteresowani jeste±my drug¡ mo»liwo±
i¡, gdy» prowadzi ona do systemu typów któryma bardzo u»yte
zne wªasno±
i.Poni»ej przedstawimy gramatyk� typów i s
hematów typu, któr¡ b�dziemy u»ywa¢w kolejny
h przykªada
h.Nale»y zwró
i¢ uwag� na nast�puj¡
e sprawy w odniesieniu do s
hematów typu
∀A(t):1. Przypadek kiedy A jest pusty, A = {}, jest dopusz
zalny: ∀{}(t) jest dobrzeuformowanym s
hematem typu. Cz�sto b�dziemy patrze¢ na zbiory ty-pów jako na podzbiór zbioru s
hematów typu, identy�kuj¡
 typ t zes
hematem typu ∀{}(t).2. Ka»de pojawienie si� w typie t, zmiennej typu α ∈ A, staje si� zwi¡zane w s
he-ma
ie ∀A(t). Tak wi�
 z de�ni
ji, wolne zmienne typu (ang. free type variables)s
hematu typów ∀A(t) s¡ to wszystkie te zmienne typu, które pojawiaj¡ si� w
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Rysunek 22: Ad-hoc vs. parametryczny polimorfizm

“Ad-hoc” polimorfizm:

jeśli f : bool → bool

oraz f : bool list → bool list,

to (f true) :: (f nil) : bool list

“Parametric” polimorfizm:

Jeśli f : ∀α(α → α),

to (f true) :: (f nil) : bool list

Rysunek 23: Mini-ML typy i schematy typów

Types

t ::= α zmienna typu

| bool typ wartości logicznych

| t → t typ funkcji

| t list typ list

gdzie α przyjmuje wartości z ustalonego, przeliczalnego, nieskończonego zbioru

TyVar.

Schematy typów

σ ::= ∀A(t)

gdzie A zmienia się po skończonych podzb. zbioru TyVar.

Kiedy A = α1, ..., αn, piszemy ∀A(t) jako ∀α1, ..., αn(t).
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t, ale które nie s¡ w sko«
zonym zbiorze A. (Na przykªad zbiorem wolny
hzmienny
h typu ∀α(α → α′) jest α′.)Tak jak zwykle w przypadku konstruk
ji wi¡»¡
y
h zmienne, nie interesuj¡ nasposz
zególne nazwy zwi¡zany
h zmienny
h typu (gdy» tak 
zy ina
zej mo»emymusie¢ je zmieni¢, aby unikn¡¢ u
hwy
enia pod
zas podstawiania typów podzmienne typów, inny
h zmienny
h o ty
h samy
h nazwa
h, które mog¡ wyst¡pi¢w podstawiany
h typa
h).Dlatego te» b�dziemy identy�kowa¢ s
hematy typów uwzgl�dniaj¡
 mo»-liw¡ alfa-konwersj� zmienny
h typu wi¡zany
h przez ∀. Na przykªad,
∀α(α → α′) i ∀α′′(α′′ → α′) wpadaj¡ do tej samej alfa-równozna
znej klasy imog¡ by¢ stosowane zamiennie. O
zywi±
ie sko«
zony zbiór

wzt(∀A(t))wolny
h zmienny
h typu w s
hema
ie typu jest dobrze zde�niowany uwzgl�dnia-j¡
 mo»liw¡ alfa-konwersj� zwi¡zany
h zmienny
h typu (tj. spójne, równo
zesneprzemianowanie nazw ty
h zmienny
h). B�dziemy tak»e pisa¢ wzt(t) maj¡
 namy±li sko«
zony zbiór (wolny
h) zmienny
h typu wyst�puj¡
y
h w t.3. S
hematy typów w ML nie s¡ typami w ML. Tak wi�
, na przykªad α → ∀α′(α′)nie jest ani dobrze uformowanym typem w Mini-ML, ani dobrze uformowanyms
hematem w Mini-ML. Mo»emy otrzyma¢ typy ze s
hematów typu przez zast¡-pienie zmienny
h typu przez typy.Proste przykªady generaliza
ji:
∀α(α → α) ≻ bool → bool

∀α(α → α) ≻ α′ list → α′ list

∀α(α → α) ≻ (α′ → α′) → (α′ → α′) .Jednak»e
∀α(α → α) ⊁ (α′ → α′) → α′ .A to dlatego, »e w zast¡pieniu (ang. substitution) t[t′/α], z de�ni
ji musimy zast¡pi¢wszystkie wyst¡pienia w t zmiennej typu α przez t′. Tak wi�
, kiedy t = α → α,to nie ma takiego typu t′ dla którego t[t′/α] byªoby typem (α → α) → α. (Poprostu dlatego, »e w drzewie syntakty
znym t[t′/α] = t′ → t′, dwa poddrzewa poni»ejnajbardziej skrajnego konstruktora '→' s¡ równe (konkretnie równe t′), pod
zas gdyjest to nieprawd¡ w (α → α) → α.)Inny przykªad

∀α1, α2(α1 → α2) ≻ α list → bool .
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Rysunek 24: Relacja “generalizuj”

między schematami typów a typami

Mówimy że schemat typu σ = ∀α1, ..., αn(t′) generalizuje typ t, co zapisujemy σ ≻ t

jeżeli t może być otrzymane z typu t′ przez równoczesne podstawienie pewnych

typów ti pod zmienne typów αi (i = 1, .., n):

t = t′[t1/α1, ..., tn/αn] .

(Uwaga: Specyficzny wybór nazw zmiennych typu w σ nie wpływa na tę relację.)

Odwrotna relacja jest zwana specjalizacją: typ t jest specjalizacją schematu typu σ,

jeśli σ ≻ t.Jakkolwiek
∀α1(α1 → α2) ⊁ α list → boolponiewa» α2 jest woln¡ zmienn¡ typu w s
hema
ie typów ∀α1(α1 → α2), a wi�
 niemo»e by¢ zast�powane pod
zas spe
jaliza
ji.Slajd 25 prezentuje form� stwierdze« typowania, któr¡ b�dziemy u»ywali aby zi-lustrowa¢ polimor�zm w ML oraz wnioskowanie typu. Poniewa» b�dziemy brali poduwag� jedynie maªy podzbiór typów j�zyka ML, ograni
zymy nasz¡ uwag� jedynie dotypowania dla maªego podzbioru M wyra»e« j�zyka ML, generowanego przez grama-tyk� na slajdzie 26. Aksjomaty i reguªy generuj¡
e induk
yjnie rela
j� typowania wMini-ML dla ty
h wyra»e« podano na slajda
h 27�30.Zwró¢my uwag� na nast�puj¡
e rze
zy w systemie typów na slajda
h 27�30.1. Maj¡
 dane ±rodowisko Γ piszemy Γ, x : σ maj¡
 na my±li ±rodowisko typowania zdziedzin¡ dom(Γ)∪{x}, które odwzorowuje x do σ a w pozostaªy
h przypadka
htak jak Γ. Kiedy u»ywamy tej nota
ji, to niemal w ka»dym przypadku b�dzie

x /∈ dom(Γ) (zob. reguªy (fn),(let) i (mat
h)).2. W regule (fn) u»ywamy Γ, x : t1 jako skrót dla Γ, x : ∀{}(t1). Podobnie, w re-gule (mat
h), Γ, x1 : t1, x2 : t1 list tak na prawd� ozna
za Γ, x1 : ∀{}(t1), x2 :
∀{}(t1 list). (Pami�tajmy, »e z de�ni
ji, ±rodowisko typowania ma odwzorowy-wa¢ zmienne do s
hematów typu, ra
zej ni» do typów.)
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Rysunek 25: Stwierdzenie typowania w Mini-ML

ma formę Γ ⊢ M : t gdzie

• Środowisko typowania Γ jest skończoną funkcją ze zmiennych do schematów

typu.

(Zapisujemy Γ = {x1 : σ1, ..., xn : σn} aby wskazać że Γ ma dziedzinę zdefinio-

waną jako dom(Γ) = {x1, ..., xn} i odwzorowuje każde xi do schematu typów

σi dla i = 1..n.)

• M jest wyrażeniem w języku Mini-ML.

• t jest typem w Mini-ML.

Rysunek 26: Wyrażenia w Mini-ML

M ::= x zmienna

| true wartości logiczne

| false

| if M then M else M warunek

| λx(M) abstrakcja funkcji

| M M aplikacja funkcji

| let x = M in M lokalna deklaracja

| nil pusta lista

| M :: M konstruktor listy (list cons)

| match M with

nil ⇒ M

| x :: x ⇒ M wybór po wzorcu
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Rysunek 27: System typów Mini-ML (1/4)

(var ≻) Γ ⊢ x : t jeśli (x : σ) ∈ Γ oraz σ ≻ t

(bool) Γ ⊢ B : bool jeśli B ∈ {true, false}

(if)
Γ ⊢ M1 : bool Γ ⊢ M2 : t Γ ⊢ M3 : t

Γ ⊢ if M1 then M2 else M3 : t3. W regule (let) nota
ja wzt(Γ) ozna
za zbiór wszystki
h zmienny
h typu poja-wiaj¡
y
h si� jako wolne (nie zwi¡zane) w pewny
h s
hemata
h typów przy-pisany
h w Γ. (Na przykªad, je±li Γ = {x1 : σ1, ..., xn : σn}, to wtedy
wzt(Γ) = wzt(σ1) ∪ ... ∪ wzt(σn).) Tak wi�
 zbiór A = wzt(t1) − wzt(Γ) u»ytyw tej regule skªada si� ze wszystki
h zmienny
h typu w t1, które nie wyst�puj¡wolne w »adnym s
hema
ie typów przypisanym w Γ.Tak jak zwykle, aksjomaty i reguªy na slajda
h 27�30 s¡ s
hematy
zne: Γ, M , t, i

σ ozna
zaj¡ dowolne dobrze uformowane ±rodowisko, wyra»enie, typ, i s
hemat typu.Aksjomaty i reguªy s¡ u»ywane do wygenerowania induk
yjnie rela
ji typowania�podzbioru wszystki
h mo»liwy
h trójek Γ ⊢ M : σ. Mówimy »e posz
zególna trójka
Γ ⊢ M : σ jest wywnioskowalna (lub udowadnialna, lub wa»na) w systemie typów,je±li istnieje jej dowód u»ywaj¡
 aksjomatów i reguª systemu typów. Tak wi�
 rela
jatypowania skªada si� z dokªadnie ty
h trójek dla który
h istnieje taki dowód. Kiedy
Γ = {}, piszemy jedynie

⊢ M : σje±li daje si� wywnioskowa¢ »e {} ⊢ M : σ, i mówimy wtedy, »e wyra»enie M (konie
z-nie domkni�te) jest typowalne w Mini-ML ze s
hematem typu σ.Przykªad Zwery�kujmy, »e podany w
ze±niej na slajdzie 21 przykªad polimor�zmuzmienny
h let-zwi¡zany
h ma rze
zywi±
ie podany tam typ, tj. »e:
⊢ let f = λx(x) in (f true) :: (f nil) : bool list .Dowód. Po pierwsze zauwa»my »e ⊢ λx(x) : ∀α(α → α), jak pokazuje poni»szy dowód:

x : α ⊢ x : α
(var ≻) u»ywaj¡
 ∀{}(α) ≻ α

{} ⊢ λx(x) : α → α
(fn) (1)



2.1 System typów j�zyka ML 19
Rysunek 28: System typów Mini-ML (2/4)

(nil) Γ ⊢ nil : t list

(cons)
Γ ⊢ M1 : t Γ ⊢ M2 : t list

Γ ⊢ M1 :: M2 : t list

(match)

Γ ⊢ M1 : t1 list Γ ⊢ M2 : t2

Γ, x1 : t1, x2 : t1 list ⊢ M3 : t2

Γ ⊢ match M1 with nil ⇒ M2

| x1 :: x2 ⇒ M3 : t2

jeśli x1, x2 /∈

dom(Γ)

oraz x1 6= x2

Rysunek 29: System typów Mini-ML (3/4)

(fn)
Γ, x : t1 ⊢ M : t2

Γ ⊢ λx(M) : t1 → t2
jeśli x /∈ dom(Γ)

(ap)
Γ ⊢ M1 : t1 → t2 Γ ⊢ M2 : t1

Γ ⊢ M1 M2 : t2
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Rysunek 30: System typów Mini-ML (4/4)

(let)

Γ ⊢ M1 : σ

Γ, x : σ ⊢ M2 : t

Γ ⊢ let x = M1 in M2 : t
jeśli x /∈ dom(Γ)

gdzie dla schematu typów σ = ∀A(t1), piszemy

Γ ⊢ M1 : σ

w znaczeniu Γ ⊢ M1 : t1 oraz A = wzt(t1) − wzt(Γ).

Rysunek 31: System typów Mini-ML

(var ≻) Γ ⊢ x : t jeśli (x : σ) ∈ Γ oraz σ ≻ t

(bool) Γ ⊢ B : bool jeśli B ∈ {true, false}

(if)
Γ ⊢ M1 : bool Γ ⊢ M2 : t Γ ⊢ M3 : t

Γ ⊢ if M1 then M2 else M3 : t

(nil) Γ ⊢ nil : t list

(cons)
Γ ⊢ M1 : t Γ ⊢ M2 : t list

Γ ⊢ M1 :: M2 : t list

(match)

Γ ⊢ M1 : t1 list Γ ⊢ M2 : t2

Γ, x1 : t1, x2 : t1 list ⊢ M3 : t2

Γ ⊢ match M1 with nil ⇒ M2

| x1 :: x2 ⇒ M3 : t2

jeśli x1, x2 /∈ dom(Γ) oraz x1 6= x2

(fn)
Γ, x : t1 ⊢ M : t2

Γ ⊢ λx(M) : t1 → t2
jeśli x /∈ dom(Γ)

(ap)
Γ ⊢ M1 : t1 → t2 Γ ⊢ M2 : t1

Γ ⊢ M1 M2 : t2

(let)

Γ ⊢ M1 : σ

Γ, x : σ ⊢ M2 : t

Γ ⊢ let x = M1 in M2 : t
jeśli x /∈ dom(Γ)

gdzie dla schematu typów

σ = ∀A(t1), piszemy

Γ ⊢ M1 : σ

w znaczeniu Γ ⊢ M1 : t1 oraz

A = wzt(t1) − wzt(Γ).
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ji typów, r�
znie 21Nast�pnie zauwa»my, »e poniewa» ∀α(α → α) ≻ bool → bool, to przez (var ≻) mamy:
f : ∀α(α → α) ⊢ f : bool → bool .Przez (bool), mamy tak»e

f : ∀α(α → α) ⊢ true : booli aplikuj¡
 reguª� (ap) do ty
h dwó
h stwierdze« dostajemy
f : ∀α(α → α) ⊢ f true : bool . (2)Podobnie, u»ywaj¡
 (ap) i (var ≻) oraz (nil), mamy

f : ∀α(α → α) ⊢ f nil : bool list . (3)Aplikuj¡
 reguª� (
ons) do (2) i (3) mamy
f : ∀α(α → α) ⊢ (f true) :: (f nil) : bool list .Na konie
 mo»emy aplikowa¢ reguª� (let) do tego oraz (1) i konkludowa¢, »e

{} ⊢ let f = λx(x) in (f true) :: (f nil) : bool list
o nale»aªo udowodni¢.2.2 Przykªady deduk
ji typów, r�
znieZarówno dla peªnego systemu typów j�zyka ML, jak i równie» dla systemu typów którywªa±nie przedstawili±my, problem typowalno±
i (slajd 17) okazuje si� by¢ de
ydowalny.Co wi�
ej, po±ród wszystki
h mo»liwy
h s
hematów typu które mo»e posiada¢ danedomkni�te wyra»enie Mini-ML, istnieje najbardziej ogólny s
hemat typu�to jest taki,z którego wszystkie inne mog¡ by¢ otrzymane przez zast¡pienie. Zanim poka»emydla
zego tak jest, podamy kilka spe
y�
zny
h przykªadów deduk
ji typu w naszymsystemie typów.Maj¡
 dane ±rodowisko typowania Γ i wyra»enie M , jak mo»emy zde
ydowa¢ 
zyistnieje lub nie s
hemat typów σ dla którego za
hodzi Γ ⊢ M : σ ? Pomo
na oka»esi� w tym zadaniu nakierunkowana syntakty
znie (lub ina
zej mówi¡
 �strukturalna�)natura aksjomatów i reguª na slajda
h 27�30: je»eli da si� wywie±¢ »e Γ ⊢ M : ∀A(t),to jest je±li da si� wywie±¢ »e A = wzt(t)−wzt(Γ) oraz Γ ⊢ M : t, to wtedy najbardziejzewn�trzna forma wyra»enia M dyktuje jaki musi by¢ ostatni aksjom lub reguªa u»ytaw dowodzie stwierdzenia Γ ⊢ M : σ (zob. ostatni przykªad). W konsekwen
ji, kiedypróbujemy zbudowa¢ dowód stwierdzenia typowania Γ ⊢ M : σ od doªu do góry,struktura wyra»enia M okre±la ksztaªt drzewa, oraz to które reguªy maj¡ by¢ u»ywanew jego w�zªa
h, oraz które aksjomaty w jego li±
ia
h.
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Rysunek 32: Dwa przykłady włączające samo-aplikację

M
def
= let f = λx1(λx2(x1)) in f f

M ′
def
= (λf(f f)) λx1(λx2(x1))

Czy M i M ′ są typowalne w systemie typów Mini-ML ?

Rysunek 33: Szkielet drzewa dowodu dla

let f = λx1(λx2(x1)) in f f

x1 : t3, x2 : t5 ⊢ x1 : t6
(C3)

x1 : t3 ⊢ λx2(x1) : t4
(C2)

{} ⊢ λx1(λx2(x1)) : t2
(C1)

f : ∀A(t2) ⊢ f : t7
(C5)

f : ∀A(t2) ⊢ f : t8
(C6)

f : ∀A(t2) ⊢ f f : t1
(C4)

{} ⊢ let f = λx1(λx2(x1)) in f f : t1
(C0)
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znie 23
Rysunek 34: Warunki generowane podczas dedukcji typu dla

let f = λx1(λx2(x1)) in f f

(C0) A = wzt(t2)

(C1) t2 = t3 → t4

(C2) t4 = t5 → t6

(C3) ∀{}(t3) ≻ t6, tj. t3 = t6

(C4) t7 = t8 → t1

(C5) ∀A(t2) ≻ t7

(C6) ∀A(t2) ≻ t8

Na przykªad dla wyra»enia M na slajdzie 32, jakikolwiek dowód ⊢ M : ∀A1(t1) zaksjomatów i reguª, musi wygl¡da¢ jak drzewo na slajdzie 33.W�zeª (C0) powinien by¢ wyst¡pieniem reguªy (let); w�zªy (C1) i (C2) wyst¡pie-niami reguªy (fn); li±
ie (C3) (C5) (C6) wyst¡pieniami aksjomatu (var ≻); a w�zeª (C4)wyst¡pieniem reguªy (ap). Aby rze
zywi±
ie byªy to prawidªowe wyst¡pienia, musz¡by¢ speªnione warunki (C0)-(C6), wysz
zególnione na slajdzie 34.Tak wi�
 M jest typowalne wtedy i tylko wtedy gdy mo»emy znale¹¢ typy t1,..t8speªniaj¡
e warunki na slajdzie 34. Po pierwsze zauwa»my, »e implikuj¡ one
t2

(C1)
= t3 → t4

(C2)
= t3 → (t5 → t6)

(C3)
= t6 → (t5 → t6) .W takim razie nie
h t5, t6 b�d¡ zmiennymi typu, powiedzmy odpowiednio α2, α1. Awi�
 przez (C0), A = wzt(t2) = wzt(α1 → (α2 → α1)) = {α1, α2}. Wtedy (C4), (C5)i (C6) wymagaj¡ »e

∀α1, α2(α1 → (α2 → α1)) ≻ t8 → t1 oraz ∀α1, α2(α1 → (α2 → α1)) ≻ t8 .Innymi sªowy musz¡ istnie¢ jakie± typy t9, ..., t12, takie »e
(C7) t9 → (t10 → t9) = t8 → t1
(C8) t11 → (t12 → t11) = t8 .
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hodzi¢ tylko wtedy gdy
t9 = t8 oraz t10 → t9 = t1a wi�


t1 = t10 → t9 = t10 → t8
(C8)
= t10 → (t11 → (t12 → t11))z t10, t11, t12 nie zwi¡zanymi w prze
iwnym razie. W takim razie je±li byªyby onezmiennymi typu, odpowiednio α3, α4, α5, to konie
 ko«
ów, mo»emy speªni¢ wszystkiewarunki ze slajdu 34 de�niuj¡


A = {α1, α2}

t1 = α3 → (α4 → (α5 → α4))

t2 = α1 → (α2 → α1)

t3 = α1

t4 = α2 → α1

t5 = α2

t6 = α1

t7 = (α4 → (α5 → α4)) → (α3 → (α4 → (α5 → α4)))

t8 = α4 → (α5 → α4) .z tymi wyborami, slajd 33 staje si� prawidªowym dowodem stwierdzenia
{} ⊢ let f = λx1(λx2(x1)) in f f : α3 → (α4 → (α5 → α4))na podstawie aksjomatów typowania i reguª ze slajdów 27�30, tj. za
hodzi

⊢ let f = λx1(λx2(x1)) in f f : ∀α3, α4, α5 (α3 → (α4 → (α5 → α4))) (4)Je±li przejdziemy przez ten sam pro
es deduk
ji typu dla wyra»enia M ′ na slajdzie32, to wygenerujemy drzewo i zestaw warunków jak na slajdzie 35. To implikuje wsz
zególno±
i »e
t7

(C13)
= t4

(C12)
= t6

(C11)
= t7 → t5 .Ale nie ma typów t5, t7 speªniaj¡
y
h t7 = t7 → t5, poniewa» t7 → t5 zawieraprzynajmniej jeden symbol '→' wi�
ej ni» t7. Tak wi�
 mo»emy zakonkludowa¢ »e

(λf (f f)) λx1(λx2(x1)) nie jest typowalne w rama
h systemu typów ML.2.3 Pryn
ypalne s
hematy typówS
hemat typu ∀α3, α4, α5(α3 → (α4 → (α5 → α4))) nie tylko speªnia (4), jest to w isto-
ie najbardziej ogólny lub pryn
ypalny (ang. prin
ipal) s
hemat typu dla wyra»enia
let f = λx1(λx2(x1)) in f f , jak zde�niowano na slajdzie 36. De�ni
ja u»ywa przytym naturalnego rozszerzenia rela
ji �generaliza
ji�, ≻ (Slajd 24), do rela
ji binarnej
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Rysunek 35: Szkielet drzewa dowodu i warunków dla

(λf(f f)) λx1(λx2(x1))

f : t4 ⊢ f : t6
(C12)

f : t4 ⊢ f : t7
(C13)

f : t4 ⊢ f f : t5
(C11)

{} ⊢ λf(f f) : t2
(C10)

x1 : t8, x2 : t10 ⊢ x1 : t11
(C16)

x1 : t8 ⊢ λx2(x1) : t9
(C15)

{} ⊢ λx1(λx2(x1)) : t3
(C14)

{} ⊢ (λf(f f)) λx1(λx2(x1)) : t1
(C9)

Warunki : (C9) t2 = t3 → t1

(C10) t2 = t4 → t5

(C11) t6 = t7 → t5

(C12) ∀{}(t4) ≻ t6, tj. t4 = t6

(C13) ∀{}(t4) ≻ t7, tj. t4 = t7

(C14) t3 = t8 → t9

(C15) t9 = t10 → t11

(C16) ∀{}(t11) ≻ t8, tj. t11 = t8
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Rysunek 36: Pryncypalny σ dla wyrażeń domkniętych

System typów σ jest pryncypalnym (ang. principal) schematem typów domkniętego

wyrażenia M w języku Mini-ML, jeśli

(a) ⊢ M : σ daje się udowodnić

(b) dla wszystkich σ′, jeśli ⊢ M : σ′ daje się udowodnić, to wtedy σ ≻ σ′

gdzie z definicji σ ≻ σ′ zachodzi jeśli σ′ = ∀A′(t′) razem z A′ ∩ wzt(σ) = {} oraz

σ ≻ t′ (zob. definicję na slajdzie 24).

(Zauważmy, że ponieważ identyfikujemy schematy typów aż do alfa-konwersji ∀-związanych

zmiennych typu, możemy zawsze spełnić warunek A′ ∩ wzt(σ) = {} przez odpowiednie

przemianowanie związanych zmiennych typu w schemacie σ′.)mi�dzy (domkni�tymi) s
hematami typów. Warto zauwa»y¢, »e w obe
no±
i (a), za-
hodzi odwrotno±¢ warunku (b) na slajdzie 36: je±li σ ≻ σ′ oraz ⊢ M : σ, to wtedy
⊢ M : σ′.Slajd 37 przedstawia gªówny rezultat na temat problemu typowalno±
i wyra»e«Mini-ML. Zostaª on po raz pierwszy udowodniony dla prostego systemu typów bezpolimor�
zny
h wyra»e« let przez Hindley'a (1969) i rozszerzony do peªnego systemuprzez Damas'a i Milner'a (1982).3 Algorytm deduk
ji typówCelem tego rozdziaªu jest naszki
owanie dowodu twierdzenia Hindley-Damas-Milner'apodanego na slajdzie 37, przez opisanie algorytmu, pt, do de
ydowania o typowalno±
ii zwra
ania najbardziej ogólnego s
hematu typu. Algorytm pt jest zde�niowany reku-ren
yjnie, pod¡»aj¡
 za struktur¡ wyra»e« (a jego zako«
zenie jest dowodzone przezinduk
j� na strukturze wyra»e«). Jak przykªady w rozdziale 2.2 powinny sugerowa¢,algorytm zna
z¡
o zale»y od uni�ka
ji�faktu, »e rozwi¡zywalno±¢ sko«
zonego zbiorurówna« mi�dzy algebrai
znymi frazami jest de
ydowalna oraz »e istnieje najbardziejogólne rozwi¡zanie, je±li tylko jakie± rozwi¡zanie istnieje. Ten fakt zostaª odkryty przezRobinson'a (1965) i staª si� klu
zowym skªadnikiem w wielu odnosz¡
y
h si� do logikiobszara
h informatyki (mo»na tu wymieni¢ trzy przykªady: automaty
zne dowodzenietwierdze«, programowanie w logi
e, i o
zywi±
ie systemy typów). Form� algorytmuuni�ka
ji, nou, o któr¡ nam 
hodzi przedstawia slajd 38. Jakkolwiek nie b�dziemy
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Rysunek 37: Twierdzenie (Hindley; Damas-Milner)

Jeśli domknięte wyrażenie Mini-ML jest typowalne (tj. zachodzi ⊢ M : σ dla jakiegoś

schematu typów σ), to istnieje pryncypalny schemat typów dla M .

Rzeczywiście, istnieje algorytm, który mając dane M jako parametr wejściowy, zde-

cyduje czy lub nie wyrażenie to jest typowalne, oraz zwróci pryncypalny schemat

typów jeśli zachodzi to pierwsze.

Rysunek 38: Unifikacja typów ML

Istnieje algorytm nou który mając podane dwa typy Mini-ML t1 i t2 zdecyduje czy t1 i

t2 są unifikowalne (ang. unifiable), tj. czy istnieje zastąpienie typu S ∈ Sub takie że

(a) S(t1) = S(t2)

Co więcej, jeśli one są unifikowalne, nou(t1, t2) zwróci najbardziej ogólny unifika-

tor—S satysfakcjonujący zarówno (a) jak i

(b) dla wszystkich S ′ ∈ Sub, jeśli S ′(t1) = S ′(t2), to wtedy S ′ = TS dla jakiegoś

T ∈ Sub.

Przyjmujemy, że nou(t1, t2) = FAIL jeśli (i tylko wtedy) gdy t1 i t2 nie są unifikowalne.przyta
za¢ tutaj implementa
ji algorytmu nou, musimy przynajmniej wyja±ni¢ nota-
j� dla zast¡pienia typów, wprowadzon¡ na slajdzie 38.De�ni
ja 1 (Zast¡pienia typów). Zast¡pienie typów (ang. type substitution) S jest(
aªkowi
ie zde�niowan¡) funk
j¡ ze zmienny
h typu do typów j�zyka Mini-ML, z wªa-sno±
i¡ »e S(α) = α dla wszystki
h opró
z sko«
zonej li
zby zmienny
h α.Piszemy Sub maj¡
 na my±li zbiór wszystki
h taki
h funk
ji. Dziedzina zbioru
S ∈ Sub jest to sko«
zony zbiór zmienny
h

dom(S)
def
= {α ∈ TyVar | S(α) 6= α}Maj¡
 dane zast¡pienie typów S, efekt zastosowania zast¡pienia do typu jest za-pisywany S t; tak wi�
 je±li dom(S) = {α1, ..., αn} i S(αi) jest typem ti dla ka»dego
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Rysunek 39: Pryncypalny σ dla wyrażeń otwartych

Rozwiązaniem dla problemu typowania Γ ⊢ M : ? jest para (S, σ) składająca się z

zastąpienia typów S i schematu typów σ spełniająca

S Γ ⊢ M : σ

(gdzie S Γ = {x1 : S σ1, ..., xn : S σn}, jeśli Γ = {x1 : σ1, ..., xn : σn}).

Takie rozwiązanie jest pryncypalne jeśli mając dane jakiekolwiek inne rozwiązanie,

(S ′, σ′), istnieje jakieś T ∈ Sub z TS = S ′ i Tσ ≻ σ′.

i = 1..n, wtedy S t jest typem otrzymanym przez równo
zesne zast¡pienie ka»degowyst¡pienia αi w t przez ti (dla wszystki
h i = 1..n), tj.
S t = t [t1/α1, ..., tn/αn]u»ywaj¡
 nota
ji dla zast¡pienia jak na slajdzie 24. Nie odrzu
aj¡
 nota
ji po prawejstronie powy»szej formuªy, b�dziemy woleli pisa¢ zastosowanie funk
ji zast¡pienia ty-pów S po lewej stronie typu do którego ta funk
ja jest zastosowana (
zyli S t zamiast

t S).Jako rezultat, kompozy
ja TS dwó
h zast¡pie« typów S, T ∈ Sub ozna
za najpierwzastosuj S a potem T . Wtedy z de�ni
ji TS jest funk
j¡ odwzorowuj¡
¡ ka»d¡ zmienn¡typu α typowi T (S(α)) (stosujemy zast¡pienie typu T do typu S(α)). Zauwa»my, »efunk
ja TS speªnia warunek sko«
zono±
i wymagany przez zast¡pienie i mamy TS ∈
Sub; fakty
znie, dom(TS) ⊆ dom(T ) ∪ dom(S).Bardziej ogólnie, je±li dom(S) = {α1, ..., αn} i σ jest s
hematem typu Mini-ML,to wtedy S σ b�dzie ozna
za¢ rezultat podmiany ka»dego wolnego wyst¡pienia αi w
σ przez S(αi) (dla i = 1..n), zmieniaj¡
 odpowiednio nazwy zmienny
h tam gdzie tokonie
zne.Nawet je±li ostate
znie zainteresowani jeste±my typowalno±
i¡ wyra»e« domkni�-ty
h, poniewa» algorytm pt s
hodzi rekuren
yjnie przez podwyra»enia wyra»enia wej-±
iowego, nieu
hronnie musi on wygenerowa¢ typowania dla wyra»e« z wolnymi zmien-nymi. Dlatego wi�
 musimy zde�niowa¢ zna
zenie typowalno±
i i pryn
ypalny
h s
he-matów typów dla wyra»e« otwarty
h w obe
no±
i niepustego ±rodowiska typowania.Wynik mamy na slajdzie 39. Aby obli
zy¢ pryn
ypalne s
hematy typów, wystar
zaobli
zy¢ 'pryn
ypalne rozwi¡zania' w sensie slajdu 39: dlatego »e, je±li M jest w rze
zy-wisto±
i domkni�te, to wtedy jakiekolwiek pryn
ypalne rozwi¡zanie (S, σ) dla problemutypowania {} ⊢ M : ? ma wªasno±¢ tak¡ »e σ jest pryn
ypalnym s
hematem typów dla
M w sensie slajdu 36.
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Rysunek 40: Specyfikacja dla algorytmu typowania pt

pt operuje na problemach typowalności Γ ⊢ M : ? (Γ - środowisko typowania, M -

wyrażenie języka Mini-ML).

pt albo zwraca parę (S, t) składającą się z zastąpienia typów S ∈ Sub oraz typu t

Mini-ML, albo generuje wyjątek FAIL.

• jeśli Γ ⊢ M : ? ma rozwiązanie (zob. slajd 39), wtedy pt(Γ ⊢ M : ?) zwraca

(S, t) dla jakiegoś S i t;

co więcej, ustalając A = {wzt(t) − wzt(S Γ)}, mamy że (S,∀A(t)) jest pryncy-

palnym rozwiązaniem dla problemu Γ ⊢ M : ?.

• jeśli Γ ⊢ M : ? nie ma rozwiązania, to wtedy pt(Γ ⊢ M : ?) zwraca FAIL.Slajd 40 zawiera wi�
ej sz
zegóªów na temat tego, 
o jest wymagane od algo-rytmu pryn
ypalnego typowania, pt. Jeden z mo»liwy
h algorytmów tego rodzaju,opisany nieformalnym pseudo-kodem (z pomini�
iem przypadków dla nil, 
ons i wy-ra»e« match) zostaª naszki
owany na slajda
h 41 i 42. Prosz� zauwa»y¢ nast�puj¡
epunkty w odniesieniu do ty
h de�ni
ji:1. Ukry
ie zakªadamy »e wszystkie zwi¡zane zmienne w wyra»enia
h i zwi¡zanezmienne typu w s
hemata
h typów ró»ni¡ si� jedne od drugi
h, oraz od jaki
h-kolwiek inny
h zmienny
h w kontek±
ie. Tak wi�
, dla przykªadu, klauzula dlaabstrak
ji funk
ji po 
i
hu zakªada »e x /∈ dom(Γ); oraz klauzula dla zmienny
hzakªada »e A ∩ wzt(Γ) = {}.2. Zast¡pienie typów Id wyst�puj¡
e w klauzula
h dla zmienny
h i dla warto±
iBoolean jest zast¡pieniem identy
znym, które odwzorowuje ka»d¡ zmienn¡ typu
α na siebie.3. Nie pokazali±my klauzul de�ni
ji dla nil, 
ons, i wyra»e« match.4. Nie dali±my dowodu »e de�ni
ja na slajdzie 42 jest prawidªowa (tj. »e speªniaspe
y�ka
j� na slajdzie 40). Prawidªowo±¢ algorytmu zale»y od istotnej wªasno±
itypowania Mini-ML: a mianowi
ie, »e typowanie jest za
howane przez opera
j�zast¡pienia zmienny
h typów przez typy.Bardziej efektywne algorytmy wykorzystuj¡ inne podej±
ie do zast¡pienia i uni�-ka
ji, bazuj¡
e na rela
ja
h równowa»no±
i (ang. equivalen
e relations) kierunkowy
h
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Rysunek 41: Wybrane klauzule w definicji algorytmu pt (1/2)

• Abstrakcje funkcji : pt(Γ ⊢ λx(M) : ?)
def
=

let α = fresh in

let (S, t) = pt(Γ, x : α ⊢ M : ?) in (S, S(α) → t)

• Aplikacje funkcji : pt(Γ ⊢ M1 M2 : ?)
def
=

let (S1, t1) = pt(Γ ⊢ M1 : ?) in

let (S2, t2) = pt(S1 Γ ⊢ M2 : ?) in

let α = fresh in

let S3 = nou(S2 t1, t2 → α) in (S3S2S1, S3(α))a
ykli
zny
h grafów oraz algorytma
h znajdowania unii; zob. np. (Rémy 2002, roz-dziaª 2.4.2). W tym odno±niku, a tak»e w ksi¡»
e Pier
e'a (Pier
e 2002, Rozdziaª 22.3),mo»emy zoba
zy¢ podej±
ie do algorytmów deduk
ji typów, które prezentuje je jako
z�±¢ bardziej ogólnego problemu generowania i rozwi¡zywania problemów ograni
ze«(ang. 
onstraints problems). Wydaje si�, »e jest to podej±
ie owo
ne, gdy» obejmujeszerok¡ klas� ró»ny
h algorytmów deduk
ji typów.4 Polimor�
zne typy referen
ji4.1 ProblemPrzypomnijmy sobie ze Wst�pu, »e wa»nym 
elem systemu typów jest zapewnieniebezpie
ze«stwa (slajd 10) poprzez rezultaty niezawodno±
i typowania (slajd 11). Nawetje±li j�zyk programowania jest pomy±lany jako bezpie
zny przez siª� swojego systemutypów, to w
i¡» mo»e si� zdarzy¢ »e oddzielne 
e
hy tego j�zyka, ka»da z ni
h po»¡danaz osobna, mog¡ skªada¢ sie razem w nieprzewidziany sposób, produkuj¡
 zawodnysystem typów. W tym rozdziale spojrzymy na przykªad tego zjawiska, który wyst¡piªpod
zas opra
owywania rodziny j�zyków ML. Dwie 
e
hy j�zyka które skªadaj¡ si� wnieprzyjemny sposób to:
• ML-owy styl implikatywnie typowanego let-zwi¡zanego polimor�zmu, oraz
• typy referen
ji.
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Rysunek 42: Wybrane klauzule w definicji algorytmu pt (2/2)

• Zmienne: pt(Γ ⊢ x : ?)
def
= let ∀A(t) = Γ(x) in (Id , t)

• Wyrażenia let: pt(Γ ⊢ let x = M1 in M2 : ?)
def
=

let (S1, t1) = pt(Γ ⊢ M1 : ?) in

let A = wzt(t1) − wzt(S1 Γ) in

let (S2, t2) = pt(S1 Γ, x : ∀A(t1) ⊢ M2 : ?) in (S2S1, t2)

• Boolean (B = true, false): pt(Γ ⊢ B : ?)
def
= (Id , bool)

• Warunki : pt(Γ ⊢ if M1 then M2 else M3 : ?)
def
=

let (S1, t1) = pt(Γ ⊢ M1 : ?) in

let S2 = nou(t1, bool) in

let (S3, t3) = pt(S2S1 Γ ⊢ M2 : ?) in

let (S4, t4) = pt(S3S2S1 Γ ⊢ M3 : ?) in

let S5 = nou(S4 t3, t4) in (S5S4S3S2S1, S5 t4)
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Rysunek 43: Typy i wyrażenia w ML dla referencji

Typy

t ::= ... zob. slajd 23

| unit typ elementu (ang. unit type)

| t ref typ referencji

Wyrażenia

M ::= ... zob. slajd 26

| () element (ang. unit)

| ref M utworzenie referencji

| !M dereferencja (odczyt)

| M := M przypisaniePierwsze zagadnienie ju» omawiali±my w rozdziale 2. Drugie zagadnienie doty
zy
e
h imperatywny
h j�zyka ML, które bazuj¡ na zdolno±
i do dynami
znego tworze-nia widziany
h lokalnie lokaliza
ji pami�
i, które mog¡ by¢ zapisywane i od
zytywane.Rozpo
zniemy przez podanie dla ni
h skªadni i reguª typowania. Rozszerzymy gra-matyk� dla typów Mini-ML (slajd 23) o typ warto±
i elementu (tj. typ z pojedyn
z¡warto±
i¡ �unit�) oraz typy (mody�kowalny
h) referen
ji (ang. referen
e types); i od-powiednio, rozszerzymy gramatyk� dla wyra»e« Mini-ML (slajd 26) o warto±¢ elementu(ang. unit value), oraz opera
je do tworzenia, od
zytywania i przypisywania referen-
ji. Te dodatki s¡ pokazane na slajdzie 43. Nazwijmy tak otrzymany j�zyk Midi-ML.Reguªy typowania dla ty
h nowy
h form wyra»e« podano na slajdzie 44.Przykªad Oto przykªad u»y
ia reguª typowania ze slajdu 44. Wyra»enie podane naslajdzie 45 ma typ unit .Dowód. Mo»na to wydedukowa¢ przez aplikowanie reguªy let (slajd 30) to stwierdze«:
{} ⊢ ref λx(x) : (α → α) ref

r : ∀α((α → α) ref ) ⊢ let u = (r := λx′(ref !x′)) in (!r)() : unit .Pierwsze ze stwierdze« ma nast�puj¡
y dowód:
x : α ⊢ x : α

(var ≻)
{} ⊢ λx(x) : α → α

(fn)
{} ⊢ ref λx(x) : (α → α) ref

(ref)
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Rysunek 44: Dodatkowe reguły typowania dla Midi-ML

(unit) Γ ⊢ () : unit

(ref)
Γ ⊢ M : t

Γ ⊢ ref M : t ref

(get)
Γ ⊢ M : t ref

Γ ⊢ !M : t

(set)
Γ ⊢ M1 : t ref Γ ⊢ M2 : t

Γ ⊢ M1 := M2 : unit

Rysunek 45: Przykład referencji

To wyrażenie

let r = ref λx(x) in

let u = (r := λx′(ref !x′)) in

(!r)()

ma typ unit .
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r : ∀α((α → α) ref ) ⊢ r := λx′(ref !x′) : unit (5)
r : ∀α((α → α) ref ), u : unit ⊢ (!r)() : unit . (6)Pisz¡
 Γ dla ±rodowiska typowania {r : ∀α((α → α) ref )}, dowód (5) jest nast�puj¡
y

Γ ⊢ r : (α ref → α ref ) ref
(var ≻) Γ, x′ : α ref ⊢ x′ : α ref

(var ≻)
Γ, x′ : α ref ⊢!x′ : α

(get)
Γ, x′ : α ref ⊢ ref !x′ : α ref

(ref)
Γ ⊢ λx′(ref !x′) : α ref → α ref

(fn)
Γ ⊢ r := λx′(ref !x′) : unit

(set)Pod
zas gdy dowód (6) to
Γ, u : unit ⊢ r : (unit : unit) ref

(var ≻)
Γ, u : unit ⊢!r : unit → unit

(get)
Γ, u : unit ⊢ () : unit

(unit)
Γ, u : unit ⊢ (!r)() : unit

(ap)Jakkolwiek reguªy typowania dla referen
ji wydaj¡ si� by¢ bez zarzutu, to jednakw poª¡
zeniu z poprzednimi reguªami typowania, a w sz
zególno±
i z reguª¡ (let),produkuj¡ one system typów dla którego niezawodno±¢ systemu typów nie sprawdzasi� w odniesieniu do semantyki opera
yjnej j�zyka ML. Aby przekona¢ si� o 
o 
hodzi,rozwa»my 
o b�dzie si� dziaªo kiedy wyra»enie na slajdzie 45, nazwijmy je M , jestewaluowane.Ewalua
ja (wykonanie) najbardziej zewn�trznego przypisania let w M utworzy±wie»¡ lokaliza
j� pami�
i przypisan¡ r i zawieraj¡
¡ warto±¢ λx(x). Ewalua
ja dru-giego let-zwi¡zania uaktualni zawarto±¢ r do warto±
i λx′(ref !x′) i zwi¡»e warto±¢elementu (unit value) z u 1. Nast�pnie (!r)() jest ewaluowane. To ozna
za aplikowaniebie»¡
ej zawarto±
i r, to jest funk
ji λx′(ref !x′), do warto±
i (). To natomiast powo-duje w rezulta
ie prób� ewaluowania !(), tj. dereferen
ji 
zego± 
o nie jest lokaliza
j¡pami�
i, a wi�
 prób� wykonania niebezpie
znej opera
ji która powinna by¢ u
hwy
onaprzed wykonaniem programu. Wyra»aj¡
 si� bardziej formalnie, mamy
〈M, {}〉 → FAILw systemie tranzy
ji zde�niowanym na slajda
h 47, 48 oraz na slajdzie 46 (u»ywaj¡
stylu �ewalua
yjnego kontekstu� Wright'a i Felleisen'a (1994)). Kon�gura
je systemutranzy
ji s¡ dwojakiego rodzaju:1Poniewa» zmienna u nie pojawia si� w 
iele wyra»enia M , najbardziej wewn�trzne wyra»enie letw M jest jedynie sposobem zakodowania sekwen
ji (r := λx′(ref !x′)); (!r)() we fragmen
ie j�zykaML który u»ywamy 
elem ilustra
ji przedstawiany
h zagadnie«.
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Rysunek 46: Tranzycje Midi-ML włączające referencje (1/3)

〈!x, s〉 → 〈s(x), s〉 jeśli x ∈ dom(s)

〈!V, s〉 → FAIL jeśli V nie jest zmienną

〈x := V ′, s〉 → 〈(), s[x 7→ V ′]〉

〈V := V ′, s〉 → FAIL jeśli V nie jest zmienną

〈ref V, s〉 → 〈x, s[x 7→ V ]〉 gdzie x /∈ dom(s)

gdzie V zmienia się po wartościach:

V ::= x | λx(M) | () | true | false | nil | V :: V

• Para 〈M, s〉, gdzie M jest wyra»eniem ML, za± s jest stanem (ang. state), zde�-niowanym jako sko«
zona funk
ja przyporz¡dkowuj¡
a zmiennym, x, (tutaj b�-d¡
ymi u»ywane jako lokaliza
je pami�
i) syntakty
zne warto±
i (ang. values),
V . (Mo»liwe formaty V dla naszego fragmentu j�zyka ML s¡ zde�niowane naslajdzie 46.) Co wi�
ej, aby taka para mogªa by¢ kon�gura
j¡, musi by¢ speª-niony nast�puj¡
y warunek �dobrego uformowania�: zmienne wolne wyra»enia Moraz ka»dej warto±
i s(x) (gdzie x przyjmuje warto±
i z dom(s)), powinny by¢zawarte w sko«
zonym zbiorze dom(s).

• Symbol FAIL, reprezentuj¡
y bª¡d w 
zasie wykonania (ang. run-time error).(Nota
ja s[x 7→ V ] u»yta na slajdzie 46 ozna
za stan o dziedzinie zde�niowanejjako dom(s) ∪ {x}, odzwier
iedlaj¡
y x do V , a w innym przypadku za
howuj¡
y si�jak s.)Aksjomaty i reguªy induk
yjnie de�niuj¡
e system tranzy
ji dla Midi-ML s¡ przed-stawione na slajda
h 46-48.4.2 Przywró
enie niezawodno±
i systemu typówSedno problemu opisanego w poprzednim podrozdziale le»y w fak
ie, »e typowaniewyra»e« taki
h jak let r = ref M1 in M2 u»ywaj¡
 reguªy (let) pozwala lokaliza
jipami�
i (zwi¡zanej z) r posiada¢ s
hemat typów σ generalizuj¡
y typ referen
ji typu
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Rysunek 47: System tranzycji dla języka Midi-ML (2/3)

• 〈if true then M1 else M2, s〉 → 〈M1, s〉

• 〈if false then M1 else M2, s〉 → 〈M2, s〉

• 〈if V then M1 else M2, s〉 → FAIL, jeśli V /∈ {true, false}

• 〈(λx(M)) V ′, s〉 → 〈M [V ′/x], s〉

• 〈V V ′, s〉 → FAIL, jeśli V nie jest abstrakcją funkcji

• 〈let x = V in M, s〉 → 〈M [V/x], s〉

• 〈match nil with nil ⇒ M | x1 :: x2 ⇒ M ′, s〉 → 〈M, s〉

• 〈match V1 :: V2 with nil ⇒ M | x1 :: x2 ⇒ M ′, s〉 → 〈M ′[V1/x1, V2/x2], s〉

• 〈match V with nil ⇒ M | x1 :: x2 ⇒ M ′, s〉 → FAIL, jeśli V nie jest ani nil

ani cons-wartością
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Rysunek 48: System tranzycji dla języka Midi-ML (3/3)

•
〈M, s〉 → 〈M ′, s′〉

〈E [ M ], s〉 → 〈E [ M ′ ], s′〉
•

〈M, s〉 → FAIL

〈E [ M ], s〉 → FAIL

gdzie V przyjmuje wartości (ang. values):

V ::= x | λx(M) | () | true | false | nil | V :: V

E przyjmuje konteksty ewaluacyjne (ang. evaluation contexts):

E ::= − | if E then M else M | E M | V E | let x = E in M

| E :: M | V :: E | match E with nil ⇒ M ′|′ x :: x ⇒ M

| ref E | !E | E := M | V := E

i E [ M ] oznacza wyrażenie w języku Midi-ML, które powstało przez zamianę wszyst-

kich wystąpień “−” w E na M .wyra»enia M1. Wyst¡pienia r w M2 odnosz¡ si� do tej samej, dzielonej lokaliza
ji, iewalua
ja M2 mo»e spowodowa¢ przypisania do tej dzielonej lokaliza
ji, 
o ograni
zamo»liwy typ dalszy
h wyst¡pie« r. Ale z drugiej strony reguªa typowania pozwala tymwszystkim wyst¡pieniom r mie¢ dowolny typ który jest spe
jaliza
j¡ s
hematu σ, i towªa±nie mo»e prowadzi¢ do przypisania typów do wyra»e« które nie s¡ bezpie
zne, takjak to widzieli±my w naszym przykªadzie.Mo»emy unikn¡¢ tego problemu przez wymy±lenie systemu typów, który zapobiegageneraliza
ji zmienny
h typu wyst�puj¡
y
h w typa
h dzielony
h lokaliza
ji pami�
i.Kilka sposobów takiego dziaªania zostaªo zaproponowany
h w literaturze: zob. i
hprzegl¡d w (Wright 1995). Jedno z rozwi¡za« zaadaptowane w oryginalnej de�ni
jiStandardowego ML z 1990 roku (Milner, Tofte, i Harper 1990), zostaªo zapropono-wane przez Tofte'go (1990). Zakªadaªo ono podzielenie zbioru zmienny
h typu na dwa(przeli
zalne, niesko«
zone) poªowy, �aplikatywne zmienne typu� (przybieraj¡
e nazwy
α) oraz �imperatywne zmienne typu� (nazwy _α). Wtedy reguªa (ref) jest ograni
zonaprzez wymóg aby t jedynie zaprz�gaªo imperatywne zmienne typu; innymi sªowy pryn-
ypalny s
hemat typu wyra»enia λx(ref x) staje si� ∀_α(_α → _α ref ), ra
zej ni»
∀α(α → α ref ). Ponadto, i 
o najistotniejsze, reguªa (let) (slajd 30) jest ograni
zonaprzez wymaganie aby kiedy s
hemat typu σ = ∀A(t) przypisany do wyra»enia M1 jesttaki, »e A zawiera imperatywne zmienne typu, to M1 musi by¢ wtedy warto±
i¡ (a wi�
w sz
zególno±
i jego ewalua
ja nie tworzy ±wie»ej lokaliza
ji pami�
i).To rozwi¡zanie t� ma zalet�, »e w tym nowym systemie typów typowalno±¢ wy-
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Rysunek 49: Warunkowa reguła typowania dla let-wyrażeń

(letv)

Γ ⊢ M1 : t1

Γ, x : ∀A(t1) ⊢ M2 : t2

Γ ⊢ let x = M1 in M2 : t2
(*)

(*) jeśli jest spełnione że x /∈ dom(Γ) oraz

A =







{} gdy M1 nie jest wartością,

wzt(t1) − wzt(Γ) gdy M1 jest wartością.

(Przypomnijmy, że wartości zdefiniowaliśmy następująco

V ::= x | λx(M) | () | true | false | nil | V :: V .)ra»e« nie zaprz�gaj¡
y
h referen
ji jest dokªadnie taka sama jak w starym systemie.Jednak»e, ma te» i wad�, »e system typów 
zyni niestety ró»ni
� mi�dzy wyra»eniamiktóre pod wzgl�dem za
howania s¡ równowa»ne (tj. takie które powinny by¢ kon-tekstowo ekwiwalentne). Dla przykªadu, jest wiele funk
ji operuj¡
y
h na lista
h,które mog¡ by¢ zde�niowane w 
zysto funk
yjnym fragmen
ie j�zyka ML przez re-kuren
yjne de�ni
je, ale które maj¡ bardziej efektywne de�ni
je u»ywaj¡
 lokalny
hreferen
ji. Niestety, je±li s
hemat typów poprzedniej de�ni
ji jest 
zym± na ksztaªt
∀α(α list → α list), to s
hematem typów tej ostatniej mo»e równie dobrze by¢ innys
hemat typów ∀_α(_α list → _α list). Tak wi�
 nie b�dziemy w stanie u»ywa¢dwó
h wersji takiej funk
ji zamiennie!Autorzy ponownie przemy±lanej de�ni
ji Standardowego ML (Milner, Tofte, Har-per, Ma
Queen), z roku 1996, zaadoptowali prostsze rozwi¡zanie, zaproponowane nie-zale»nie przez Wright'a (1995). Usuwa ono rozró»nienie mi�dzy aplikatywnymi i impe-ratywnymi zmiennymi typu (w efek
ie, wszystkie zmienne typu s¡ imperatywne, 
ho¢zwy
zajowo u»ywane s¡ symbole α, α′), pod
zas gdy utrzymana jest ograni
zona dowarto±
i formuªa reguªy (let), tak jak j¡ pokazano na slajdzie 49. Tak wi�
 nasza wer-sja tego systemu typów bazuje dokªadnie na tej samej formule typu, s
hematu typów,oraz ±rodowiska typowania jak w
ze±niej, z rela
j¡ typowania generowan¡ induk
yjnieprzez aksjomaty i reguªy na slajdzie 27�30 i 44, za wyj¡tkiem »e aplikatywno±¢ reguªy(let) jest ograni
zona, w taki sposób jak pokazano na slajdzie 49.Przykªad Wyra»enie na slajdzie 45 nie jest typowalne w systemie typów dla Midi-ML, otrzymanym w wyniku zast¡pienia reguªy (let) przez warunkow¡, ograni
zaj¡
¡-warto±¢ reguª� (letv) zde�niowan¡ na slajdzie 49 (utrzymuj¡
 nie zmienione wszystkie



4.2 Przywró
enie niezawodno±
i systemu typów 39inne aksjomaty i reguªy).Dowód. Z uwagi na format tego wyra»enia, ostatnia reguªa u»yta w dowodzie jegotypowalno±
i musi ko«
zy¢ si� u»y
iem (letv). Z powodu ubo
znego warunku w tejregule oraz faktu »e ref λx(x) nie jest warto±
i¡, reguªa musi by¢ aplikowana z A = {}.To powoduje prób� typowania
let u = (r := λx′(ref !x′)) in (!r)() (7)w ±rodowisku typowania Γ = {r : (α → α) ref }. Ale to nie jest mo»liwe, poniewa»zmienna typu α nie jest uniwersalnie kwanty�kowana (6 ∀α) w tym ±rodowisku, pod
zasgdy dwie instan
je zmiennej r w (7) maj¡ dwa ró»ne implikowane typy (a mianowi
ie

(α ref → α ref ) ref oraz (unit → unit) ref ).Powy»szy przykªad jest w 
aªkowitym porz¡dku, ale sk¡d mamy wiedzie¢, »e osi¡-gn�li±my peªne bezpie
ze«stwo z tym systemem typów dla j�zyka Midi-ML ? Odpo-wiedz le»y w formalnym dowodzie wªasno±
i niezawodno±
i systemu typów (ang. typesoundness), zde�niowanej na slajdzie 11. Aby udowodni¢ ten rezultat, nale»y wpierwsformuªowa¢ de�ni
j� typowania dla ogólny
h kon�gura
ji 〈M, s〉 kiedy stan s nie jestpusty, i wów
zas pokaza¢ »e
• typowanie jest utrzymane przez kroki tranzy
ji, →;
• je±li kon�gura
ja mo»e by¢ typowana, to nie mo»e pozwoli¢ na tranzy
j� (przej-±
ie) do stanu FAIL.A wi�
 sekwen
ja tranzy
ji od tego rodzaju dobrze typowanej kon�gura
ji nigdy niemo»e prowadzi¢ do kon�gura
ji FAIL. Nie mamy 
zasu aby poda¢ sz
zegóªy takiegodowodu w tym 
yklu wykªadów: osoby zainteresowane odsyªamy do (Wright, Felleisen1994; Harper 1994), gdzie s¡ przykªady podobny
h rezultatów niezawodno±
i systemutypów.Jakkolwiek reguªa typowania (letv) rze
zywi±
ie pozwala na osi¡gni�
ie niezawod-no±
i systemu typów dla polimor�
zny
h referen
ji w przyjemnie ªatwy sposób, to jed-nak nie ozna
za to, »e pewne wyra»enia nie zawieraj¡
e referen
ji które s¡ typowanew oryginalnym systemie typów j�zyka ML s¡ w
i¡» typowane w systemie z warunkow¡reguª¡ (letv). Wright (1995, rozdziaªy 3.2 i 3.3) przeanalizowaª tego konsekwen
je, iwykazaª, »e (na sz
z�±
ie) nie jest to zawad¡ w u»ywaniu Standardowego ML w prak-ty
e.
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Rysunek 50: Niezawodność systemu typów dla Midi-ML

Dla dowolnego domkniętego wyrażenia M w języku Midi-ML, jeśli istnieje jakiś sche-

mat typów σ dla którego

⊢ M : σ

jest udowadnialne w systemie typów z warunkową regułą typowania dla let (aksjo-

maty i reguły na Slajdach 27–29, 44 i 49), to wtedy ewaluacja M nie prowadzi do

błędu, t.j. nie istnieje sekwencja tranzycji w formie

〈M, {}〉 → . . . → FAIL

dla systemu tranzycji → zdefiniowanego na slajdach 46–48 (gdzie {} oznacza stan

pusty).


