Problem plecakowy

Dane wejsciowe

’

Pojemnos¢
plecaka: 7

- waga:1
N\ wartosé: 2

{;\} ' \ o waga:l
Wy : '&Si\“« 1.
ééﬁ‘k&\ S wartosé: 1
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Problem
Ktére przedmioty nalezy wtozyc
= do plecaka, aby ich wartos¢ byta
& e s .
{_;; %\I, jak najwieksza, i aby zmiescity
£ . $ sie do plecaka?
W W gy
'-;-*;(_‘M g waga: 3

waga: 2
wartosc: 3

wartosc: 6

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska



Problem plecakowy

Dane wejsciowe

z

Pojemnos¢
plecaka: 7

s waga: 3
waga: 2 wartosé: 7
wartosc: 3

waga: 3
wartosé: 6

Dane wejsciowe w postaci tabelarycznej

n - liczba przedmiotow

p,;— wartosc¢ i-tego przedmiotu
w;— waga Ii-tego przedmiotu
c- pojemnosc¢ plecaka

X;— zmienna decyzyjna

Cel: maxz DiX;
i

Ograniczenia: Z WiX; < C
i

Rozwigzanie optymalne:
E3

x = {x;, X, X5}

Sumaryczna waga: 7

Sumaryczna wartos¢: 15
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Problem plecakowy

Problem optymalizacyjny

— Znajdz podzbidr elementdw, ktdre zmieszczg sie do
plecaka a suma ich wartosci bedzie maksymalna —

Definicja problemu

Dany jest zbidr n elementdéw (kazdy ma wartos¢ p;
oraz wage w;) i plecak o pojemnosci ¢; x; — zmienna
decyzyjna. Znajdz podzbior elementodw, dla ktérego:

maxz PiXi
i
z Wi X; <c
i

Rozwigzanie problemu
Zbior elementdw, ktdrych wartosé jest maksymalna, a
ich waga nie przekracza pojemnosci plecaka.

Klasa ztozonosci problemu

Jest to problem trudny obliczeniowo. Problem
optymalizacyjny nalezy do klasy probleméw
NP-trudnych (w zwyktym sensie).

Problem decyzyjny

— Czy istnieje taki podzbior elementow w plecaku,
aby suma ich wartosci byta rowna co najmniej b? —

Definicja problemu

Dany jest zbior n elementéw (kazdy ma wartos¢ p;
oraz wage w,), plecak o pojemnosci ¢, wartosc
progowa b; x; — zmienna decyzyjna. Znajdz podzbior
elementow, dla ktorego:

Zpixi = b
i

ZWiXi <c
i

Rozwigzanie problemu
Odpowiedz: TAK (istnieje taki podzbidr elementdow)
lub NIE (nie istnieje taki podzbidr elementdw).

Klasa ztozonosci problemu
Jest to problem trudny obliczeniowo. Wersja
decyzyjna jest w klasie probleméw NP-zupetnych.
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Problem plecakowy — rézne warianty

Rodzaj problemu Dodatkowe ograniczenia

Dyskretny problem plecakowy

Binarny (0-1) x; € {0,1}
» kazdy element wystepuje tylko raz

Ograniczony x; € [0, b;]

» zdefiniowana jest liczba elementéw kazdego typu - b, x; €C

Nieograniczony x; =0

» brak ograniczenia na liczbe elementéw kazdego typu x; €C
Wielowymiarowy x; € {0,1}

» Plecak oraz elementy majg co najmniej 2 wymiary/parametry ¢; € N (c; = i-ty wymiar)

Ciggty problem plecakowy

» nie ma wymogu aby x; byto liczba catkowita x; =0

Ponadto wartosci parametréw p;, w;, n, ¢ sg liczbami naturalnymi. n,c € N,Vi_1 ,0iW; EN

W dalszej czesci bedziemy rozwazac tylko binarny problem plecakowy.
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Jak mozna rozwigza¢ problem plecakowy?

Algorytm zachtanny
(ang. Greedy algorithm)

A 4

Algorytm przyblizony:
------ » znajduje rozwigzanie
suboptymalne

Algorytm wyczerpujacy/sitowy
(ang. Exhaustive algorithm/Brute
force algorithm)

A\ 4

Problem plecakowy

Algorytmy doktadne:

znajduja rozwigzanie

Algorytm programowania
dynamicznego (ang. Dynamic
programming algorithm)

\ 4

optymalne
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Algorytm wyczerpujacy (sitowy)

Binarny problem plecakowy

Dane wejsciowe
c — pojemnosc plecaka
n — liczba przedmiotdw w zbiorze
X; —zmienna decyzyjna (czy i-ty przedmiot jest w zbiorze)
p; — wartos¢ i-tego przedmiotu
w; — waga i-tego przedmiotu

Cel
znajdz optymalne upakowanie plecaka (podzbiér przedmiotdw,
ktore mieszczg sie w plecaku i majg maksymalng sumaryczng wartosc)
Algorytm wyczerpujacy

Knapsack-brute-force ()
fmax = 0
Dla kazdej liczby X od 1 do 2°-1
zakoduj X w systemie binarnym na n bitach

W(X) = suma wag przedmiotdéd4w w plecaku
jesli W(X) < c //rozwigzanie dopuszczalne
f(X) = suma wartosci przedmiotdw w plecaku

jesli f£(X) > fmax
fmax = £ (X)
rozwliazanie = X

Algorytm sitowy
wykonuje peten przeglad
przestrzeni rozwigzan.

W(X) = zn P

i=1

f(X)=Zn Xi * Di

i=1
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Algorytm wyczerpujacy (sitowy): przyktad

Dane wejsciowe

c=8
n=4

RS

Al W N[ ~

N R LYES
o| ol w|

Rozwigzanie
optymalne

Przebieg dziatania algorytmu sitowego

X binarnie Rozwigzanie | Suma wag Czy Suma wartosci
X 4 | 3211 biezace W(X) dopuszczalne? f(X)
1 O[O0 O 1 {1} 2 + 4
2 0| O 1|0 {2} 1 + 2
3 0O 1 1 {1,2} 3 + 7
4 0 1 10]O0 {3} 4 + 6
5 0 11|10 1 {1,3} 6 + 10
6 0 1 1|0 {2,3} 5 + 9
7 0 1 1 1 {1,2,3} 7 + 13
8 1 O|l0]| O {4} 4 + 8
9 1 0|0 1 {1,4} 6 + 12
10 1 0 1|0 {2,4} 5 + 11
11 1 0|1 1 {1,2,4} 7 + 15
12 1 1 |10]O0 {3,4} 8 + 14
13 1 110 1 {1,3,4} 10 - 18
14 1 1 1|0 {2,3,4} 9 - 17
15 1 1 1 1 {1,2,3,4} 11 - 21

Zauwazmy, ze W rozwigzaniu optymalnym przedmioty nie wypetniajg catego plecaka.
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Algorytm zachtanny

Algorytm zachtanny (ang. greedy algorithm) to ogdlna technika algorytmiczna,
ktora polega na rozwigzywaniu problemu optymalizacyjnego w nastepujacy
sposob:

1. Algorytm w kazdym kroku dokonuje wyboru na podstawie oceny sgsiedztwa.

2. Wybiera przejscie do lokalnego optimum (zawsze przechodzi do najlepszego
rozwigzania sgsiedniego = decyzja zachtanna).

3. Jesli w danym kroku nie mozna polepszy¢ rozwigzania, algorytm zatrzymuje sie
i zwraca rozwigzanie biezgce jako rozwigzanie problemu.

Przyktad !
Cel: wejdz na najwyzszy
punkt masywu. X
"Z
A B
Rozwigzanie:

a) Zachtanny turysta, ktory startuje z pkt. A dotrze to pkt. X (rozwigzanie suboptymalne).
b) Zachtanny turysta, ktéry startuje z pkt. B dotrze do pkt. Y (rozwigzanie optymalne).
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Algorytm zachtanny

Projektujac algorytm zachtanny (dla dowolnego problemu optymalizacyjnego)

A\
AN
////’ \\\\\
///// \\ \\\
.7 ~ SS
LT S S
-, ,’ ~ ~o
g s 7 ~ ~
.7 R4 \\ \\\
e 7 7 ~ ~
-, s N SS
" 4 ‘/ \\ \\A
Okresl stan poczatkowy Zdefiniuj funkcje celu: co
(pierwsze rozwigzanie optymalizujesz i jak to obliczyé
czastkowe). dla rozwigzania biezgcego.
4 v \\
’ 7 ~
/// // \\\
’ 4 N
’ 4 ~
’ 4 S
, ’ So
» ./ A
Okresl jakie warunki musi Ustal funkcje wyboru:
spetniac rozwigzanie w jaki sposdb bedzie
dopuszczalne. Y w kazdym kroku wybierany

najlepszy element, ktory
zostanie dodany do
rozwigzania biezgcego.

Ustal warunki stopu.
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Algorytm zachtanny |

Binarny problem plecakowy

Dane wejsciowe Algorytm zachfanny
c — pojemnos¢ plecaka wybiera najbardziej
n — liczba elementéw w zbiorze opfacalne elementy
x, — zmienna decyzyjna (czy i-ty element jest w zbiorze) [ do_daje je do rozwia-
p, — wartos¢ i-tego elementu zania czastkowego.

w; — waga i-tego elementu
Cel
znajdz optymalne upakowanie plecaka (podzbiér przedmiotow,
ktére mieszczg sie w plecaku i majg maksymalng sumaryczng wartosé)

Algorytm zachtanny |

Knapsack-greedy-1I ()
Posortuj przedmioty nierosngco wzgledem ich wartosci (p;)
i =1 -
Wykonu]
jesli przedmiot i zmies$ci sie w plecaku //rozwigzanie dopuszczalne
doda]j przedmiot i do plecaka
i = i+l
dopbdki jest miejsce w plecaku oraz i<n
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Algorytm zachtanny I: przyktad

Dane wejsciowe Przebieg dziatania algorytmu zachtannego |
c=8 : o -
n=4 1. Posortowanie przedmiotéw nierosngco wzgledem wartosci (p;)
112 | 4 1(4]| 4.8
2 (1] 3 2|13|[4]6
31416 311|124
4 4 8 4 | 2 1| 3 id to oryginalny identyfikator przedmiotu,

2.

Rozwigzanie znalezione przez
algorytm zachtanny I: {3,4} ——
jest suboptymalne

Budowanie rozwigzania

(taki jaki przedmiot miat na wejsciu);
tutaj wpisane zostaty wtasnie te identyfikatory

Rozwigzanie | Suma wag | Suma wartosci | Miejsce w [ Elementy poza
biezgce W(X) f(X) plecaku plecakiem
{} 0 0 8 4,3,1,2
{4} 4 8 4 3,1,2
{4, 3} 8 14 0 1,2

Rozwigzaniem optymalnym jest zbidr przedmiotéw: {1,2,4}.
Algorytm zachtanny | nie znajdzie tego rozwigzania.
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Algorytm zachtanny Il

Binarny problem plecakowy

Dane wejsciowe Algorytm zachfanny
c — pojemnos¢ plecaka wybiera najbardziej
n — liczba elementéw w zbiorze opfacalne elementy
x, — zmienna decyzyjna (czy i-ty element jest w zbiorze) [ do_daje je do rozwia-
p, — wartos¢ i-tego elementu zania czastkowego.

w; — waga i-tego elementu
Cel
znajdz optymalne upakowanie plecaka (podzbiér przedmiotow,
ktére mieszczg sie w plecaku i majg maksymalng sumaryczng wartosé)

Algorytm zachtanny I

Knapsack-greedy-1I1 ()
Posortuj przedmioty niemalejgco wzgledem ich wag (w,)
i =1 -
Wykonu]
jesli przedmiot i zmies$ci sie w plecaku //rozwigzanie dopuszczalne
doda]j przedmiot i do plecaka
i = i+l
dopbdki jest miejsce w plecaku oraz i<n
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Algorytm zachtanny Il: przyktad

Dane wejsciowe

c=8

n=4

id | w, | p;
1 (2] 4
2 (113
3416
4 |1 4|8

Rozwigzanie znalezione przez
algorytm zachtanny Il: {1,2,3}
jest suboptymalne

Przebieg dziatania algorytmu zachtannego Il

1.

2.

id

-

p;

AN W[N] ==
AlWlIRL|N
H{H|N| RS

Bl W] bW

Budowanie rozwigzania

W;SW, <L SW

n

Posortowanie przedmiotéw niemalejgco wzgledem wag (w))

id to oryginalny identyfikator przedmiotu,
(taki jaki przedmiot miat na wejsciu);
tutaj wpisane zostaty wtasnie te identyfikatory

Rozwigzanie | Suma wag | Suma wartosci | Miejsce w [ Elementy poza
biezgce W(X) f(X) plecaku plecakiem
{} 0 0 8 2,1,3,4
2} 1 3 7 1,3,4
{2, 1} 3 7 5 3,4
{2,1, 3} 7 10 1 4

Rozwigzaniem optymalnym jest zbior przedmiotow: {1,2,4}. Algorytm zachtanny
Il znalaztby je gdyby wsérdd przedmiotdéw z tg samg wagg wybierat najpierw

przedmiot o wiekszej wartosci.
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Algorytm zachtanny IlI

Binarny problem plecakowy

Dane wejsciowe Algorytm zachfanny
c — pojemnos¢ plecaka wybiera najbardziej
n — liczba elementéw w zbiorze opfacalne elementy
x, — zmienna decyzyjna (czy i-ty element jest w zbiorze) [ do_daje je do rozwia-
p, — wartos¢ i-tego elementu zania czastkowego.

w; — waga i-tego elementu
Cel
znajdz optymalne upakowanie plecaka (podzbiér przedmiotow,
ktére mieszczg sie w plecaku i majg maksymalng sumaryczng wartosé)

Algorytm zachtanny lli

Knapsack-greedy-I1IT1 ()
Posortuj przedmioty nierosngaco wzgledem warto$ci na jednostke masy (p;/w,)
i=1 -
Wykonu]
jesli przedmiot i zmies$ci sie w plecaku //rozwigzanie dopuszczalne
doda]j przedmiot i do plecaka
i = i+l
dopbdki jest miejsce w plecaku oraz i<n
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Algorytm zachtanny lll: przyktad

Dane wejsciowe

c=38
n=4 L
id | w, | p;
1124
2 (1] 3
314/|6
4 | 4|8
2.

Rozwigzanie znalezione przez
algorytm zachtanny lll: {1,2,4}
jest optymalne —>

i |id|w|p |P/w
11213
211214 2
3(4|14|8]| 2

4 (314|615

Budowanie rozwigzania

Przebieg dziatania algorytmu zachtannego lli

masy (pi/w;)
b1y P2
w1 Wz -

"

EI“

Posortowanie przedmiotdw nierosngco wzgledem wartosci na jednostke

id to oryginalny identyfikator przedmiotu,
(taki jaki przedmiot miat na wejsciu);
tutaj wpisane zostaty wtasnie te identyfikatory

Rozwigzanie | Suma wag | Suma wartosci | Miejsce w [ Elementy poza
biezgce W(X) f(X) plecaku plecakiem
{} 0 0 8 2,1,4,3
2} 1 3 7 1, 4,3
{2, 1} 3 7 5 4,3
{2,1, 4} 7 15 1 3
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Algorytm zachtanny lll: kontrprzyktad

Dane wejsciowe

c=7

n=>5
id | w, | p;
1 (2|5
2 | 1] 4
3| 4|12
4 | 1] 2
513 (10

Przedmiot 3 jest pomijany na
tym etapie, gdyz nie zmiesci sie
do plecaka

Rozwigzanie znalezione przez
algorytm zachtanny lll: {2,5,1,4}
jest suboptymalne

Przebieg dziatania algorytmu zachtannego lli

1.

2.

 —

i |id | w, | p; | P/w,
1 2 i 4 4
2 5 3 |16 3,3
3 3 4 | 12 3

4 1] 2 2,5
5 4 1 2 2

Budowanie rozwigzania

masy (pi/w;)
b1y P2
w1 Wz -

"

EI“

Posortowanie przedmiotdw nierosngco wzgledem wartosci na jednostke

id to oryginalny identyfikator przedmiotu,
(taki jaki przedmiot miat na wejsciu);
tutaj wpisane zostaty wtasnie te identyfikatory

Rozwigzanie | Suma wag | Suma wartosci | Miejsce w | Elementy poza
biezgce W(X) f(X) plecaku plecakiem
{ 0 0 7 2,5,3,1,4
{2} 1 4 6 53,1,4
{2, 5} 4 14 3 3,1,4
{2,5,1} 6 19 1 3,4
{2,5, 1, 4} 7 21 0 3

Rozwigzaniem optymalnym jest zbidr przedmiotéw: {5,3}, fmax=22. Dla tego
problemu algorytm zachtanny Il nie znajdzie rozwigzania optymalnego
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Metoda programowania dynamicznego (PD)

Kiedy powstata metoda Programowania Dynamicznego?

Twadrca podejscia jest Richard Bellman - 1952r. PD jest to strategia projektowania algorytmow stosowana
przewaznie do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Na czym polega metoda PD?

1) rozwiaz problem dla jednego elementu przy réznych wartosciach parametru sterujgcego i zapamietaj wyniki

2) dodaj nastepny element do problemu

3) zbuduj rozwigzanie problemu powiekszonego o nowy sktadnik dokonujgc optymalnego wyboru w oparciu o
poprzednio zapisane rozwigzania

Kiedy mozemy zastosowac PD?

PD opiera sie na podziale rozwigzywanego problemu na podproblemy wzgledem kilku parametréow (np. liczba
elementow w plecaku lub pojemnosc¢ plecaka). W odrdznieniu od techniki ,dziel i zwyciezaj’, w PD podproblemy
nie sq rozigczne i cechuje je wtasnos¢ optymalnej struktury. Zastosowanie dla tego typu probleméw metody
sitowej (brute force) prowadzi do ponad-wielomianowej liczby rozwigzan podproblemoéw, podczas gdy liczba
réznych podproblemow jest wielomianowa.
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Metoda programowania dynamicznego (PD)

Wiasnos¢ optymalnej struktury: dany problem ma wtasnos¢ optymalnej struktury jesli jego optymalne
rozwigzanie jest funkcjg optymalnych rozwigzan podprobleméw. Optymalne rozwigzanie problemu dla k-tego
etapu jest jednoczesnie rozwigzaniem optymalnych dla wszystkich etapdw po nim nastepujacych: k+ 1, k+ 2 ,..., n.
Zatem optymalne rozwigzanie pierwszego etapu stanowi podstawe do uzyskania optymalnego rozwigzania na
kazdym kolejnym etapie dla catego problemu

Co oznacza, ze podproblemy nie s roztaczne?

* Na przyktad dla ciggu Fibbonacciego jesli chcemy wyznaczy¢ element n-ty (x,, = x,,_1 + X,_»), to musimy
wyznaczy¢ wszystkie elementy od x, do x,_; (to s3 nasze podproblemy). Jesli zapiszemy wszystkie elementy w
tablicy (ich wartosci sie nie zmieniajg) to wyznaczajac element x,,, mozemy bazowa¢ na wyznaczonych
poprzednio elementach.

* Symbol Newtona (Z) = #Lk),
n 1 diak=0lubk =n
mozna wyznaczy¢ wzorem rekurencyjnym (k) = (n — 1) + (n — 1) dla0 < k <n
k—1 k
) , . (n—=1y ., . (n—1 , o (n—2
Woéwczas, zaréwno wyznaczenie K—1) jak i k) bedzie wymagato wyznaczenia k—1/)"

Niektore podproblemy bytyby wywotane wyktadniczg liczbe razy podczas gdy liczba réznych podprobleméw do
wyznaczenia jest rowna O(n?).
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Metoda programowania dynamicznego (PD)

Co jest potrzebne aby zaprojektowac algorytm technikg PD?

Nalezy sformutowac rownanie rekurencyjne Bellmana dla problemu (tj. rownanie opisujgce optymalna
wartos¢ funkcji celu dla problemu, ktére wykorzysta wyznaczone optymalne rozwigzania podprobleméw o
mniejszych rozmiarach). Poszczegdlne rozwigzania dla mniejszych podprobleméw zapisywane sg w tablicy.

Przyktady zastosowan dla problemow:

* Problem znajdowania najdtuzszego wspolnego podciggu

* Problem plecakowy

* Problem dopasowania ciggdw znakowych (algorytm Needelmana-Wunscha)
* Problem optymalnego nawiasowania macierzy

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw wykorzystujgcych technike PD zalezy od klasy ztozonosci problemow,
ktore te algorytmy rozwigzujg. PD zazwyczaj stosuje sie do rozwigzania problemoéw trudnych obliczeniowo,
aby skrodcic¢ czas obliczen. Mozna je takze stosowac do rozwigzania problemoéw z klasy P.

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD dla problemu plecakowego

Binarny problem plecakowy Algorytm programowania

Dane wejsciowe dynamicznego rozwigzuje
c — pojemnosc plecaka optymalnie podproblemy (mniej
n — liczba elementéw w zbiorze elementdéw, mniejszy plecak) i na
X; —zmienna decyzyjna (czy i-ty element jest w zbiorze) ich podstawie buduje rozwigzanie
p, — wartos¢ i-tego elementu problemu wejsciowego.

w; — waga i-tego elementu

Cel
znajdz optymalne upakowanie plecaka (podzbidr przedmiotéw, ktdore mieszczg sie w plecaku i majg
maksymalng sumaryczng wartosc)

Algorytm programowania dynamicznego

a) Struktury danych
Macierz kosztow/macierz PD — przechowuje rozwigzania podproblemoéw (kolejne wartosci funkcji celu)
Macierz decyzyjna (opcjonalna) — przechowuje wartos$ci zmiennych decyzyjnych

b) Funkcja rekurencyjna Bellmana (sposdb wypetniania macierzy PD)

VI[0,j1 =VI[i0] =

o (VIi-1,j] if w;>j
Vi il = {max{V[i — 1L, Vli-1Lj-wl+p} if wi<j
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Algorytm PD dla problem plecakowego: funkcja rekurencyjna Bellmana

Funkcja rekurencyjna Bellmana

V[0,j]=0 <========- Dodatkowy, zerowy wiersz w macierzy PD (wyzerowany).

V[i0]=0 <--=—=---- Dodatkowa, zerowa kolumna w macierzy PD (wyzerowana).

Jesli i-ty element nie miesci sie w plecaku,
Vii—1,j] if w;>j <= WezZ rozwazanle'optymalne obliczone, gdy
tego elementu nie byto. x, =0

max{V[i—1,j],V[i—1,j—w;]|+p;} if w;<j .
~

\\
~
~
\\
~

Jesli i-ty element miesci sie w plecaku, wez maksimum z wartosci:

- Plecaka bez i-tego elementu (x; = 0)
Plecaka z i-tym elementem (x; = 1). Wéwczas w plecaku musi by¢ miejsce na ten

element (zréb miejsce: pomniejsz j - aktualny rozmiar plecaka o wage i-tego
elementu i do rozwigzania optymalnego dodaj wartos¢ i-tego elementu).
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Algorytm PD: przyktad (wypetnianie macierzy kosztéw)

Dane wejsciowe V[0,j]=VI[i,0] =0
c=8 x;=0
n=4 VIl = V[i—1,j] if wi>j
: bJ max{V[ —1.]];Vi_1'j_Wi]+pi} if wi<j
id | w, | p; =0 x=1
1 2 4
2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V
3 4 6
4 4 8 J 0 2 3 4 5 6 7

0.0 0 0 0 0

o
/o
o+7: -
D

Wiersz dla elementu nr 1 1 0 R A e 4 4 4
Wiersz dla elementu nr 2 2 0
Wiersz dla elementu nr 3 3 0
Wiersz dla elementu nr n 4 0

' | |

Kolumna j odpowiada plecakowi o pojemnosci j.
Rozpatrujemy co sie zmiesci w plecaku, jesli jest

dostepnych od 1 do c jednostek jego pojemnosci.

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (wypetnianie macierzy kosztéw)

x.=0
Dane wejéciowe ! . . .
J VIij] = Vii—1,j] if w;>j
c=8 ’ max{V[i—1,j]1,V[i—1,j—w] +p;} if w; <]
n=4 X; = 0 .
id | w, | p;
1 2 4
2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V
3 4 6
4 4 8 i J 0 1 2
0 0 0 0
1 0 0 4
N3 | +3
~
2 | o [f3 | % e
4
3 0 i
4 0 i

Komoarka V[2,2]. Wybieramy maksimum dwadch wartosci:

max{V[1,2],V[1,2-w,]+p,} = max{4,V[1,1]+3} = max{4,3} =4

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

Dane wejsciowe

c=8

n=4
id | w, | p;
1 (2] 4
2 1] 3
3141|6
4 [ 4 | 8
Rozwigzanie
f =15

A co jest w plecaku?

x;=0

Vi, ] = Vii—1,j] if w;>j

NV max(Vi—= 1)1, Vli-Lj—wl +p} if w; <]
x;=0 x;=1
Macierz programowania dynamicznego V
; J 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 4 4 4 4
2 0 3 4 7 7 7 7 7 7
3 0 3 4 7 7 9 10 13 13
4 | o | 3| a | 7| 8 | 11| 12]15 (15)

To jest rozwigzanie optymalne:

maksymalna warto$¢ funkgji celu f*
(max. suma wartosci elementdw w plecaku).

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

x;=0
Dane wejsciowe VIi-1,]] if w >
V Pl = ) l

c=8 [6,]] {max{V[i —1j],Vli-1j—-w]+p} if wi<j
n=4 x;=0 x;=1

id | w, | p;

1 2 4

2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V

3 4 6

4 1 4|8 J 0 1 2 3 4 5 6 7 8

3 0 3 4 7 7 9 10 13 *13

4 0 3 4 7 8 11 12 15 *15

Rozwigzanie Poréwnanie wartosci V[i,j] z wartoscig V[i-1,j] (wiersz powyzej)
f =15 pozwala stwierdzi¢ czy element i-ty jest w rozwigzaniu:
X = {X,} * VI[ij]l = V[i-1,j] > element i-ty nie zostaf zabrany; x, = 0

* V[ijl > V[i-1,j] — element i-ty jest w plecaku; x, =1

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

x;=0
Dane wejsciowe VIi-1,]] if w >
V Pl = ) l

c=8 [6,]] {max{V[i —1j],Vli-1j—-w]+p} if wi<j
n=4 x;=0 x;=1

id | w, | p;

1 2 4

2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V

3 4 6

4 1 4|8 J 0 1 2 3 4 5 6 7 8

e

3 0 3 4 7 7 <_{ 10 13 13
-\
4 0 3 4 7 8 11 12 15 1715

Rozwigzanie . L L , -

=15 * ldziemy do V[i-1,j-w/], na podstawie ktdrej wyznaczylismy V[i].

X" = {x,} * Czy x4 jest w rozwigzaniu? V[3,4] = V[2,4], wiec x5 nie jest w rozwigzaniu.
L

Przesuwamy sie o wiersz w gore, sprawdzamy czy X, jest w rozwigzaniu.
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

x;=0
Dane wejsciowe VIi-1,]] if w >
V Pl = ) l

c=8 [6,]] {max{V[i —1j],Vli-1j—-w]+p} if wi<j
n=4 x;=0 x;=1

id | w, | p;

1 2 4

2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V

3 4 6

4 1 4|8 J 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Rozwigzanie
f*= 15 * V[2,4] > V[1,4], wigc x, jest w rozwigzaniu.
X = {Xp, X4} * Przesuwamy sie o wiersz w gore, sprawdzamy czy x, jest w rozwigzaniu.
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

Dane wejsciowe

c=8

n=4
id | w, | p;
1 (2] 4
2 1] 3
3141|6
4 [ 4 | 8
Rozwigzanie
f =15

X" ={Xy, X5, X}

x;=0
VIij] = VIi—1,j] if wi>j
NV max(Vi—= 1)1, Vli-Lj—wl +p} if w; <]
x;=0 x;=1
Macierz programowania dynamicznego V
; J 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 0 A 0 0 0 0 0 0
1 | ol o | a |Ya | a | a ]| a]| a]| a
AN
2 0 3 4 7 S 7 A 7 7 7 7
3 | o | 3| a | 7| 7L 9 | 10] 13] 13
\\
4 0 3 4 7 8 11 12 15 115

* V[1,3] > VI[0,3], wiec x, jest w rozwigzaniu.

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

Dane wejsciowe

c=8

n=4

id | w, | p;
1 (2] 4
2 (113
3416
4 |1 4|8

Rozwiazanie
f =15
X" = {Xy, X, X}

x;=0
VIij] = V[i—1,j] if w;>j
NV max(Vi—= 1)1, Vli-Lj—wl +p} if w; <]
x;=0 x;=1
Macierz programowania dynamicznego V
; J 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 ‘O\ 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 4 4 4 4
AN
2 0 3 4 7 S 7 A 7 7 7 7
3 | o | 3| a | 7| 7L 9 | 10] 13] 13
\\
4 0 3 4 7 8 11 12 15 115

* DoszliSmy do wiersza zerowego. Koniec.

Rozwigzanie mozna tez zapisaé¢ w postaci wektora X=[1,1,0,1]

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

Dane wejsciowe

c=8

n=4

id | w, | p;
1 (2| 4
2 | 1|3
3416

Rozwigzanie
f =15
X" = {Xq, X,, X}

x;=0
VI j] = V[i—1,j] if wp>j
NV max(Vi—= 1)1, Vli-Lj—wl +p} if w; <]
x;=0 x;=1
Macierz programowania dynamicznego V
i J 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 “&& 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 4 4 4 4
AN
2 0 3 4 7 S 7 A 7 7 7 7
3 | o | 3| a | 7| 7L 9 | 10] 13] 13
\\
4 0 3 4 7 8 11 12 15 115

X, zajat 2 jednostki pojemnosci plecaka, x, — 1 jednostke, x, — 4 jednostki.

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: przyktad (odczytywanie rozwigzania)

Macierz programowania dynamicznego V

Dane wejsciowe .
N\J 0 1 2 3 4
c=8 I
id | wi | P 1 | o] o 4| 4| a
1 2 4 .
> 1 3 2 0 3 4 7 7
3146 3 0 3 4 7 7
4 [ 4 | 8
4 0 3 4 7 8
Rozwigzanie Macierz decyzyjna X
f =15
X" = {Xy, Xy, Xg} . j 1 2 3 4

tatwo jest znalez¢ rozwigzanie gdy mamy
dodatkowa macierz decyzyjna:

* X[ijl=1 > x.ex”. Idz do X[i-1, j-w]. 3 0 0 0 0
* X[i,j]=0 = x.&x". I1dz do X[i-1,j].
Ale macierz ta pochtfania dodatkowg pamiec. 4 0 0 0 1
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Algorytm PD: co jeszcze mozemy odczytac z macierzy kosztow?

Dane wejsciowe Macierz programowania dynamicznego V
c=8
id | w; | p; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 (2] 4
> 113 1 0 0 4 4 4 4 4 4 4
3141|6 2 0 3 4 7 7 7 7 7 7
4 | 4| 8
3 0 3 4 7 7 9 10 13 13
4 0 3 4 7 8 11 12 15 15
Ta macierz PD zawiera optymalne rozwigzania podprobleméw naszego problemu plecakowego:
* Rozwigzanie naszego problemu dla plecaka o dowolnej pojemnoscice{1, 2, 3,4, 5, 6, 7}
* Rozwigzanie problemu dla podzbioru elementdw {1, 2, 3} albo dla podzbioru {1, 2}.
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Algorytm PD: co jeszcze mozemy odczyta z macierzy kosztéw?

Dane wejsciowe Macierz programowania dynamicznego V

c=8

n=4 ; J 0 1 2 6
id | w; | p 0 0 0 0 0
1 (2] 4 —
> 113 1 0 0 4 A 4
3]a]s 2 | o | 3| al 7

3 0 3 4 — 10

Przyktadowo odczytajmy rozwigzanie podproblemu:
c=6

n=3
id [ w, | p, R*ozwiqzanie
> | 2 f =10
X" = {Xy, X3}
1 3 17 73
4 | 6

M. Szachniuk & A. Swiercz, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Algorytm PD: co zrobic jesli w zbiorze elementdéw pojawi sie dodatkowy element?

Dane wejsciowe V[0,j]=VI[i,0] =0
c=8
n=5 v = (V= L] if wi>j
: P T max{VIi - L], VIi— 1j—wil +p} if wi<)
id | w, | p;
1 (2] 4
2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V
3141|6
4 1 4|8 : J 0 1 2 3 4 5 6 7 8
513 |7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 4 4 4 4
2 0 3 4 7 7 7 7 7 7
3 0 3 4 7 7 9 10 13 13
. . . 4 0 3 4 7 8 11 12 15 15
Dodajemy kolejny wiersz
i obliczamy wartosci 5
komorek w tym wierszu.
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Algorytm PD: co zrobic jesli chcemy powiekszy¢ plecak?

Dane wejsciowe V[0,j]=VI[i,0] =0

c=10
n=5 v = (V=L if wi>j
: P M max{Vi - 1,71, VIi—1,j —w] +p} if wi<]j
id | w, | p;
1 2 | 4
2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V
31416
41438 : J| o 1 2 3 5 6 7 8 10
5 3 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 4 4 4
2 0 3 4 7 7 7 7 7
3 0 3 4 7 9 10 13 13
Dodajemy kolejne
Jemy £o'e] 4 | o | 3| 4| 7 11 | 12 | 15 | 15
kolumny i obliczamy
wartosci komorek 5
w tych kolumnach.
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Algorytm PD: czasami problem ma wiecej niz jedno rozwigzanie optymalne

Dane wejsciowe V[0,j]=VI[i,0] =0
c=7
n=>5 VIl = V[i—1,j] if wi>j
: P T max{VIi - L], VIi— 1j—wil +p} if wi<)
id | w; | p;
1 2 4
2 (1|3 Macierz programowania dynamicznego V
3 4 6
414 |8 : J 0 1 2 3 4 5 6 7
5 3 7

V[i-1,j] = V[i-1,j-w/]+p;, czyli mamy wiecej

niz jedno rozwigzanie optymalne: 3 0 3 4 7 7 9 10 13
* rozwigzanie z i-tym elementem
w plecaku (xiex*); 4 0 3 4 7 8 11 12 15

* rozwigzanie bez i-tego elementu

w plecaku (x;&x"). 5 0 0 0 7 10 11 14 15

N v 4

V[i'lrj] = V[i'lrj'wi]'l'pi
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Algorytm PD: czasami problem ma wiecej niz jedno rozwigzanie optymalne

Dane wejsciowe

c=7

n=>5

id | w, | p;
1 (2] 4
2 (113
3416
4 |1 4|8
513 |7

Mozemy odczytaé wszystkie
rozwigzania, jesli zapamietalismy
gdzies$, ze byta taka sytuacja (np.
w macierzy decyzyjnej, ktora
wtedy nie moze by¢ boolowska).

v[o,j] =VI[i,0] =0

o (VIi-1,j] yowi>J
Vil = {maX{V[i —LAVIE-Li-wiltpd if wis)

Macierz programowania dynamicznego V

~
2 0 3 4 7 7 7 7 7
t
3 0«3 4 7 7/ 9 10 13

\-
<1 | 12 [y
\ 1

s | o] o | o 7 |10] 11| 14 '(‘155 =15

W optymalnym plecaku mamy: x,* = {x,, x5} lub x;" = {x;, x,, X,}
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Ztozonos¢ obliczeniowa i pamieciowa algorytmoéw dla problemu plecakowego

Ztozonos¢ obliczeniowa Ztozono$¢ pamieciowa

Algorytm zachtanny
Ztozonos¢ algorytmu zachtannego jest taka jak

ztozonos¢ algorytmu sortowania: O(n-log,n)
Algorytm zachtanny

sortowanie O(n-log,n) Ztozonoé¢ liniowa: O(n)

+ budowanie rozwigzania po posortowaniu O(n)

= (n-log,n) + n = n-(log,n + 1)

W notacji O (pomijamy state): O(n-log,n)

Algorytm wyczerpujacy/sitowy Algorytm wyczerpujacy/sitowy
Ztozonos$¢ wyktadnicza: O(2") Ztozonos¢ liniowa: O(n)
Algorytm programowania dynamicznego Algorytm programowania dynamicznego
Ztozono$¢ pseudowielomianowa: O(n-c) Ztozono$¢ pseudowielomianowa: O(n-c)
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