Graf i digraf

Graf G=(V,E) to struktura, ktdra sktada sie ze zbioru wierzchotkdw V oraz zbioru krawedzi E:
V={v,v,vs..,v}
E={e, e, e .. e,},gdzieV_, . e=(uv):uveV

Liczbe n wierzchotkdw w grafie nazywamy rzedem grafu G.
Liczbe m krawedzi w grafie nazywamy rozmiarem grafu G.

Graf nieskierowany Digraf = graf skierowany
(krawedzie nieskierowane) (tuki = krawedzie skierowane)
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Cechy graféow

Jesli krawedz wchodzi lub wychodzi z wierzchotka to méwimy, ze jest
z nim incydentna.

Liczba krawedzi incydentnych z wierzchotkiem v, w grafie
nieskierowanym to stopien wierzchotka v,. W grafie skierowanym kazdy
wierzchotek ma:

* stopien wejsciowy (liczba krawedzi wchodzacych do tego

wierzchotka, ang. in-degree) oraz
* stopien wyjsciowy (liczba krawedzi wychodzacych, ang. out-degree).

Jesli krawedz wychodzi i wchodzi do tego samego wierzchotka to
nazywamy jg petla wtasna.

Multigraf to taki graf, w ktorym wystepujg petle i krawedzie wielokrotne.
Jesli dwa wierzchoftki u, v sg potgczone kilkoma krawedziami to mowimy,
ze krawedzie te tworzg krawedz wielokrotna.

Graf prosty to graf bez petli wtasnych i krawedzi wielokrotnych.

Graf petny to graf, w ktérym kazda para wierzchotkdow jest potgczona
n(n-1)

krawedzig. Taki graf ma m=——— krawedzi, gdzie n to liczba
wierzchotkéw grafu.
Graf rzadki to graf, ktéry ma niewiele krawedzi: m<<n? (m - liczba

krawedzi, n — liczba wierzchotkéw grafu).

krawedz
wielokrotna

petla wtasna
wielokrotna

petla
witasna

Multigraf
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Sciezka, droga i cykl

Sciezka w grafie G=(V,E) to skofczony cigg wierzchotkéw tego grafu. Sciezke w grafie G mozemy zapisa¢ tak:
Vi > Vg > Vigp = o > Vi, 8dzie V, ;) v,€ V. Dhugosé Sciezki to liczba jej krawedzi.

Sciezka prosta to $ciezka, w ktdrej wierzchotki nie powtarzajg sie
Droga w grafie G=(V,E) to skonczony cigg krawedzi/tukéw tego grafu.
Cykl w grafie G=(V,E) to Sciezka zamknieta, tj. Sciezka, w ktorej pierwszy wierzchotek jest jednoczesnie ostatnim.

Graf zawierajacy cykl to graf cykliczny. Graf, w ktorym nie ma cyklu to graf acykliczny.

Graf nieskierowany cykliczny Digraf acykliczny
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Reprezentacje maszynowe grafu

Graf G=(V,E), gdzie V to lista wierzchotkdw (| V|=n), a E to lista krawedzi/tukéw (| E|=m) mozna zapisac
maszynowo stosujgc jedng z reprezentacji:

Struktura danych Rozmiar® Graf Graf
nieskierowany | skierowany

Macierz sgsiedztwa nxn \ \
Macierz incydencji nxm v \

Lista krawedzi m v v

Lista incydencji/sgsiedztwa n+m v

Lista nastepnikow n+m \

Lista poprzednikow n+m v
Macierz grafu nx(n+4) v

" Inaczej mozna powiedzie¢, ze jest to ztozono$¢ pamieciowa i zapisaé¢ w notacji O, np. dla
macierzy sgsiedztwa ztozono$¢ pamieciowa bedzie wynosita O(n?).

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska



Reprezentacje maszynowe grafu: macierz sgsiedztwa

Macierz sgsiedztwa M dla grafu nieskierowanego G=(V,E)
* marozmiar |V|?
* numer wiersza macierzy = numer wierzchotka grafu

* numer kolumny macierzy = numer wierzchotka grafu

* MI[ij]=1iff w grafie G istnieje krawedz (v;, v;)

*  ML[i,j]=0iff w grafie G nie istnieje krawedz (v;, v;)

I

Macierz sgsiedztwa dla grafu nieskierowanego jest symetryczna
wzgledem gtéwne] przekatnej. Cata informacja o strukturze
grafu jest zawarta w potowie macierzy pod (lub nad) przekatna.

Zaleta: bardzo szybka mozliwos¢ sprawdzenia czy istnieje
krawedz miedzy dwoma wierzchotkami.

1 2 3 5
1 0 1 1 1
2 1 0 1 1
3 1 1 0 0
4 0 1 1 1
5 1 1 0 0
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz sgsiedztwa

Macierz sgsiedztwa M dla grafu skierowanego G=(V,E)

ma rozmiar |V|?
numer wiersza macierzy = numer wierzchotka grafu

numer kolumny macierzy = numer wierzchotka grafu

M[i,j]=1 iff w grafie G istnieje tuk (v, v))
M[i,j]=-1 iff w grafie G istnieje tuk (v, v))
M[i,j]=0 iff w grafie G nie istnieje tuk migdzy v, v,

Macierz sasiedztwa dla grafu skierowanego nie

symetryczna wzgledem gtéwnej przekatnej ale jej potowa jest

wystarczajgca do odwzorowania petnej informacji o grafie.

1 2 3 4 5
1 0 1 -1 0 i -1
2 +-1: 01 -1 1 1
3 1 1 0 -1 0
4 01 -1 1 01 -1
5 1 -1 0 1 0
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz incydencji

Macierz incydencji M dla grafu nieskierowanego G=(V,E)
* marozmiar |V|x|E]|
* numer wiersza macierzy = numer wierzchotka grafu

* numer kolumny macierzy = numer\etykieta krawedzi grafu

*  Mlij]=1iff w grafie G wierzchotek v; jest incydentny z
krawedzig e;
*  MIij]=0iff w grafie G nie ma incydencji miedzy

wierzchotkiem v; i krawedzig e;

Jest to bardzo nieefektywna reprezentacja. Nie poleca sie jej

stosowania w praktyce.
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz incydencji

Macierz incydencji M dla grafu skierowanego G=(V,E)

ma rozmiar |V|x|E]|
numer wiersza macierzy = numer wierzchotka grafu

numer kolumny macierzy = numer\etykieta tuku

M[i,j]=-1 iff w grafie G tuk e;wychodzi z wierzchotka v,

M[i,j]=1 iff w grafie G tuk e;wchodzi do wierzchotka v;
M[i,j]=2 iff w grafie G fuk e;jest petlg wtasnag
M[i,j]1=0 iff w grafie G nie ma incydencji miedzy

wierzchotkiem v; i fukiem e;

1:12:3:4:5:161:7:8
1111110001 01:0
2{1:0:{0:{1:-1{-1:01%0
3:0:-1:0:-1:0:0:1:0
4:0:0:0:0:!0i12:i1:-1
5:10:0:-1:0:1:0:0:-1
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Reprezentacje maszynowe grafu: lista krawedzi

1 2

1 3 Lista krawedzi dla grafu

1 e nieskierowanego G=(V,E)

y ; * marozmiar |E]|

! * tareprezentacja jest czesto
4 3 stosowana dla graféw rzadkich
2 4

2 5

3 1

3 2 ! 2

3 4 ! 3

4 2 ! >

Ty —> 5 1 3

5 2 3 4

5 4 4 15

Komentarz:

Liste krawedzi dla grafu nieskierowanego mozemy
stworzy¢ tak, ze dla kazdego wierzchotka
zapiszemy na tej liscie wszystkie incydentne z nim
krawedzie. Wtedy lista bedzie miata rozmiar
2x|E|, poniewaz kazda krawedZ wystgpi na liscie
dwukrotnie.

Nie jest to jednak konieczne (ani optymalne z
punktu widzenia pamieci). Dlatego na liscie kazdg
krawedZ pojedynczo zachowujgc regute, ze
wpisujemy krawedz (i,j) wtedy, gdy i<j, czyli np.
jesli mamy krawedz miedzy wierzchotkiem 1i 4, to
wpiszemy jg jako (1,4) ale juz nie jako (4,1).
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Reprezentacje maszynowe grafu: lista krawedzi

Lista krawedzi dla digrafu G=(V,E)

* marozmiar |E|

* tareprezentacja jest czesto

stosowana dla graféw rzadkich

G O AT W WI NN
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Reprezentacje maszynowe grafu: lista incydencji/sgsiedztwa

Lista incydenc;ji (lista sgsiedztwa) dla grafu nieskierowanego G=(V,E)
*  marozmiar |V|+]|E|
* z kazdym wierzchotkiem zwigzana jest lista jego sgsiadow

(wierzchotkdw, z ktérymi jest on potgczony krawedzig)

(2)

1525355

2>1->3—->4->5

351524

4—>2—->3->5

551->2->4
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Reprezentacje maszynowe grafu: lista nastepnikéw i lista poprzednikéw

Lista nastepnikow dla digrafu G=(V,E) Lista poprzednikéw dla digrafu G=(V,E)

* marozmiar |V|+]E]| * marozmiar |V|+]E]|

» kazdy wierzchofek jest gtowa listy » kazdy wierzchoftek jest gtowa listy
zawierajgcej jego nastepniki zawierajacej jego poprzedniki

1->2 1->3->5
25455 2->1->3
3512 354
4—3 4—>2—->5
55154 552
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz grafu

Macierz grafu M dla grafu skierowanego G=(V,E)

ma rozmiar |V |x(|V]|+4)

Macierz wypetniamy w taki sposdb:

a) Komoérki M[ij], dla i, j=1..|V| przyjmujg wartosci:

M(i,j] € <

((=|V],—1) jesli (v, v;) € E A (vj,v;) € E
0, [V]) jesli (v;,v;) €En(vj,v;) ¢ E
(JVI+1,2:|V]) jesli (vi,vj) ¢ E A (vj, vl-) €EE
\(2'|V|+113'|V|> jesli (vi,vj) EEA (vj,vi) €EE

b) Dodatkowo:

Komorka M[i, | V| +1] zawiera pierwszy nastepnik v, (0 jesli brak)
Komorka M[i, | V|+2] zawiera pierwszy poprzednik v; (0 jesli brak)
Komorka M[i, |V|+3|] zawiera pierwszy nieincydentny z v,

Komérka M[i,|V+4|] zawiera pierwszy z cyklu (ta kolumna jest
uzywana w przypadku multigraféw)

SNi1i2i3iais|ei7is
1{-4{21{10{-4{10|2 {31
2i8i-2i8i5i5[4i1i2
3i{2i{2i5{9i-5[1}{4i3
4i-4i{10{3i4f{10[3i{21i1
5{4i7!54i-5[1}21i3
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz grafu

Lista nastepnikow L, Lista poprzednikéw L, Lista brak incydencji L,

152 1->3->5 114
2545 2-51->3 22

3512 354 35355
4—-3 4—>2->5 4->1->4
55>1->4 552 55355

W przypadku, gdy wierzchotek nie ma nastepnika/poprzednika/nieincydentnego na liscie wpisujemy 0 (na potrzeby
wypetnienie macierzy grafu). Na liscie braku incydencji zaznaczamy tez brak petli wtasnych.

Krok 1. R

SNi141213:4:5/|61471:8
Wypetnienie komorek M[i, | V|+1] (tj. kolumna 6): tu 1 2 2
W wierszu i wpisujemy pierwszy nastepnik
. . 2 5:5 | 4
wierzchotka v; z listy L.
31212 1
Wypetniamy komaérke M[i,j] jesli istnieje tuk v.—v..
P . . / 4 3 3
Do komarki M[i,j] wstawiamy numer ostatniego
nastepnika wierzchotka v; z listy L, 5 4 4 1
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz grafu

Lista nastepnikow L, Lista poprzednikéw L, Lista brak incydencji L,

152 1->3->5 114
2>4->5 2513 22

3512 354 35355
4—-3 4—>2->5 4->1->4
55>1->4 5->2 55355

W przypadku, gdy wierzchotek nie ma nastepnika/poprzednika/nieincydentnego na liscie wpisujemy 0 (na potrzeby
wypetnienie macierzy grafu). Na liscie braku incydencji zaznaczamy tez brak petli wtasnych.

Krok 2. Ni1i2i3i4i5|6i{7;i8
Wypetnienie komadrek M[i, | V|+2] (tj. kolumna 7): 1 2 110 10| 2 ¢ 3
tu w wierszu i wpisujemy pierwszy poprzednik > | g 3 5 s | a 1
wierzchotka v; z listy L,
31212 9 11 4

Wypetniamy komadrke M[i,j] jesli istnieje tuk v.—v..

ypetniamy komorke MIij] Je eV 4 10 3 10312
Do komarki M[i,j] wstawiamy sume numeru
ostatniego poprzednika wierzchotka v; z listy L, 5 4 7 4 1 2

liczby wierzchotkdw w grafie. Np. M[2,1]=3+5=8
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Reprezentacje maszynowe grafu: macierz grafu

Lista nastepnikow L, Lista poprzednikéw L, Lista brak incydencji L,

152 1>3-55 1514
25455 2->1->73 2->2

35>1->2 3>4 3>3->5
43 4—>2->5 4514
55154 552 55355

W przypadku, gdy wierzchotek nie ma nastepnika/poprzednika/nieincydentnego na liscie wpisujemy 0 (na potrzeby
wypetnienie macierzy grafu). Na liscie braku incydencji zaznaczamy tez brak petli wtasnych.

Krok 3. .

Wypetnienie komadrek M[i, | V|+3] (tj. kolumna 8):
tu w wierszu i wpisujemy pierwszy wierzchotek
nieincydentny z wierzchotkiem v; z listy L.

Wypetniamy komadrke M[i,j] jesli nie istnieje tuk
migdzy v; oraz v;. Do komorki M[i,j] wstawiamy
numer ostatniego wierzchotka nieincydentnego
z wierzchotkiem v; z listy L; ze znakiem minus.

(0's)
N
00
U
Ul
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Wi im!WINIR] O
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Reprezentacje maszynowe grafu

Podstawowe operacje dla réznych reprezentacji maszynowych grafu G=(V,E), gdzie V to lista wierzchotkow
(|V]=n), a E to lista krawedzi/tukow (| E|=m) majg nastepujgce ztozonosci (oszacowanie najgorszego przypadku):

Struktura danych

Sprawdzenie istnienia
jednej krawedzi

Przejrzenie wszystkich
sgsiadow wierzchotka*

Przejrzenie

wszystkich krawedzi

Macierz sgsiedztwa 0O(1) O(n) O(n?)
Macierz incydencji O(m) O(m) O(m)
Lista krawedzi O(m) O(m) O(m)
Lista incydenc;ji O(n) O(n) O(m)
Lista nastepnikow O(n) O(n) O(m)
Lista poprzednikow O(n) O(n) O(m)
Macierz grafu 0O(1) O(n) O(m)

*tj. wierzchotkow sgsiednich (w grafie nieskierowanym) lub nastepnikdéw/poprzednikéw (w digrafie)

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Metody przechodzenia grafu

Metody przechodzenia grafu (w celu odwiedzenia wszystkich jego wierzchotkéw):

1. Przechodzenie grafu w gtab (DFS, Depth First Search)

metoda dziata na tej samej zasadzie, co pre-order dla drzewa

2. Przechodzenie grafu wszerz (BFS, Breadth First Search)

metoda dziata na tej samej zasadzie, co level-order dla drzewa

Obie metody majg zastosowanie zarowno dla grafow nieskierowanych jak i skierowanych, cyklicznych
i acyklicznych. Od przechodzenia drzewa (in-order, level-order) réznig sie tym, ze muszg miec

zabezpieczenie przed zapetleniem (np. w przypadku cyklu w grafie).

Ich czas dziatania (ztozonos$¢) zalezy od zastosowanej reprezentacji maszynowej grafu, ktéra
determinuje czas dostepu do potrzebnych informacji (np. znalezienia nastepnika biezgcego

wierzchotka).

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Metody przechodzenia grafu: DFS

Przechodzenie grafu w glgb (Depth First Search):

1.

Wybierz wierzchotek startowy v (np. ten o najmniejszym
indeksie lub ten o zerowym stopniu wejsciowym w digrafie).

Odwied? v, oznacz jako odwiedzony i odtdz na stosie.

Jesli istniejg nieodwiedzone nastepniki v to wybierz pierwszy
z nich (v < nastepnik(v)) i idz do pkt. 2.

Jesli wszystkie nastepniki v sg odwiedzone oraz odwiedzono
juz wszystkie wierzchotki grafu to koniec.

Jesli wszystkie nastepniki v sg odwiedzone ale nie
odwiedzono jeszcze wszystkich wierzchotkdw grafu zdejmij ze
stosu ostatni wierzchotek.

Jesli stos nie jest pusty to v < biezgcy wierzchotek na
szczycie stosu, w przeciwnym razie v <— dowolny
nieodwiedzony jeszcze wierzchotek grafu. Idz do pkt. 3.

DFS dla powyzszego grafu:
1,2,4,6,5,3

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska
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Metody przechodzenia grafu: DFS

DFS: pseudokod

DFS(G, u)
u.visited = true
for each v € G.Adj[u]
if v.visited == false
DFS(G, v)

init() {
foreachu € G
u.visited = false
foreachu €G
DFS(G, u)




Metody przechodzenia grafu: DFS

o

Wystartuj z wierzchotka v,

e

Idz w gtab grafu po nieodwiedzonych
wierzchotkach dopdki mozesz:
1525455

V¢ nhie ma nastepnika wiec wycofaj sig
do v,. Idz w gtab po kolejnych
nieodwiedzonych wierzchotkach
152-54-55(>4)—>7->3

DFS:
1,2,4,5,7,3,8,6

Z v, wycofaj sig po przebytej Sciezce do najblizszego
wierzchotka z nieodwiedzonym nastepnikiem (v,):
152-54-55(>4)>7->3(>7>4—->2-1)

Idz w gtab po kolejnych nieodwiedzonych wierzchotkach.
Z v¢ wycofaj sie po przebytej sciezce i zakoncz: 1 > 2 > 4 —
5(>4)>7->3(>7>54->52-51)—>8->6(—>8—>1)
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Metody przechodzenia grafu: BFS

Przechodzenie grafu wszerz (Breadth First Search):

1. Wybierz wierzchotek startowy v (np. ten o najmniejszym

indeksie lub ten o zerowym stopniu wejsciowym w digrafie).

2. Odwied? vioznacz jako odwiedzonego.

3. Jeédliistniejg nieodwiedzone nastepniki wierzchotka v
odwiedz je (w kolejnosci alfabetycznej) i oznacz jako
odwiedzone.

4. Jesli wszystkie wierzchotki grafu sg odwiedzone to koniec.

5. Dlai=1..liczba-nastepnikow-v
v < nastepnik(v)
idz do pkt. 2.

BFS dla powyzszego grafu:
1,2,3,5,6,4
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Metody przechodzenia grafu: DFS

BFS: pseudokod

BFS(G, u)
create stack Q
u.visited = true
Q.push(u)

while Q != empty
u = Q.pop()
for each v € G.Adj[u]
if vvisited == false
v.visited = true
Q.push(v)




Metody przechodzenia grafu: BFS

Wystartuj z wierzchotka v, Odwiedz nieodwiedzone nastepniki
v, = wierzchotek biezgcy wierzchotka biezgcego:
1-52->7->8

(8)—(©)
! (1)

raa

Odwiedz nieodwiedzone nastgpniki v,: Odwiedz nieodwiedzone nastepniki vg:

152>7>58—>4->3 12>7>8—>4—>3->6

Odwiedz nieodwiedzone nastepniki v,:
152-57-58->4

Odwiedz nieodwiedzone nastepniki v,:
1257583453565
Odwied? nieodwiedzone nast. v3, v, Vs.
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Metody przechodzenia grafu: DFS, BFS

W giab (DFS)
1,6,4,9,8,7,10,2,3,5

Cwiczenie

Wszerz (BFS)
1,6,10,4,9,8,7,2,3,5
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Sortowanie topologiczne

Sortowanie topologiczne grafu skierowanego G=(V, E) polega na liniowym uporzadkowaniu wierzchotkéw
tego grafu w taki sposéb, ze dla kazdej pary wierzchotkdw u, veV potgczonych tukiem z u do v, w porzadku
topologicznym u wystepuje przed v.

Sortowanie topologiczne grafu G jest mozliwe tylko wowczas, gdy G jest grafem skierowanym acyklicznym
(w skrécie jest to DAG — Directed Acyclic Graph).

To nie jest DAG To jest DAG To nie jest DAG
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Sortowanie topologiczne

Metody sortowania topologicznego wierzchotkdéw grafu:

1. Algorytm Kahna
sortowanie z usuwaniem wierzchotkdéw niezaleznych (majgcych zerowy stopient wejsciowy)
[Kahn AB (1962) Topological sorting of large networks. Communications of the ACM 5 (11):558-562]

2. Algorytm oparty na procedurze DFS
[Tarjan RE (1976) Edge-disjoint spanning trees and depth-first search. Acta Informatica,6(2):171-185]

3. Algorytmy réwnolegte
np. zrownoleglona wersja algorytmu Kahna

[Dekel E, Nassimi D, Sahni S (1981) Parallel matrix and graph algorithms. SIAM Journal on Computing
10(4):657-675]
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Sortowanie topologiczne: algorytm Kahna

Algorytm Kahna

Dane wejsciowe: skierowany acykliczny graf G=(V,E), gdzie V jest niepustym zbiorem

wierzchotkdw, E jest niepustym zbiorem tukéw.

1.
2.

Utworz liste L, na ktérg beda wstawiane wierzchotki w porzadku topologicznym.
Znajdz w grafie G=(V,E) wierzchotek niezalezny ueV, tj. taki wierzchotek, ktéry ma
zerowy stopien wejsciowy (ang. in-degree): in-deg(u) = 0.

Dopisz wierzchotek u na koniec listy L: L < u.

Usun wierzchotek u z grafu G=(V,E): V=V \ {u}.

Jesli graf G=(V,E) zawiera jeszcze jakie$ wierzchotki (V£J) idz do pkt. 2.

W przeciwnym razie koniec.

Dane wyjsciowe: Lista L zawierajgca wierzchotki grafu G posortowane topologicznie.

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska 28



Sortowanie topologiczne: algorytm Kahna

Krok 1.
in-deg(v,)=0
Posortowana lista [] < v,
Usun z grafu v, wraz z tukami wychodzgcymi
2
N
Krok 3. ®
in-deg(vg)=0

Posortowana lista [1, 10] <— v;
Usun z grafu vg wraz z tukami wychodzacymi

Krok 2.

Krok 4.

10

in-deg(v,,)=0
Posortowana lista [1] <— v,
Usun z grafu v,, wraz z tukami wychodzacymi

—@

in-deg(v,)=0
Posortowana lista [1, 10, 5] < v,
Usun z grafu v, wraz z tukami wychodzgcymi

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska

29



Sortowanie topologiczne: algorytm Kahna

Krok 5. Krok 6.
in-deg(v;)=in-deg(v,)=0
Posortowana lista [1, 10, 5, 2] < v, (bierzemy pierwszy)
Usun z grafu v, wraz z tukami wychodzgcymi

Krok 7. Krok 8.

in-deg(vg)=0
Posortowana lista [1, 10, 5, 2, 3, 7] < v,
Usun z grafu vg wraz z tukami wychodzacymi

in-deg(v,)=0
Posortowana lista [1, 10, 5, 2, 3] < v,
Usun z grafu v, wraz z tukami wychodzgcymi

in-deg(v,)=0
Posortowana lista [1, 10, 5, 2, 3, 7, 8] «— v,
Usun z grafu v, wraz z tukami wychodzgcymi
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Sortowanie topologiczne: algorytm Kahna

Krok 9. e Krok 10. @
in-deg(vg)=0 in-deg(v,)=0
Posortowana lista [1, 10, 5, 2, 3, 7, 8, 4] < v, Posortowana lista [1, 10, 5, 2, 3, 7, 8, 4, 6] < v,
Usun z grafu v wraz z tukami wychodzacymi Usun z grafu vq wraz z tukami wychodzacymi

Wierzchotki grafu posortowane topologicznie: 1, 10,5,2,3,7,8,4,6, 9

Graf w postaci liniowej z wierzchotkami uporzgdkowanymi topologicznie
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Sortowanie topologiczne: algorytm oparty na DFS

Algorytm oparty na DFS

Dane wejsciowe: skierowany acykliczny graf G=(V,E), gdzie V jest niepustym zbiorem wierzchotkéw, E jest

niepustym zbiorem tukéw.

© N O U kR~ wWDNPRE

9.

Przypisz wszystkim wierzchotkom grafu G kolor biaty.

Utworz liste L, na ktérg beda wstawiane wierzchotki w porzadku topologicznym.

Utwdrz stos S, na ktdry bedg wstawiane przetworzone wierzchotki.”

Wybierz w grafie G=(V,E) biaty wierzchotek startowy u (najlepiej jesli bedzie to wierzchotek niezalezny).
Odwiedz wierzchotek u, pokoloruj go na szaro.

Jesli istniejg biate nastepniki u to wybierz jeden z nich: u <— nastepnik(u). IdZ do pkt. 5.

Jesli u nie ma biatego nastepnika, pokoloruj u na czarno i wstaw na stos: S < u.

Cofnij sie do szarego poprzednika u na przebytej Sciezce jesli istnieje taki poprzednik: u < poprzednik(u)
oraz przejdz do pkt. 6.

Jesli u nie ma szarego poprzednika i wszystkie wierzchotki grafu G sg czarne (sg na stosie), idz do pkt. 11.

10. Jesli u nie ma szarego poprzednika i w grafie G sg jeszcze biate wierzchotki, idz do pkt. 4.

11. Dlaj=1..|V|: zdejmij i-ty wierzchotek ze stosu S i wpisz na koniec listy posortowanej: L < S(i).

Dane wyjSciowe: Lista L zawierajgca wierzchotki grafu G posortowane topologicznie.

*Zamiast implementowac stos, wierzchotki mozna od razu wstawiaé na liste L, ale zawsze na poczatek listy!
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Sortowanie topologiczne: algorytm oparty na DFS

DD

Krok 1.

Odwiedz wierzchotek startowy: v,
Pokoloruj go na szaro.

D— @D

Krok 7.

V4 hie ma biatych nastepnikow. Pokoloru;j
go na czarno i wrzu¢ na stos: S[] < vq

Kroki 2-6.

IdZz w gtab grafu (DFS) kolorujac
odwiedzane wierzchotki na szaro.

@‘\ g4
Kroki 8-11.

Wycofaj sie po sciezce do pierwszego wierzchotka,
majacego biate nastepniki. Wierzchotki, z ktérych sie
cofasz koloruj na czarno i wrzucaj na stos: S[3,4,6,9]
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Sortowanie topologiczne: algorytm oparty na DFS

o

IdZz w gtab grafu (DFS) po biatych
wierzchotkach kolorujgc je na szaro.

Kroki 12-13.

10

Kroki 15-17.

Wycofaj sie po sciezce do pierwszego wierzchotka, z
biatymi nastepnikami. Wierzchotki, z ktérych sie cofasz
koloruj na czarno i wrzucaj na stos: S[2,7,8,3,4,6,9]

Krok 14.

Vg nie ma biatych nastepnikow.

Pokoloruj go na czarno i wrzu¢ na stos:

S[3,4,6,9] < vg

Kroki 18-19.

IdZz w gtab grafu (DFS) po biatych
wierzchotkach kolorujac je na szaro.
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Sortowanie topologiczne: algorytm oparty na DFS

L K ©
10
Krok 20.

Kroki 21-22.
V: nie ma biatych nastepnikow. Wycofaj sie po $ciezce do pierwszego wierzchotka.
Pokoloruj go na czarno i wrzuc na Wierzchofki, z ktérych sie cofasz koloruj na czarno i
stos: S[2,7,8,3,4,6,9] <« v wrzucaj na stos: S[1,10,5,2,7,8,3,4,6,9]

Wszystkie wierzchotki w grafie sg czarne. Koniec.

Wierzchotki grafu posortowane topologicznie: 1, 10,5,2,7,8, 3,4, 6, 9

Graf w postaci liniowej z wierzchotkami uporzgdkowanymi topologicznie
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Sortowanie topologiczne

W jednym grafie skierowanym G moze istnie¢ wiele réznych porzadkow topologicznych jego wierzchotkow.

Przyktadowy graf G=(V,E)
v={1,2,3,4,5,6,7,8}
£={(1,4),(1,6),(2,4),(2,5),(3,5),
(3,8),(4,6),(4,7),(5,7),(5,8)}

Rézne uporzadkowania topologiczne
wierzchotkéw grafu G:

* 1,2,3,45,6,7,8

1,2,4,6,3,5,8,7

3,2,5,8,1,4,7,6

3,2,1,5,4,8,7,6

1,3,2,4,6,5,8,7
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Sortowanie topologiczne a cykl w grafie: Algorytm Kahna

Jesli w grafie, ktérego wierzchotki sortujemy topologicznie istnieje cykl, to moze on zostaé wykryty (tj.
algorytm moze stwierdzi¢ istnienie cyklu). Kiedy to sie dzieje:

Algorytm Kahna

 w kazdym kroku szuka w grafie niezaleznego wierzchotka (wierzchotka, do ktérego nie wchodza
zadne tuki), aby go wstawi¢ na posortowang liste, a nastepnie usuwa go z grafu wraz
z tukami wychodzgcymi.

* Jesli w ktérym$ momencie algorytm nie znajdzie ani jednego wierzchotka niezaleznego, ale w
grafie nadal sg jakies wierzchotki (tzn. nie wszystkie wierzchotki grafu wejsciowego znalazty sie na
liscie posortowanej), to znaczy, ze w pozostatej czesci grafu znajduje sie cykl.

* W takim przypadku sortowanie topologiczne zostaje przerwane (nie mozna uporzgdkowaé
topologicznie wierzchotkdw grafu).

Przykfad

in-deg(v;)=0
Posortowana lista [] < v,
Usun z grafu v; wraz z
tukami wychodzgcymi

Nie ma wierzchotka
bez wchodzacych
krawedzi. Cykl!
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Sortowanie topologiczne a cykl w grafie: algorytm oparty na DFS

Jesli w grafie, ktérego wierzchotki sortujemy topologicznie istnieje cykl, to moze on zostaé wykryty (tj.
algorytm moze stwierdzi¢ istnienie cyklu). Kiedy to sie dzieje:

Algorytm oparty na DFS

* wchodzac do biatego wierzchotka przeszukuje jego nastepniki. Nastepniki mogg by¢ biate (nie byty
jeszcze odwiedzone i mozna do nich wejs¢ w kolejnym kroku) lub czarne (zostaty juz odwiedzone i
wpisane na posortowana liste, a procedura wycofata sie z takich wierzchotkéw).

* Jesli w ktéorym$ momencie okaze sie, ze biaty wierzchotek, ktéry wiasnie odwiedzamy ma szarego
nastepnika, to znaczy, ze w grafie istnieje cykl.

* Do tego cyklu nalezy na pewno wierzchotek, w ktérym jesteSmy oraz jego szary nastepnik. W takim
przypadku sortowanie topologiczne zostaje przerwane (nie mozna uporzgdkowac topologicznie
wierzchotkéw grafu).

Przykfad

Odwiedz wierzchotek
startowy v,. Pokoloruj
g0 na szaro.

IdZz w gtab grafu (DFS) po
biatych wierzchotkach i

koloruj je na szaro. ve ma
szarego nastepnika. Cykl!
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