BST (Binary Search Tree) — binarne drzewo poszukiwan

BST jest to drzewo binarne T, w ktérym dla kazdego wezta w; w T jest spetniony warunek:
klucz,,; < klucz(w)) < klucz,,,,

l(w)) - lewy potomek wezta w, p(w;,) - prawy potomek wezta w,.

Zbudujmy drzewo BST wczytujgc do niego kolejno liczby (klucze) z ciggu:

8,2,5,14,1,10,12,13,6,9
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BST: wysokos¢ drzewa

Wysokos¢ drzewa to
* liczba poziomoéw tego drzewa bez wliczania poziomu, na ktérym jest korzen Drzewo, ktére sktada sie tylko
Inaczej mowiac z korzenia ma wysokosc 0.
* dtugos$é najdtuzszej sciezki miedzy korzeniem a lisSciem w drzewie
(dtugosé sciezki liczona jako liczba krawedzi miedzy dwoma weztami).

Wysokos$¢ drzewa binarnego zalezy wiec od jego struktury Klucze={8, 2, 5, 14, 10, 12, 13, 6, 9}
(od liczby pozioméw w drzewie): (wszystkie 3 drzewa zawierajg ten
* dla drzewa zdegenerowanego (winorosli): h=n-1 sam zbior kluczy)
* dla drzewa wywazonego i doktadnie wywazonego: h=|_(|ogzn)J
gdzie n to liczba elementéw (weztéw) w drzewie.

<«winorosl

h=5
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BST: wywazenie drzewa

Drzewo wywazone (zrownowazone, AVL) - drzewo binarne T, w
ktorym dla kazdego wezta w; w T bezwzgledna wartos¢ roznicy
miedzy wysokoscig h jego lewego i prawego poddrzewa wynosi
co najwyzej 1:

IhL(wi) - hP(wi)l <1

Drzewo doktadnie wywazone (DDW) - drzewo binarne T, w
ktorym dla kazdego wezta w; w T bezwzgledna wartos$¢ réznicy
miedzy liczbg N elementéw w jego lewym i prawym poddrzewie
Wynosi co najwyzej 1:

I N wiy = Npwipl <1

L(w,) -lewe poddrzewo wezta w;
P(w;) - prawe poddrzewo wezfa w;

To drzewo jest wywazone
(bezwzgledna réznica wysokosci obok kazdego klucza)

... ale nie jest doktadnie wywazone
(bezwzgledna rdéznica liczby elementéw
w poddrzewach obok kazdego klucza)
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BST: wysokos¢ drzewa a liczba elementéw

Pytanie: lle elementdw (liczb) n potrzeba, aby zbudowac¢ drzewo BST o wysokosci h?

» Jesli drzewo jest winoroslg, to w drzewie o wysokosSci h mozemy mieé n=h+1 elementdéw. Zatem h+1 to
minimalna liczba elementdw, ktérg potrzebujemy, aby zbudowac drzewo o wysokosci h.

e Jaka jest maksymalna liczba elementow?
Wynika to z wzoru na wysokos¢ drzewa wywazonego h=|_(Iog2n)J. Zatem n=2*1-1,

Odpowiedz?: Chcac zbudowaé drzewo o wysokosci h potrzebujemy mieé n kluczy, gdzie ne<h+1, 2h+1-1>,

Przyktadowe drzewa o wysokosci h=2

n=6
n=4 h=L(log,6)]
h=|(log,4) )< 2]=2 =|2,58]=2
n=3 =5 n=7
h=n-1 h=L(log,5)] h=L(log,7)]
(winorosl) =[2,32]=2 =12,8]=2
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BST: poziom w drzewie a liczba elementéw

Pytanie: lle maksymalnie elementéw (liczb) moze sie znajdowac w drzewie BST na poziomie L, tzn.
w odlegtosci L od korzenia?

Poziom Maksymalna
drzewa liczba weztéw
0 20 =1 (korzen) O

2 22=4

Odpowiedz: Na poziomie L drzewa BST moze sie znajdowaé maksymalnie 2t weztéw.
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AVL (Adelson-Velsky & Landis) — drzewo zréwnowazone/wywazone

AVL jest to zrwnowazone drzewo BST.
W drzewie AVL, kazdy wezet w; przechowuje klucz k; oraz wartos¢ wspofczynnika rownowagi bf,.

Wspatczynnik rownowagi wezta w; jest rowny réznicy miedzy wysokoscig lewego i prawego
poddrzewa tego wezfa:
bf{w;) = hy,;) - hpy

L(w,) -lewe poddrzewo wezta w;
P(w;) - prawe poddrzewo wezta w;

To jest drzewo AVL
(wspotczynnik rownowagi
obok kazdego klucza)

Adel’son-Vel’skii GM, Landis EM (1962) An algorithm for the
organization of information. Doklady Akademii Nauk SSSR 146: 263-266.
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AVL: budowanie drzewa

Metoda budowania drzewa AVL wykorzystujgca algorytm wyszukiwania potéwkowego:

1. Posortuj rosngco cigg kluczy, ktére wstawisz do drzewa AVL (dowolng metoda sortowania)

2.  Wybierz srodkowy element ciggu (= mediana) jako element biezgcy E

3.  Wstaw wybrany element do drzewa BST

4. Jesli w ciggu po lewej stronie elementu wybranego s3 jakies liczby, to wybierz element E, - Srodkowy element
podciggu lezgcego po lewej stronie od elementu biezgcego E i idZ do pkt 3. W przeciwnym przypadku koniec.

5. Jesli w ciggu po prawej stronie elementu wybranego sg jakies liczby, to wybierz element E; - sSrodkowy element

podciggu lezgcego po prawej stronie od elementu biezgcego E i idZ do pkt 3. W przeciwnym przypadku koniec.

Przyktad

Zbior liczb = {8, 2, 5, 14, 10, 12, 13, 6, 9}
Posortowany ciag: 2, 5, 6, 8,9, 10, 12, 13, 14
Pierwszy element drzewa (korzen): 9

9 jest mediang catego zbioru liczb.
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AVL: budowanie drzewa

Zbior liczb: {8, 2, 5, 14, 10, 12, 13,6, 9, 1, 4}

posortowany cigg liczbowy

1,2,4,5,6,8,9,10, 12,13, 14
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BST: wyszukiwanie elementu w drzewie

BST to struktura, ktora optymalizuje czas wyszukiwania elementéw w zbiorze liczb (ktére sg przechowywane
w tej strukturze).

Wyszukanie elementu polega na przejsciu drzewa od korzenia w dét dopdki element nie zostanie znaleziony
(jesli jest w drzewie) lub dopdki nie dojdziemy do liscia.

Sciezka poszukiwan jest zatem co najwyzej tak dtuga jak h - wysoko$¢ drzewa BST. Dlatego waine jest aby drzewo
byto zrownowazone (miato jak najmniejszg wysokos¢).

Procedura wyszukania elementu w drzewie BST ma ztozono$¢ obliczeniowga O(h).

Sciezka poszukiwania elementu o kluczu k=12 Sciezka poszukiwania elementu o kluczu k=7
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BST: wyszukiwanie min i max w drzewie

Minimum w drzewie BST

Element o najmniejszym kluczu znajduje sie w skrajnie lewym
wezle drzewa.

Skrajnie lewy element nie musi by¢ liSciem (moze to by¢ nawet
korzen drzewa). Element ten nie ma lewego potomka.

Maksimum w drzewie BST

Element o najwiekszym kluczu znajduje sie w skrajnie prawym
wezle drzewa. Podobnie jak w przypadku minimum, wezet ten
nie musi by¢ lisciem.

Poszukiwanie minimum (maksimum) polega na schodzeniu od
korzenia w lewo (prawo) dopdki istnieje lewy (prawy) potomek,
do ktérego mozna zejsé.
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BST: odwiedzanie wszystkich elementow drzewa

Metody przechodzenia wszystkich elementow drzewa binarnego

* pre-order (wzdtuzna): korzen, lewe poddrzewo, prawe poddrzewo

* in-oder (poprzeczna): lewe poddrzewo, korzen, prawe poddrzewo

* post-order (wsteczna): lewe poddrzewo, prawe poddrzewo, korzen

Ztozono$¢ obliczeniowa przechodzenia drzewa O(n).

pre-order (wzdtuzna): korzen, lewy, prawy

4,2,1,3,8,6,5,7,9

in-oder (poprzeczna): lewy, korzen, prawy

1,2,3,4,5,6,7,8,9

post-order (wsteczna): lewy, prawy, korzen

1,3,2,5,7,6,9,8,4
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BST: odwiedzanie wszystkich elementéw drzewa

Metody przechodzenia wszystkich elementow drzewa binarnego

* pre-order (wzdtuzna): korzen, lewe poddrzewo, prawe poddrzewo

* in-oder (poprzeczna): lewe poddrzewo, korzen, prawe poddrzewo

* post-order (wsteczna): lewe poddrzewo, prawe poddrzewo, korzen

pre-order (wzdtuzna): korzen, lewy, prawy
4,2,1,3,8,6,5,7,9

mozliwa kolejnos¢ dodawania elementéw
in-oder (poprzeczna): lewy, korzen, prawy
1,2,3,4,56,7,8,9

sortowanie elementéw drzewa
post-order (wsteczna): lewy, prawy, korzen
1,3,2,5,7,6,9,8,4

usuwanie drzewa element po elemencie
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BST: odwiedzanie wszystkich elementow drzewa

Cwiczenie

* pre-order (wzdtuzna): korzen, lewy, prawy

9214,8,5,7,15,11, 10, 13, 12, 14

* in-oder (poprzeczna): lewy, korzen, prawy

1,2,4,5,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15

* post-order (wsteczna): lewy, prawy, korzen

1,7,5,8,4,2,10, 12, 14,13, 11, 15,9
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BST: usuwanie elementu z drzewa

Usun wezet o kluczu k=6

Wyrdzniamy 3 przypadki:

1.
2.
3.

usuwanie liscia
usuwanie elementu, ktéry ma jednego potomka

usuwanie elementu, ktéry ma dwa wezty potomne
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BST: usuwanie elementu z drzewa

Usun wezet o kluczu k=9

Wyrdzniamy 3 przypadki:
1. usuwanie liscia
2. usuwanie elementu, ktéry ma jednego potomka

3. usuwanie elementu, ktéry ma dwa wezty potomne

Po usunieciu wybranego wezfa jego poddrzewa
zostajg w strukturze.

M. Szachniuk, Instytut Informatyki, Politechnika Poznariska

15



BST: usuwanie elementu z drzewa

e Wyrdzniamy 3 przypadki:
e @ 1. usuwanie liscia
o e @ @ 2. usuwanie elementu, ktéry ma jednego potomka
o @ 3. usuwanie elementu, ktéry ma dwa wezlty potomne

Usun wezet o kluczu k=8

W miejsce usuwanego wezta
: > wstawiamy klucz ,,sgsiedni”.
Cigg dalszy na nastepnej stronie...
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BST: usuwanie z drzewa elementu, ktéry ma dwa wezty potomne

Dane jest drzewo BST: Chcemy usungac z niego wezet o kluczu k=8

®)
(5) 13)
ONENO o
& @
10

Jesli posortujemy klucze tego W miejsce usu- W miejsce usu-
drzewa (np. metodg in-order), wanego trafia 9 wanego trafia 6
dostaniemy ciag:

2,5,6,8,9,10, 11, 12, 13, 14.

Usuniecie ,,8” polega na: e e
1. Wpisaniu w miejsce ,8”
wartosci sgsiedniej z ciggu e @ 9 @

posortowanego. Sg dwie

mozliwosci, tutaj: 6 lub 9. 9 e @ @ e @ @

2. Uruchomieniu  procedury (10) (12) (9}
usuniecia z drzewa wezfa, z

ktorego klucz przepisalismy. @
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BST: rownowazenie drzewa

Metody réwnowazenia drzewa (ztozonos¢ O(n)):
e Algorytm Martina-Nessa

* Posortowana lista kluczy trafia na stos, poszukiwanie mediany (przeszukiwanie potéwkowe)
i wstawianie do drzewa [Martin WA, Ness DN (1972) Optimal Binary Trees Grown with a Sorting
Algorithm. Communication of the ACM 15(2):88-93]

e Algorytm Day’a

* Przejscie drzewa w porzadku in-order, utworzenie listy posortowanej, seria rotacji w lewo [Day AC
(1976) Balancing a Binary Tree. Computer Journal XIX: 360-361]

* Algorytm Day’a-Stouta-Warrena (DSW)

* Modyfikacja algorytmu Day’a: utworzenie winorosli poprzez rotacje w prawo, seria rotacji w lewo
[Stout QF, Warren BL (1986) Tree Rebalancing in Optimal Time and Space. Communication of the

ACM 29(9):902-908]

* Algorytm Changa-lyengara

* Przejscie drzewa w porzadku in-order i odbudowanie drzewa z wykorzystaniem wyszukiwania
potdwkowego [Chang H, lyengar SS (1984) Efficient Algorithms To Globally Balance a Binary Search
Tree. Communication of the ACM 27(8):695-702]

* Algorytm rownowazenia przez usuwanie korzeni niezbalansowanych poddrzew

* lteracyjne usuwanie weztdéw o bezwzglednym wspodtczynniku rdwnowagi >1 i wstawianie ich kluczy
z powrotem do drzewa
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BST: rwnowazenie drzewa przez usuwanie korzenia

Rownowazenie przez usuwanie korzenia:

1. Przechodzac po drzewie od korzenia w kierunku lisci metodg BFS
(poziomami), znajdz pierwszy wezet w,, dla ktérego |bf;|>1, gdzie bf; to
wspotczynnik rownowagi wezta w,. Jesli nie ma takiego wezta to zakoncz
(drzewo jest zrbwnowazone). W przeciwnym razie idZ do pkt 2.

2. Usun wezet w; z drzewa (jesli w; ma dwa poddrzewa, to zastap w; weztem
z poddrzewa o wigkszej wysokosci). Nastepnie wstaw klucz k; z powrotem
do drzewa (k; to klucz usunigtego wezta w)).

. Zaktualizuj wspodtczynniki rownowagi w catym drzewie. Wro¢ do pkt 1.
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