Teoretyczne podstawy
programowania liniowego




R —

+ Elementy algebry liniowej



Kombinacja liniowa

\

Definicja
Kombinacja liniowa wektordéw (punktow) X1,Xy, ..., X, € R"

to wektor x € R" taki,ze x=YF, A;x;, gdzie JA,€R,
i=12,..,k.

Kombinacja liniowa jest nieujemna wtedy i tylko wtedy,
gdy‘v’i }{i >0, i=12,..,k.

Kombmaqa lmlowa wektorow jest wypukta, gdy jest
nieujemnaoraz Y.f ;= 1



Liniowa zaleznos¢

\

O wektorach x4, X5, ..., X3 € R® méwimy, ze tworzga uktad liniowo
niezalezny jezeli

K A4x;=0 (L, ERi=12,..,k)
wtedyitylko wtedy,gdyvVA;, =0 (i=12, ..,k
g l

Jezeli implikacja Zi-‘zl/lixi =0 =>4 =1, == A4 = 0 nie zachodzi,
to wektory x4, X, ..., X nazywamy liniowo zaleznymi, a zbidr tych
wektorow ukfadem liniowo zaleznym



\

« Z poprzednich definicji wynika, ze:
« Uktad wektorow jest liniowo zalezny, jezeli chociaz
jeden jest kombinacja liniowa pozostatych

* W uktadzie wektorow liniowo niezaleznych zadnego
wektora nie mozna przedstawic jako kombinacji liniowej
pozostatych

# Szczegdlnym przypadkiem s3 wersory przestrzeni R"



Twierdzenia1i 2

‘\

Twierdzenie

Dowolny ukfad wektorow zawierajgcy wektor zerowy jest
uktadem liniowo zaleznym

Twierdzenie

Maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektoréw w
przestrzeni R" wynosin

Whiosek

Dowolny uktadn + k (k = 1) wektoréw nalezacych do R™ jest
liniowo zalezny




Wektory rozpinajgce zbior
\

Definicja

Niech S ¢ R™. Ukfad wektoréw b4, b,, ..., b, € S rozpina zbiér S,
jezeli dla kazdego a € Sistniejg takie4; ER (i = 1,2, ..., k), ze
a= é‘zl A;b;, tzn. kazdy element a € S mozna przedstawic jako
kombinacje liniowg wektordw rozpinajacych b4, b,, ..., by.

Przyktad

S (0. 41 21, 2 wektor 2] ez [°]roinia i



Baza zbioru wektorow

‘\

Definicja

Bazg zbioru S nazywamy liniowo niezalezny ukfad wektoréw
by, by, ...,b, €S rozpinajgcy zbior S.

Przykfad

a) S = {[ﬂ ) [(1)] ) [;L] ) [(5)] ) [g]}, wektory [ﬂ oraz [(1)] rozpinajg zbidr S; i s3
jego bazg (s3 liniowo niezalezne).

b) S, = {[8] , [ﬂ , Eg ) [3] }, wektory [3] oraz [ﬂ rozpinaja zbiodr Sy, ale nie

s jego baza (sa liniowo zalezne).



Twierdzenie 3

\

Twierdzenie

Liczba wektorow stanowigcych baze zbioru S jest rowna
maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych wektoréw
nalezacych do S.

Whniosek

Dowolny zbior n liniowo niezaleznych wektorow
nalezacych do R" jest bazg przestrzeni R". Kazdy element
przestrzeni R™ mozna przedstawic¢ za pomoca tych
wektorow



Twierdzenie 4

‘\

Twierdzenie

Dla ustalonej bazy B = {by, by, ..., b, } zbioru S
dowolny wektor a € S mozna w jednoznaczny sposéb
przedstawic jako kombinacje liniowag wektorow bazy.




Twierdzenie 5

\

Twierdzenie

Niech B = {b4, b, ..., b, } bedzie baza zbioru S.
Jezelia € S spetnia nastepujgce warunki:
1) a#0
2) a=Y.  Ab;,gdzied, # 0
to zastgpienie wektora b, w bazie B wektorem a daje

zbiér wektoréw B’ = B —{b,.} U {a} bedacy nowa
bazg zbioru S.




\

B = {[ﬂ , B]} jest bazg w przestrzeni R? wektor [3]

jest nastepujgca kombinacja liniowa wektorow bazy:

ol =2 [1]-1-[;]
Poniewaz A; = 2 # 0 to na podstawie twierdzenia 5

mozna stworzy¢ nowg baze B’ = {[g] , E]} lub ze
wzgledunald, = —1 # 0 baze B"” = { ﬂ , [3]}



Bazy sgsiednie

‘\

Definicja
Dwie bazy nazywamy sasiednimi jesli réznig sie od
siebie tylko jednym wektorem



‘\

Jezeli zbidr S € R™ zawiera skoriczong liczbe n wektordw to

mozna go przedstawic w postaci macierzy typum n. Tj. jesli
§ ={ay,ay,...,a,}, toz wektoréw aj € S € R™ mozna utworzyc¢
macierz A = [aq,a,, ..., a,]



Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b
————

Dana macierz A = [a4, a3, ..., a,]| typum x n, gdzie
a]- € R™ dla] = 1,2, .., 1.

Jezeli rzad macierzy r(A) =gn, to macierz mozna
podzieli¢ na dwie czesci A = [Ag, Ag]l, gdzie:
Ag jest macierzg typum mirzedum ztozongz
kolumn bazowych macierzy A,
AR jest macierza typu m x (n — m) ztozona z
pozostatych kolumn.




Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b
- c.d.

‘\

Niech B oznacza zbior numerdéw kolumn macierzy A
bedacych baza tej macierzy B = {j1, j,, ) Jm}-
Wowczas Ag = [ajl, Aj,, e ajm], gdzie j, € Bdla
k=12, .., m



Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b

- c.d.

\

Zatézmy, ze mamy nastepujacy uktad rownan Ax = b,
ktory mozna przedstawic jako }.7_; ajx; = b, gdzie
i €ER (G=12,..,n)ijest sk’radowq wektora x co

mozna przedstaWIC jako 2 jep ajx s D i¢B Q; ] =b,

gdzie xj sg sktadowymi wektora X stojgcymi przy

kolumnach bazowych (j € B), a x;° sg sktadowymi
wektora x stojgcymi przy kolumnach niebazowych

(U €B)



Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b

- c.d.

\

Jezeli wektor x podzielimy na dwie czesci, to

B
otrzymamy wektor X = [’;R], gdzie x® € R™, a

_xf_ — xf —_
R - B _|x3 R x&
x* € R"™ przy czymx” =|"2 |,ax* =| "2
B R
X, | X7 —m-

Wektor xB ma m sktadowych poniewaz r(A) = m.



Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b
- c.d.

‘\

Uktad sprowadza sie wiec do postaci:
ABXB + ARXR =b

gdzie:
x}B to zmienne bazowe

X} to zmienne niebazowe (wtdrne)

B

x” wektor zmiennych bazowych

R

X" wektor zmiennych bazowych



Od macierzy A do rozwigzania uktadu Ax=b

- c.d.

\

Zatem:
xB = Az'b — Azt AgxR
Jesli w uktadzie Ax = b ustalimy dowolng baze Ag sktadajaca

sie z kolumn macierzy A, to wektor zmiennych bazowych x5
mozna przedstawié powyzszg zaleznoscia.

Jezeli xR ustalimy w dowolny sposéb, a nastepnie
B
wyznaczymy xZ, to rozwigzanie x = [XR] jest rozwigzaniem
X
uktaduAx =b.



‘\

Uktad:
X1 +Xx, +2x3—Xx, =6
Xy — X3+ 2x4 = 2

Co jest rownowazne zapisowi:

ol + [l + [ 2] + [5]% = 3]

Jednazbazto Ap = [(1) ﬂ, zmienne x4i x, bedg zmiennymi

bazowymi, czyli x& = [Z], natomiast Ap = [_21 _21] ,axk = [ii]



Przyktad - c.d.

Uktad mozna zapisac jako:

o llel+ 5 ZIEI=[

Macierz odwrotna

el
Stad
e P ] e e 5 P Bt s |
Czyli
X1 =4 —3x3+ 3x,
Xy =2+ x3—2x4
Jezeli teraz ustalimy dowolne x3 i x, np.x3 = 1ix, = 2,towdwczasx; = 7ax, = —1.

Jest to jedno z wielu rozwigzan tego uktadu.



Rozwigzanie bazowe

\

Definicja

Rozwigzaniem bazowym ukfadu rownarn Ax = b
nazywamy takie rozwigzanie xg € R", w ktérym wszystkie

B
zmienne wtérne sg réwne zero x® = 0, tj. xg = [XO ], gdzie
xp € R?, xB e R™.

Whiosek

Rozwigzanie bazowe uktadu rownan Ax = b mozna
otrzymad podstawiajac x8=0




Rozwigzanie zdegenerowane

\

Definicja
Rozwigzanie bazowe nazywamy zdegenerowanym

jezeli cho¢ jedna ze sktadowych wektora x? jest réwna
zeru.

Uwaga

Rozwigzania zdegenerowane, o ile wystepujg w
algorytmie simpleks, moga prowadzi¢ do zapetlenia
algorytmu.



Liczba rozwigzan bazowych

\

Kazde rozwigzani bazowe odpowiada jednej ustalonej bazie
Ag.
Kazdej bazie Ag odpowiada inne rozwigzanie bazowe.

Zatem liczba réznych rozwigzan bazowych uktadu rownan
Ax = b wynosi tyle, ile r6znych baz Agp mozna wyodrebnic z
macierzy A

Prowadzi to do nastepujgcego wniosku:

Maksymalna liczba rozwigzan bazowych uktadu Ax = b, w

ktérym A jest typum X n, r(A) = m orazm < n wynosi (77:1)



Twierdzenie 6

‘\

Twierdzenie

Jezeli uktad réwnan Ax = b nie jest sprzeczny to ma
co najmniej jedno rozwigzanie bazowe.



Zbiory wypukte




Zbior wypukty

‘\

Definicja

Zbidr C € R™ nazywamy wypuktym wtedy i tylko
wtedy, gdy 1x4 + (1 — 1)x, € C, dla dowolnych
X1,X, € Coraz A € [0,1].

Przyktad




Punkt wierzchotkowy

\

Definicja

Punkt x € C nazywamy wierzchotkiem zbioru
wypuktego C c R™ wtedy i tylko wtedy, gdy nie istniejg
takie dwa punkty x4, X, € C(gdzie x4 # X, ) spetniajace
warunek

X =Ax; + (1 - )x,
gdzie 4 € (0,1).



Twierdzenia7,8i9

‘\

Twierdzenie

Zbidr rozwigzan uktadu réwnarn liniowych postaci Ax = b (gdzie A jest
typum X n, x € R™" orazb € R™) jest zbiorem wypuktym.

Twierdzenie
PStprzestrzen postaci a’x > d, gdzie a,x € R" jest zbiorem wypuktym.

Twierdzenie

Czes¢ wspolna dowolnej rodziny zbiordw wypuktych jest zbiorem
wypuktym.

Whiosek

Zbidr nieujemnych rozwigzan uktadu réwnan Ax = b jest zbiorem
wypuktym



Wieloscienny zbior wypukty i

wieloscian wypukty

‘\

Definicja
Wielosciennym zbiorem wypuktym nazywamy iloczyn
skonczonej liczby potprzestrzeni

Definicja
Wieloscianem wypuktym nazywamy wieloscienny zbior
wypukty i ograniczony

Przyktad




Twierdzenia 101 11

\

Twierdzenie

Jezeli zbior K jest wieloscianem wypuktym, to kazdy jego punkt
da sie przedstawic jako wypukta kombinacje liniowg punktow
wierzchotkowych tego wieloscianu.

Twierdzenie

Zbidr rozwigzan uktadu Ax = b jest zbiorem wielosciennym
wypuktym.

Whiosek

Jezeli zbidr rozwigzan uktadu Ax = b jest ograniczony, to jest
on wieloscianem wypuktym.




Rozwigzania problemu PL

‘\

* Niesprzeczny problem PL:

* ma skoriczone rozwigzanie optymalne (jedno lub
nieskoriczenie wiele)

* nie ma skonczonego rozwigzania optymalnego



Witasnosci problemow PL




Twierdzenia 12 i 13

‘\

Twierdzenie

Zbiér X (zbidr rozwigzan dopuszczalnych problemu
PL) jest zbiorem wypuktym

Twierdzenie

Zbidr X jest zbiorem wielosciennym wypuktym



Bazowe rozwigzanie dopuszczalne

‘\

Definicja

Bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym nazywamy
kazde nieujemne rozwigzanie bazowe problemu



Twierdzenia 14 i 15

\

Twierdzenie

Jezeli wektor xp € X jest dopuszczalnym
rozwigzaniem bazowym uktadu rownan Ax = b, to jest
on rowniez punktem wierzchotkowym zbioru X.

Twierdzenie

Jezeli wektor x € X jest punktem wierzchotkowym
zbioru X, to jest on rowniez dopuszczalnym
rozwigzaniem bazowym uktadu réwnan Ax = b.




Twierdzenie 16

\

Twierdzenie

Jezeli problem PLS nie jest sprzeczny oraz funkcja
celu jest ograniczona z géry (dotu) w zbiorze X
rozwigzan dopuszczalnych problemu, to rozwigzanie
optymalne zadania lezy w co najmniej jednym punkcie
wierzchotkowym zbioru X.



Twierdzenie 17

\

Twierdzenie

Jezeli problem PLS ma wiecej niz jedno rozwigzanie
optymalne, to kazda kombinacja wypukta tych
rozwigzan jest rowniez rozwigzaniem optymalnym.

Whniosek

Rozwigzan optymalnych nalezy szukac wsréd
dopuszczalnych rozwigzan bazowych uktadu Ax = b i
x=0




