BADANIA OPERACYIJNE



Badania operacyjne

,Badania operacyjne sq sztuka dawania ztych odpowiedzi na
te praktyczne pytania, na ktore inne metody dajg odpowiedzi
jeszcze gorsze.”

T. Sayty



Standardowe zadanie
programowania linioweqgo




Standardowe zadanie programowania liniowego

Rozwazamy proces, w ktdrym zmiennymi sg Xy, Xy, ..., X,.
Proces poddany jest m ograniczeniom, zapisanymi w postaci:

811X1+312X2+...+ain n :bl
8, % + 8%, +...+a, X =D, (1)

2n’'™n

X =b,

a;;, b; — znane wspotczynniki



Standardowe zadanie programowania liniowego

Dopuszczamy jedynie nieujemne wartosci X/ czyli:
X; =0, j=12,...,n (2)

Zaktadamy rowniez, ze:

b>0 1=12,..,m (3)
Z procesem jest zwigzana funkcja Z:

Z =CX +C,X, +...4+C X (4)

¢, J=1,2,..,n-2znane wspotczynniki



Standardowe zadanie programowania liniowego

Zagadnienie polega na maksymalizacji (minimalizacji) funkcji
Z (wzor (4)) spetniajacej ograniczenia (1), (2), (3).

Zapis:
FC: Z=)cx; —> MAX
j=1
23X, =b
j=1 (5)
O:¢x; 20, j=12,...,n

b >0, 1=12,....m




Standardowe zadanie programowania liniowego

Zapis w postaci macierzowej:
FC: Z=c¢'x—> MAX

(Ax=Db (6)
O:X x>0
| b>0
Ay, a8, ... 8, C, | X | b ]
Ay Ay . &y, |G X B b,
— c= X = b=| .
_aml am2 a'mn_ _Cn_ _Xn_ _bm_




Standardowe zadanie programowania liniowego

¢ Bardzo powszechng w zagadnieniach praktycznych odmiang
ograniczen sg ograniczenia w postaci nierownosci.
To tez sq zagadnienia programowania liniowego ale
nie w postaci standardowe;.



Standardowe zadanie programowania liniowego

Przykiad 1.

Zakfad zamierza rozpoczaC produkcje wyrobdw W, i W,. Wsréd
srodkow produkcyjnych, ktdre zostang uzyte w produkcji dwa sg
limitowane. Limity te wynosza: dla srodka S, 63 jednostki, a dla
srodka S, 64 jednostki. Aby wyprodukowac jednostke wyrobu W,
potrzeba 9 jednostek Srodka S, i 8 jednostek Srodka S,. Aby
wyprodukowac jednostke wyrobu W, potrzeba 7 jednostek S, i 8
jednostek S,. Wyroby W, i W, sg niezbedne do produkdji
urzadzenia U. Jedno urzadzenie U wymaga 3 jednostek wyrobu
W, i 2 jednostek wyrobu W,. Produkcja bedzie optacalna, jezeli
zaktad sprzeda wyroby W, i W, potrzebne do wytworzenia co
najmniej 6 jednostek urzadzenia U.

Wiedzac, ze cena wyrobu W, bedzie wynosiC 6, a cena wyrobu
W, 5 okresl wielkoS¢ produkcji maksymalizujacej zysk ze
sprzedazy. 9




Standardowe zadanie programowania liniowego

W, W,

S, 9 7 63
S, 8 8 64
U 3 2 6

cena 6 5
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Standardowe zadanie programowania liniowego

Zmienne decyzyjne:

X, — wielkos¢ produkcji wyrobu W,

X, — wielkos¢ produkcji wyrobu W,
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Standardowe zadanie programowania liniowego

Funkcja celu:
Z (X, X,)=6% +5X, > MAX

Ograniczenia:
99X, +7X, <63

8%, +8X, <64

3X, +2X, 26

Warunki brzegowe:

12



Standardowe zadanie programowania liniowego

Zadanie programowania liniowego:

FC: Z (X, X,)=6X% +5X, > MAX

O: @ 99X, +7X, <63
@ X, + X, <8

© 3X, +2X, 26

WB: X, 20, X =0

¢ Ograniczenia w postaci nierdownosci.
To nie jest standardowe zadanie programowania liniowego
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METODA
GEOMETRYCZNA



Metoda geometryczna

Zadanie programowania liniowego z dwoma zmiennymi

decyzyjnymi mozna rozwigzaC metodq geometryczng
(szczegoty na laboratorium).

Na podstawie tej metody otrzymujemy zbior punktow, a
nastepnie sprawdzamy, w ktorym z nich wartosc¢ funkcji celu
jest najwieksza (lub najmniejsza).
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Metoda geometryczna

Rozwigzanie dla zadania z Przyktadu 1.:

A(2,0)
B(7,0)
C(3.5,4.5)
D(0,8)

E(0,3)
\“T1¥J

Odpowiedz:

7(2,0)=6-2+5-0=12
Z(7,0)=6-7+5-0=42
Z(3.5,45)=6-3.5+5-45=435
Z(0,8)=6-0+5-8=40

~ ~ i 4 ~

Z(0,3)=6-0+5-3=15

Aby zysk byt maksymalny, nalezy wyprodukowac
3.5 jednostki W, oraz 4.5 jednostki W,

MAX
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ZADANIE DUALNE



Zadanie dualne

Przykiad 2.

Zaktad produkuje cztery wyroby W,, W,, W, i W,. Wsrod
srodkdw produkcyjnych, uzywanych w procesie wytwarzania
wyrobow dwa sg limitowane. Limity te, oraz ilosci Srodkow
potrzebne do wytworzenia poszczegolnych wyrobow zostaty
przedstawione w tabeli.

Znajac jednostkowe ceny wyrobow, okreslic taki plan
produkcji aby zysk byt maksymalny.
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Zadanie dualne

w, [ w, [ w, [ w,
S, 1 3 1 1 | 600
S, 4 1 1 5 | 1200

cena 8 9 0 10

Zmienne decyzyjne:

X; — wielkos¢ produkcji wyrobu W, 1=1...4
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Zadanie dualne

Model matematyczny:

FC:
Z (X, Xy, X5, X, ) =8X% +9X, +6X, +10x, &> MAX
O:
X, +3X, + X; + X, <600
4X, + X, + X, +5X%, <1200
WB:

X, 20,X,20,%X,20,x, 20
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Zadanie dualne

Zadanie pierwotne:

FC:
O:
WB:

Zadanie dualne:

FC:
O:
WB:

Z =c¢'x > MAX
Ax<b

x>0

Z=b"y — MIN
Aly>c
y=>0
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Zadanie dualne

Model matematyczny zadania dualnego:

FC:
Z(y,,Y,) =600y, +1200y, — MIN
O:
y,+4y, =8
3y, +VY, =9
y,+VY,=>6
y, +9Yy, =10
WB:

y,=20,y,=20

22



Zadanie dualne

Interpretacja zadania dualnego

Konkurent postanawia wykupic zapasy srodkow produkcji od
producenta, i chce zminimalizowac¢ koszty materiatow (ma
kupic 600 jednostek S, i 1200 jednostek S,).

Zmienne decyzyjne w zadaniu dualnym:

y, — cena jednostki sSrodka produkdcji S,
Yy, — cena jednostki srodka produkgcji S,

Z(Y,,y,) =600y, +1200y, — MIN
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Zadanie dualne

Interpretacja zadania dualnego c. d.

Wyprodukowanie wyrobdw wigze sie z kosztem Srodkow S, i

S,. Konkurent, aby zacheci¢ producenta do sprzedazy
materiatow musi mu zaptaci¢ co najmniej tyle, ile producent
uzyskatby ze sprzedazy wyrobow, ktore produkuije.

y,+4y, =8

3y, +Y, 29
y,+VY,=6

y, +5y, =210
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Zadanie dualne

Twierdzenie o dualhosci

Zadanie pierwotne ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
zadanie dualne ma rozwigzanie, oraz:

Z (MAX) = Z (MIN)

whiosKi:

1. Rozwigzujac jedno z zadan, automatycznie
rozwigzujemy tez drugie.

2. Twierdzenie ma duze znaczenie praktyczne,
poniewaz czasami tatwiej jest rozwigzac
zadanie dualne (mniej zmiennych).
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Zadanie dualne

Na podstawie metody geometrycznej:

A(0,9) Z (A) =10800
B(3/2,9/2) Z (B) = 6300

C(5,1) Z (C) = 4200 MIN
D(10,0) Z (D) = 6000

Aby koszt materiatow byt najmniejszy i wynosit 4200, konkurent
musi zaptacicC za jednostke S, 5, a za jednostke S, 1.
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Zadanie dualne

Na podstawie twierdzenia o dualnosci:

Maksimum FC zadania pierwotnego jest rowne minimum FC

zadania dualnego.

Zysk producenta wyniesie rowniez 4200

-

Jakie jest rozwigzanie zadania pierwotnego?

a

Twierdzenie o rownowadze.
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Zadanie dualne

Twierdzenie o rownowadze

Jezeli I-ty warunek zadania pierwotnego (ZP) jest (chociaz w
jednym) optymalnym rozwigzaniu spetniony z nierdwnoscig
(ostro), to odpowiadajaca mu I-ta zmienna y; w (dowolnym)

optymalnym rozwigzaniu zadania dualnego (ZD) przyjmuje
wartosc zero.

Dla zmiennej x>0 w rozwigzaniu optymalnym ZP
odpowiadajace jej I-te ograniczenie w ZD jest ograniczeniem
rownosciowym.

Twierdzenie jest rowniez stuszne w przeciwng strone.
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Zadanie dualne

Rozwigzanie przyktadu:

y, =9 Yy,=1
Sprawdzenie ograniczen ZD:

j=1. 5+4-1>8

j=2: 3-:5+1>9

]=3: 5+1=6

j=4: 5+5-1=10

Nierownosci ostredlaj=1ij = 2:

a

Dla rozwigzania optymalnego ZP x;, =0iXx,=0
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Zadanie dualne

Poniewaz: y,=9>0 vy,=1>0

&

Ograniczenia 1 i 2 w ZP sg ograniczeniami rownosciowymi
(przy czym X, =0, x, = 0):

X, + X, =600
X, +5X%, =1200

&

X, =450 X, =150
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Zadanie dualne

Odpowiedz do zadania pierwotnego:

Aby zysk byt maksymalny, producent musi wyprodukowac 450
jednostek W, i 150 jednostek W,. Zysk wyniesie 4200.
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Szczegotowe zasady
formulowania zadania dualnego



Szczegolowe zasady formulowania zadania dualnego

Zadanie pierwotne Zadanie dualne

maksymalizacja minimalizacja
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Szczegolowe zasady formulowania zadania dualnego

Zadanie pierwotne Zadanie dualne
Ograniczenia Zmienne

| - te: > y. <0

| - te: < y. 20

| - te: = y. dowolne
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Szczegolowe zasady formulowania zadania dualnego

Zadanie pierwotne Zadanie dualne
Zmienne Ograniczenia
X; 20 ] - te: >
x; <0 ) -te <
X; dowolne ] - te: =
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Szczegolowe zasady formulowania zadania dualnego

Przyktad 3.
Dla podanego zadania pierwotnego zapisac zadanie dualne.

FC: Z(x)=2x+3X,+ X, +X, > MAX

O: X +2X,-3X;+X, =20
2%, + X, +3X; — X, <30
3X, — X, + X, +2X, =40

WB: x,20 x,20 x,<0 x, dowolne
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Szczegolowe zasady formulowania zadania dualnego

Zadanie dualne:

FC: Z(y)=20y, +50y, +40y, — MIN

O: Y, +2y,+3y,22

2y1+y2_y3 >3
-3y, +3y,+Yy, <1

yl_y2+2y3 =1

WB: Y, dowolne y, >0 y, <0
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Na dzisiaj wystarczy...



