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Wstep

W ogodlnosci optymalizacja zwigzana jest z maksymalizowaniem lub minimalizowaniem pewnej
wielkosci - np. maksymalizacja zysku z przedsiewziecia, minimalizacja kosztu inwestycji,
minimalizacja dlugosci trasy, maksymalizacja przepustowosci sieci, itp. Mamy wiec do
czynienia z proba znalezienia ekstremum pewnej funkcji, nazywanej funkcjg celu.

Co powinnismy zdefiniowa¢ przy rozwazaniu problemu optymalizacji:
e decyzje jakie jesteSmy w stanie podja¢, prébujac osiggngé wyznaczony cel

e ograniczenia, jakie nalezy uwzgledni¢ przy podejmowaniu decyzji (nie wszystkie
decyzje sa mozliwe)

e cel, jaki chcemy osiggnac¢ wyrazony poprzez decyzje (funkcje celu)

Przykiad: Rozwazmy problem transportu towaréw z miasta A do miasta B przez C. Celem
bedzie tutaj wytyczenie trasy o najkrotszym czasie przejazdu. Decyzjami (lub wariantami
decyzyjnymi) bedgq rézne trasy. Ograniczenia to zatoZzenie, Zze trasa zaczyna sie w miescie A,
konczy w miescie B i musi przechodzi¢ przez miasto C. Funkcjg celu bedzie przyporzadkowanie
kazdej trasie jej kosztu (czasu przejazdu), wyznaczong przez zsumowanie wszystkich kosztow
czasowych odcinkdw drég z jakich sktada sie trasa.

Programowanie matematyczne

Ogolna postac¢ zadania programowania matematycznego jest nastepujaca:
(max lub min) z = f(x1,X3,..., Xn)
przy ograniczeniach (p.o.) gi(Xi,Xz,...,Xn) <0

g2(X1,X2,...,Xn) <0

Im(X1,X2,...,Xn) <0

Tutaj funkcja f(xi,x2..., X,) jest funkcja celu, ktéora ma zosta¢ minimalizowana Iub
maksymalizowana, przy zatozeniu, ze spetnione sg wszystkie ograniczenia (nieréwnosci).

Funkcje mogg by¢ dowolnej postaci. Jesli chociaz jedna z nich jest nieliniowa, to caty problem
jest nieliniowy. Jesli wszystkie funkcje (zaréwno f jak i g) sg liniowe, to méwimy o problemie
programowania liniowego (PL). Problem PL jest duzo prostszy od nieliniowego, stad
pozadane sg funkcje takiego typu. Ogdlnie problem PL mozna sformutowac przy zatozeniu, ze
funkcje majq postac liniowg, czyli sq postaci:

f(Xl,Xz,..., Xn) =Co+ CiX; + ... +CiXpn

Mamy wiec takg (standardowaq) postac problemu PL (zobacz tez
http://pl.wikipedia.org/wiki/Programowanie_liniowe):

(max lub min) z = ¢y + Cix; + ... + CaXn
p.o. auX; + apxXz + ... + amx, < b;

aziX; + axxz + ... + axx, < b>

amiXi + @maX2 + ... + @mnXn < bnm

X1, X2, veey Xn =0


http://pl.wikipedia.org/wiki/Programowanie_liniowe

Zwréémy uwage na ostatnie ograniczenie - wszystkie zmienne muszg by¢ nieujemne! To
ograniczenie musi zawsze wystepowaé w standardowej postaci problemu programowania
liniowego. Co do reszty, to nalezy pamieta¢ ze wszystkie znaki w ograniczeniach sg postaci , <”,
ale nic nie szkodzi, jesli potrzebujemy uzy¢ ograniczenie w przeciwng strone, tzn. ze znakiem
»>" po prostu przemnazajac catg nierdownos¢ przez -1.

Podobnie jest z maksymalizacjg i minimalizacjg. Jesli mamy problem z maksymalizacjq to
mozemy uzyska¢ minimalizacje po prostu przemnazajac funkcje celu przez -1, i odwrotnie
(ogdlnie minimalizacja f(x) jest tym samym co maksymalizacja -f(x))

Przykiad: Przyktadowy problem PL (programowania liniowego):
funkcja celu: (max) z = 2x;- X2 + 5x3- 2X4
ograniczenia: X; + Xz + 2x3 + 5x4<-20

2X;— X2- X4 215
3x2+ X3-2Xx42 14
X1, X2, X3, X4=>0

Wyrdzniamy jeszcze problem programowania liniowego catkowitoliczbowego, w ktorym
dodatkowo zaktadamy, ze wszystkie zmienne xi;, X ..., X, muszg by¢ catkowite, tj.
przyjmowac wartosci postaci 0, 1, 2, .... Problem ten jest duzo trudniejszy, nalezy do klasy
problemoéow NP-zupetnych, stad ograniczenia do catkowitych wartosci zmiennych nalezy unikac
(o ile mozna). W szczegdlnosci, jesli dodatkowo narzucamy ograniczenie, ze zmienne muszg
by¢ nie wieksze od 1 (czyli przyjmujg tylko 0 lub 1), to mamy do czynienia z programowanie
zerojedynkowym (binarnym).

Zadania z trescia

Ponizej przyktadowe zadania z trescig, w ktérych celem jest przedstawienie problemu w
sformalizowanym zapisie jako problem PL.

Zadanie 1: Rolnik postanowit zasadzi¢ sadzonki trzech typow — A, B i C. Kazda z sadzonek
zajmuje odpowiednig ilo$¢ miejsca: A - 2 m?, B - 1,5m?, C - 2,5m?. Dodatkowo, kazde drzewo
potrzebuje odpowiedniej ilosci nawozu - A - 10 jednostek, B - 15 jednostek, C - 20
jednostek. Po pewnym czasie nasz rolnik bedzie miat z sadzonek zysk: A — 500z, B — 400z, C
- 700zt. Majgc ograniczony obszar pola (500m?) i ograniczong ilos¢ nawozu (2000 jednostek),
wybierz sadzonki tak, aby rolnik zarobit najwiecej.

Rozwigzanie: Zmiennymi w problemie sg ilosci sadzonek, ktére oznaczymy odpowiednio a, b, c
(zaktadamy, ze sadzonki sq podzielne, tzn. nie musi by¢ ich catkowita ilos¢). Wtedy mozemy
zapisac:
max z = 500a + 400b + 700c
p.o. 2a+ 1,5b + 2,5¢c <500
10a + 15b + 20c <2000
ab, c>0
Zadanie 2: Zaktady Przemystu Cukierniczego 8 SIERPNIA produkujg dwa rodzaje popularnych
cukierkow: sugusy i ciggutki. Do produkcji cukierkow zuzywa sie, w réznych proporcjach, dwie
masy: mleczng i bakaliowg. W celu uzyskania 100 kg suguséw miesza sie 70 kg masy
mlecznej i 30 kg masy bakaliowej, natomiast w celu uzyskania 100 kg ciqgutek — 10 kg masy
mlecznej i 90 kg masy bakaliowej. W pewnym tygodniu zaktad dysponuje 7000 kg masy

mlecznej i 9000 kg masy bakaliowej. Mimo wysokich cen cukierkdw ZPC 8 SIERPNIA nie majg
trudnosci ze sprzedaza swoich wyrobéw. Cena sugusow wynosi 13 z{/kg, a ciggutek 16 z/kg.

Rozwigzanie: Ilo$¢ cukierkow (w kg) sugusow oznaczymy jako s, a ciaggutkow — jako c. Zaktad
chce maksymalizowac zysk. Wtedy:



max z = 13s + 16¢

p.o. 0,7s +0,1c <7000
0,3s + 0,9¢c <9000
s,¢c>0

Zadanie 3: Przedsigbiorca chce zainwestowac najwyzej 10 000 zt w dwa fundusze: fundusz
akcji i fundusz obligacji. Sredni roczny zysk funduszu akcji wynosi 12%, zas$ zysk funduszu
obligacji 9%. Przedsiebiorca postanowit, ze w fundusz obligacji zainwestuje co najmniej 2 000
zt i nie wiecej niz 6 000 zt w fundusz akcji. Ponadto przedsiebiorca nie chce zainwestowadé w
fundusz akcji wiecej niz w fundusz obligacji. Ile pieniedzy powinien on zainwestowa¢ w fundusz
akcji, a ile w obligacji, aby osiggna¢ maksymalny zysk w ciggu roku? Jakiego zysku moze
wéwczas oczekiwac?

Rozwigzanie: Zmiennymi bedzie ilos¢ akcji a (w ztotych) i ilos¢ obligacji b (tez w zt). Wtedy:
max z = 0,12a + 0,09b
p.o. b >2000
a <6000
as<b
a+b<10000
ab=0

Zadanie 4: Zaktad produkcyjny produkuje dwa typy wyrobdw: krzesta i stoty. Kazdy z tych
produktow musi by¢ ztozony z czesci a nastepnie wykoriczony i zapakowany. Czas potrzebny
na zfozenie krzesta i stotu wynosi odpowiednio 3 i 4 jednostki czasu. Wykonczenie i
zapakowanie krzesta i stotu wynosi odpowiednio 6 i 2 jednostki czasu. Producent dysponuje 60
jednostkami czasu na sktfadanie wyrobéw | 32 jednostkami czasu na  wykonczenie i
zapakowanie. Kazde krzesto przynosi zysk wielkosci 20 jednostek a stét - 24 jednostki. Ile
krzeset i ile stotow powinien zaktad wyprodukowa¢ dla maksymalizacji zysku?

Rozwigzanie: Jest to problem catkowitoliczbowy- ilos¢ krzeset i stotdw (oznaczymy
odpowiednio k i s) musi by¢ catkowita! Stad:

max z = 20k + 24s
p.o. 3k +4s <60
6k + 25 <32
k,s>0
k, s catkowite

Zadanie 5: Rolnik postanowit zasadzi¢ sadzonki. Ma do dyspozycji n sadzonek. Kazda z
sadzonek zajmuje odpowiedniq ilos¢ miejsca a. Dodatkowo, kazda sadzonka potrzebuje
odpowiedniej ilosci nawozu — b.. Po pewnym czasie nasz rolnik bedzie miat z sadzonek zysk: c..
Majgc ograniczony obszar pola (A) i ograniczong ilos¢ nawozu (B), wybierz sadzonki tak, aby
rolnik zarobit najwiecej.

Rozwigzanie: Zadanie takie samo jak 1, tylko teraz ogdlne dane. IloSci sadzonek bedg opisane
przez zmienne Xi, ..., X,. Wtedy:

max Z = CiXi; + ... + CaXn
p.0. aixX; + ... + anxp <A
b1X1 + ... + ann <B

X1, iy Xn 20



Zadanie 6: Pewna fabryka produkuje wyroby z surowcoéw, przy czym mamy n wyrobow i m
surowcow. Ilos¢ j-tego surowca potrzebna do wyprodukowania i-tego wyrobu oznaczymy przez
aiz. W jakich ilosciach produkowaé wyroby dla maksymalizowania zysku, skoro zysk z i-tego
wyrobu to ¢, przy czym mamy tez ograniczong ilos¢ kazdego surowca (b;).

Rozwigzanie:
max z =cCiX; + ... + CoXp
p.o.  auX: + ... + anxn, <b;

ai2X1 + a@nXs + ... + amxn < bs

aimX: + @mXz + ... + @mXn < bm
X1, X2, eeny Xn 20

Zadanie 7: Problem plecakowy - mamy 7 elementdw, z ktérych kazdy ma pewng wage
(wypisang w tabelce) oraz zysk. Jakie elementy (mamy do dyspozycji po jednej sztuce
kazdego) nalezy wiozy¢ do plecaka, aby maksymalizowaé zysk, przy czym do plecaka moze sie
zmiesci¢ ilos¢ przedmiotow o catkowitej wadze nie przekraczajacej 20.

element nr waga zysk
1 4 4

2 7 10

3 3 3

4 10 13

5 5 6

6 5

7 15 20

Rozwigzanie:
max z = 4x; + 10xz + 3x3 + 13x4 + 6X5 + 7 X6 + 20X»
p.0.  4x: + 7x> + 3x3 + 10x4 + 5x5 + 5 X6 + 15x, <20
X1, ooy X720
Xi, ..., X7 binarne (przyjmuje tylko 0 lub 1)

Zadanie 8: Mamy trzy magazyny w réznych miastach (Detroit, Pittsburgh i Buffalo), w ktérych
znajduje sie odpowiednio 250, 130 i 235 ton papieru. Sq cztery wydawnictwa ( Boston, New
York, Chicago i Indianapolis), ktére potrzebujg odpowiednio 75, 230, 240 i 70 ton papieru aby
produkowac nowe ksigzki. Mamy nastepujgce koszty transportu z miasta do miasta (za tone
papieru):

From \ To Boston (BS) New York (NY) Chicago (CH) Indianapolis (IN)
Detroit (DT) 15 20 16 21
Pittsburgh (PT) 25 13 5 11
Buffalo (BF) 15 15 7 17



Rozwigzanie: Oznaczmy przez xps iloS¢ towaru dostarczang z z Detroit do Bostonu. Pozostate
oznaczenia beda analogiczne. Wtedy zapiszemy:

min  z = 15xps + 20xpn + 16Xpc + 21Xpr + 25Xps + 13Xpn + 5Xpc +
+ 11Xpr + 15Xps + 15Xy + 7Xsc + 17Xar
p.0.  Xps + Xpn + Xpc + Xpr <250
Xps + Xpv + Xpc + Xpr < 130
Xpgs + Xan + Xsc + Xgr <235
Xps + Xps + Xeg = 75
Xpn + Xen + Xay = 230
Xpct+ Xpc+ Xsc = 240
Xpr + Xer + Xsr = 70

oraz wszystkie zmienne > 0

Zadanie 9: Mamy grupe ludzi, ktérzy majq zosta¢ wybrani do pracy w firmie informatycznej.
Kazdy z nich oczekuje tez pewnej konkretnej pensji.

Imie Pensja
Jan Kowalski 5000
Anna Nowak 4500
Tomasz Niewiadomski 6000
Ewa Kaczmarek 3500

Posiadajg oni nastepujace umiejetnosci:

Nazwa J.K. A.N. T.N. E.K.
J. Angielski + - - +
J. Niemiecki + - + -
Prawo jazdy - + + +
Dyspozycyjnos¢ w weekend - + + +
Zdolnosci kierownicze + + - -
Programowanie + + + -
Znajomos¢ marketingu - - + +
Obstuga sieci komputerowej + + - -
Techniki optymalizacji - - + +

Jakie osoby nalezy wybral tak, aby byta przynajmniej jedna osoba, ktéra posiada kazdg z
umiejetnosci?

Rozwigzanie: Niech a, b, ¢, d beda zmiennymi binarnymi, przy czym a=1 oznacza, ze bierzemy
do firmy Jana Kowalskiego, a=0 Ze nie bierzemy, reszta odpowiednio to sam dla innych oséb.
Wtedy:

min z = 5000a + 4500b + 6000c + 3500d



a+d=>1
a+b>1
b+c+d=>1
b+c+d=>1
a+b=>1
a+b+c=>1
c+d>1
a+b>1
c+d=>1

a, b, ¢, d binarne



Metoda graficzna

W celu zilustrowania rozwigzania problemu liniowego, dla dwdch zmiennych mozna postuzy¢
sie metodg graficzna. Polega ona na rozrysowaniu ograniczen i funkcji celu na pfaszczyznie i
odczytania z rysunku punktu optymalnego.

Przyktad: Rozwigz nastepujacy problem PL:
maxz=x+y
p.o. x-y2>-3
3x+y <5
x <1
x,y=0

Rozwigzanie: Rysujemy dla kazdego ograniczenia prostg odpowiadajgcga nierdwnosci, np. 3x +
y = 5 | wykresSlamy tq prostg na wykresie. Aby sprawdzi¢, po ktdrej stronie prostej jest
spetniona nierownosé, bierzemy dowolny punkt nie nalezacy do prostej (zwykle jest to
poczatek uktadu wspdtrzednych, tj. punkt (0,0)), a nastepnie sprawdzamy czy spetnia on
nierownos¢ czy nie. Jesli spetnia — to nierdwnos¢ jest spetniona po tej samej stronie co punkt,
jesli nie — po przeciwnej.

Wykreslajgac wszystkie nierdwnosc¢ bierzemy czes¢ wspdlng wszystkich obszaréow i to jest nasz
obszar dopuszczalny. Nastepnie trzeba przeanalizowad, jak zachowuje sie funkcja celu z.
Najlepiej zrobic¢ to, rozwigzujgc réownanie z = 0, w tym wypadku x + y -0. Wtedy otrzymuje
prostg ze stata wartosciq z (rowng 0). Aby zobaczyé, w ktdrg strone z wzrasta (maleje), mozna
wykresli¢ drugq prostg dla z= 1 i zobaczyé, czy bedzie ona nad pierwszg prostg czy pod nig.
Innym sposobem jest narysowanie wektora wspdfczynnikdéw (w tym wypadku [1,1]) w punkcie
(0,0) - okresla on kierunek wzrostu funkcji celu.

Dalej, przesuwamy sie funkcjg celu réwnolegle, biora maksymalny (lub minimalny) mozliwy
punkt obszaru dopuszczalnego. To jest nasze rozwigzanie. Zawsze powinien to by¢ punkt
wierzchotkowy obszaru dopuszczalnego albo cata krawedZ albo wartos¢ nieskonczona (jesli
obszar dopuszczalny jest nieograniczony).

W tym wypadku jest punkt wierzchotkowy (2, 3 ¥2)
Przyktad: Rozwigz problem PL:
minz =-x-y
p.o. 4x -y <8
2x +y <10
S5x + 2y <2
x,y=>0
Rozwigzanie: Punkt (2,6)
Przyktad: Rozwigqz problem PL:
maxz=3x+y
p.o. 2x+y<2
X+ 2y <2
x=>3
x1,x2>0

Problem jest sprzeczny



Przyktad: Rozwigz problem PL:
max z = Y2 x1 + x2
p.o. -x1 +2x2 <6
-2 x1 +x22>-6
x1+x22>3
x1, x2 >0
Rozwigzanie: (6,6)
Przyktad: Rozwigz problem PL:
minz =x + 2y
p.o. 3x+ 2y <18
X+y=>5
3x -4y >0
X <4
Rozwigzaniem jest punkt (4,1). Dla maksymalizacji (4, 3)
Przyktad: Rozwigqz problem PL:
max z = 5x1 + x2
p.o. x1 -4x2 <4
x1 +2x2 <10
x1, x2 <0
Rozwigzanie: (8,1)
Przyktad: Rozwigz problem PL:
maxz=3x+y
p.o. x+y>6
2x +y>10
xX-y=>-3
x1,x2>0

Problem jest niezwigzany (funkcja celu dowolnie duza).
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