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Algorytmy doktadne

Algorytmy doktadne stuzg rozwigzywaniu probleméw
w sposob doktadny (czyli nieheurystyczny).

W przypadku problemoéw optymalizacyjnych oznacza to
gwarancje wygenerowania rozwigzania optymalnego

Problemy trudne obliczeniowo rozwigzywane sg algorytmami
dzialajacymi w tzw. wyktadniczym czasie:

» problemy silnie NP-trudne (silnie NP-zupetne)
rozwiazywane sa algorytmami wykfadniczymi,

np. algorytmem branch-and-bound lub branch-and-cut

» problemy NP-trudne (NP-zupetne) w zwyktym sensie
moga zostac¢ rozwigzane algorytmami pseudowielomianowymi,
np. algorytmem programowania dynamicznego



Branch & bound

m  Metoda podziatu i ograniczen (ang. branch-and-bound)
opiera si¢ na przeszukiwaniu (najczgsciej w glagb) drzewa
reprezentujgcego przestrzen rozwigzan problemu. Stosowane
w tej metodzie odcigcia redukuja liczbg przeszukiwanych
weztow (wyktadnicza wzgledem rozmiaru instancji)

m  Metoda jest skomponowana — z grubsza rzecz ujmujac —

z dwoch podstawowych procedur:

> rozgalezianie (ang. branching) — dzielenie zbioru
rozwiazan reprezentowanego przez wezet na rozlaczne
podzbiory, reprezentowane przez nastgpnikow tego wezta

> ograniczanie (ang. bounding) — pomijanie

w przeszukiwaniu tych gatezi drzewa, o ktoérych wiadomo,
Ze nie zawieraja optymalnego rozwigzania w swoich liciach
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Branch & bound

m  Ograniczanie
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m  Przyklad dla problemu komiwojazera (bez predykcji)
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Branch & bound

m W wezle drzewa porownywane sg wartosci tzw. dolnego
1 gornego ograniczenia (ang. lower and upper bound).
Wynik tego poréwnania wplywa na decyzj¢ o odcigciu
galezi drzewa w tym wezle

m  Przy zalozeniu minimalizacji funkcji celu, wartosc¢ tej funkcji
dla najlepszego osiagnictego do tej pory rozwigzania stanowi
gorne ograniczenie

m W (prawie) kazdym wezle obliczana jest aktualna warto$¢
dolnego ograniczenia, ktéra musi by¢ nie wicksza niz
warto$¢ funkcji celu najlepszego rozwigzania mozliwego
do osiagniecia z tego wezta

Branch & bound

m  Dolne i gorne ograniczenie (minimalizacja funkcji celu)
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Branch & bound

Warto$¢ dolnego ograniczenia musi zosta¢ obliczona
poprawnie w tym sensie, ze rzeczywiscie zadne rozwigzanie
nie bedzie mialo lepszej wartosci funkcji celu. Z drugiej
strony, warto$¢ ta moze odbiegac od rzeczywistej wartosci
funkcji celu najlepszego rozwiazania w poddrzewie

Nalezy dazy¢ do tego, aby wartos¢ dolnego ograniczenia byta
jak najblizsza rzeczywiscie istniejacemu rozwigzaniu. Pozwoli
to na dokonanie bardziej efektywnych odciec, czyli skroci
czas obliczen

Doktadne obliczenie optymalnej wartosci dolnego
ograniczenia (rownej wartosci funkcji celu optymalnego
rozwigzania w poddrzewie) wigze si¢ z wykladniczym czasem
obliczen, stad stosuje si¢ szybkie metody przyblizone
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Przyktadowo, dolne ograniczenie dla problemu komiwojazera
mozna obliczy¢ sumujac m+1 najmniejszych niewlaczonych
jeszcze do trasy odlegtosci z macierzy, gdzie m jest liczba
nicodwiedzonych miast

Bardziej doktadnym przyblizeniem byloby sumowanie
odcinkéw o najmniejszej dlugosci sposrod dochodzacych

do nieodwiedzonych miast (plus powrot do zrédta), po jednym
na kazde takie miasto

Dalej przyblizajac te warto$¢, mozna zliczaé takie najmniejsze
odleglosci z macierzy, ktore tgcza dwa nicodwiedzone miasta, z
uczynieniem wyjatku dla potaczen z biezaca cze$cia rozwiazania
Krokiem dalej jest obliczanie w kazdym wezle drzewa
rozwiazania dla problemu przydzialu, w ktoérym taczy sig
pozostate miasta w pary i kazde nicodwiedzone miasto

wystepuje w dwoch takich parach '8



Branch & bound

m  Problem przydziatu (ang. assignment problem) sformutowany
jest nastepujgco:

n_n

bl = Z Z CyXy
=1 j=1

L cij — koszt przydziatu

inj =19 ]=1,...,}’l 3
il Xij — zZmienna

decyzyjna

< i A1 (o wartosci 0/1)
Zx,.j =1 VB B.3.50
J=1

m  Innymi stowy, nalezy z kwadratowej macierzy kosztow nxn
wybrac n pozycji takich, ze kazdy wiersz i kazda kolumna
macierzy jest wybrana doktadnie raz oraz suma wskazanych
kosztoéw jest minimalna
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Branch & bound

m  Problem przydziatu rozwigzywany jest w wielomianowym
czasie tzw. metoda wegierska. Mimo to zastosowanie tego
podejscia w kazdym wezle drzewa moze wydtuzy¢ obliczenia
zamiast je skrocic¢

m  Obiekty w wierszach i kolumnach mogg stanowic,

w zaleznosci od interpretacji, roztaczne lub identyczne zbiory
(np. osoby i zadania lub miasta w problemie komiwojazera)

m  Rozwigzanie problemu przydziatu dla miast z problemu
komiwojazera daje zbior roztgcznych cykli. Minimalna
warto$¢ z zawsze bedzie poprawnym dolnym ograniczeniem

m  Aby wykluczy¢ niepozadany (w problemie komiwojazera)
wybor kosztu z przekatnej macierzy, pozycjom tym przypisuje
si¢ na wstepie duze wartosci
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Branch & bound

Przyktad rozwiazania problemu przydziatu w wezle drzewa
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m  Przyklad rozwigzania problemu przydziatu w wezle drzewa
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Gorne ograniczenie: 127
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Branch & bound

m  Poroéwnanie metod o roznym stopniu doktadnosci stosowanych
do obliczenia dolnego ograniczenia — przyktad (— slajd 10)

metoda rozwigzanie wartos¢

m+1 najmniejszych odlegtosci A-D, C-E, A-E 11+15+18=44

najmniejsze odlegtosci

dochodzace do m+1 miast YRR b ELS st

najmniejsze odlegtosci

. L N B-D, D-E, A-D 23+27+11=61
pomiedzy parami miast

problem przydziatu B-D, D-E, A-E 23+27+18=68
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m  Wynik metody obliczajacej dolne ograniczenie moze, wraz
Z cze$cia juz istniejacego rozwigzania, stanowi¢ poprawne
rozwigzanie gldownego problemu. W takim przypadku jest
to najlepsze (lub jedno z najlepszych) rozwiazanie mozliwe
do osiggnigcia w poddrzewie wychodzacym z analizowanego
wezta i mozna w tym miejscu zakonczy¢ rozgatezianie

m  Czasami mozna zaoszczedzi¢ na obliczeniach, przechodzac
z wezta do jego nastepnika, gdyz problemy rozwiazywane
w sasiednich weztach sa podobne

m  Struktura drzewa czesto opierana jest na elementach
rozwigzania — kazdy element w jednym we¢zle — ktore
po dodaniu do siebie tworza rozwigzanie. Mozna jednak
zastosowa¢ inny schemat, np. wezet oznacza brak danego
elementu w rozwigzaniu

16



Branch & bound

m  Oprocz wlasciwego doboru schematu rozgaleziania
1 ograniczania, istotnym elementem jest uporzadkowanie
nastepnikow wezla. Kolejnos¢ ich odwiedzania ma wplyw
na wczesniejsze osiaggnigcie lepszego gornego ograniczenia,
a wigc na czas obliczen

m  NajczeSciej stosowanymi strategiami sg:
> least-cost-next
> least-lower-bound-next
> last-in-first-out
> first-in-first-out

m  Uporzadkowanie zalezy w duzej mierze od rodzaju problemu
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m  Mozna zrezygnowac z obliczania dolnego ograniczenia
na najnizszych poziomach drzewa z uwagi na oszczednos¢
czasu, ew. najwyzszych z uwagi na niska skutecznos¢

m  Warto wyposazy¢ algorytm w mechanizm przerywania zbyt
dtugich obliczen. Wtedy zamiast straci¢ dokonane obliczenia
mozemy uzyska¢ wynik przyblizony, czesto o bardzo dobrej
jakosci

m  Oprocz najlepszego rozwiazania osiagnigtego do momentu
przerwania obliczen algorytm moze zwr6ci¢ najnizsza wartosé
dolnego ograniczenia obliczong dla wszystkich
nierozgalezionych weztow. Wiemy wtedy, ze poszukiwana
warto$¢ optymalna znajduje si¢ pomigdzy tymi dwiema
warto$ciami

18



Branch & cut

m  Metoda podziatu i odcie¢ (ang. branch-and-cut) powstata
przez potaczenie dwoch metod: podziatu i ograniczen oraz
ptaszczyzn odcinajacych (ang. cutting-plane)

m  Metoda — podobnie jak branch-and-bound — stuzy do
rozwiagzywania problemow kombinatorycznych, czyli takich,
w ktorych zmienne maja wartosci catkowite. Problem jest
wyrazany zazwyczaj w postaci uktadu rownan i nierownosci
programowania liniowego catkowitoliczbowego (ang. integer
linear programming, ILP, przyktad na slajdzie 11)

m  Rozwiazanie problemu ILP jest trudne obliczeniowo.
W praktycznych podejéciach stosuje si¢ metode przyblizona,
polegajaca na rozwigzaniu problemu bez ograniczenia wartosci
zmiennych do liczb catkowitych (metoda simplex), z zamiana
uzyskanych wartosci utamkowych na catkowitoliczbowe

19
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m  Proste zaokraglenie wartosci utamkowych do najblizszych
liczb catkowitych najczesciej nie sprawdza sie, gdyz wartos¢
taka moze by¢ niedopuszczalna (naruszajaca ograniczenia
Z problemu)

m  Metoda cutting-plane Ralpha Gomory’ego polega na
wprowadzaniu do sformutowania problemu dodatkowych
zmiennych i dodawaniu nierowno$ci majacych na celu
wyeliminowanie wartosci utamkowych kolejnych zmiennych

m  Metoda Gomory’ego jest powigzana z postacig rownan
z metody simplex (opis obu tych metod wykracza poza
program wyktadu). W praktyce stosuje si¢ w metodzie
branch-and-cut takze uproszczone podejscie, bez
dodatkowych zmiennych i z prostszymi nieréwnosciami
(kolejny slajd)

20
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Branch & cut

m W kazdym wezle drzewa rozwigzywany jest problem ILP
W sposéb przyblizony metoda simplex i dodawana jest
nierownos$¢ w dwoch wariantach dla wybranej zmiennej, co
prowadzi do dwoch nowych sformutowan i rozgatezienia wezta

’ Sformutowanie ILP ‘

\ x = 27,6 \
Sformutowanie ILP Sformutowanie ILP
+ ograniczenie + ograniczenie
X4 = 10y X = 28

m W momencie uzyskania rozwigzania bez wartos$ci utamkowych
dla zmiennych catkowitoliczbowych, mamy rozwigzanie
dopuszczalne problemu i konczymy rozgatezianie w tym wezle

21
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m  Warto$¢ funkcji celu najlepszego dotad otrzymanego
rozwiazania catkowitoliczbowego stanowi gorne ograniczenie.
Dolnym ograniczeniem jest warto$¢ funkcji celu wyliczona
metoda simplex dla problemu przyblizonego

m  Liczba wywolan metody simplex bywa ograniczana,
nie uruchamia si¢ jej wtedy w kazdym wezle

m  Podobnie jak w branch-and-bound, wstgpna heurystyka
poprawia jako$¢ odcigc

m  Stosuje si¢ wstepne przetworzenie problemu ILP obejmujace:
» eliminacj¢ zb¢dnych zmiennych
» ustalenie zmiennych o statej wartosci
> uproszczenie nierdwnosci

22
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Branch & cut

m W przypadku zero-jedynkowego programowania liniowego,
w ktérym zmienne decyzyjne przyjmujg wartosci 0 lub 1,
rozgaltezianie moze zostac zrealizowane w jeszcze bardziej
uproszczony sposob. Metoda simplex moze by¢ uzywana wtedy
do obliczania dolnego ograniczenia w wybranych weztach

m  Przyktad 0-1 LP — problem plecakowy

Dane w problemie:

n
max f = Zwixi

‘ n — liczba elementow ‘

i=1
n s; — rozmiar elementu |
D sixi <k .
r ‘ wi — wartos¢ elementu |
i=1
58 (= {O,l}’ = ‘ k — rozmiar plecaka |
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m  Przyklad rozgalezienia dla problemu plecakowego

Instancja problemu:

n=5, k=10
si=1[53,2,4,3]
wi=[3,4,2,6, 1] e
dlaLP: 0<x;<1 KQ b, LP=[0.2,1,1,1,0]
fir=12.6
@
ograniczenie: x; = 0 bren bl ol
LP=10,1,1,1,0.33] L s e g

fir =12.33 Jip=10.32

24

12



Programowanie dynamiczne

[R. Bellman, Proceedings of the National Academy of Sciences

of the USA 38, 1952, 716-719]

Programowanie dynamiczne (ang. dynamic programming)

jest metodg stosowang do optymalnego rozwigzania problemow
zaréwno wielomianowych, jak i NP-trudnych (NP-zupehych)
Problemy te musza spetniaé zasade optymalnosci Bellmana,
tzn. decyzja optymalna podjeta w kroku i jest nadal optymalna
w kroku i+1 i kolejnych. Majg one tzw. optymalng
podstrukture, czyli rozwigzania optymalne dla podprobleméw
sktadajg si¢ na rozwigzanie optymalne catego problemu

Nie ma nawrotéw w tej metodzie

25

Programowanie dynamiczne

W programowaniu dynamicznym wypetnia si¢ k~~-wymiarowsa
macierz warto$ci o rozmiarze ograniczonym zazwyczaj

(w zastosowaniach praktycznych) wielomianem bgdgcym
funkcja rozmiaru instancji i najwigkszej liczby wystepujace;j
w instancji

Najbardziej znanym w bioinformatyce algorytmem
programowania dynamicznego jest algorytm dopasowania
dwoch sekwencji (algorytm Needlemana-Wunscha, algorytm
Smitha-Watermana)

Na kolejnych slajdach przedstawiony jest przyktad algorytmu
programowania dynamicznego dla problemu plecakowego

(— slajd 23). Algorytm ten ma ztozonos$¢ pseudowielomianowa
O(n-k)

26
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Programowanie dynamiczne

Instancja problemu: Algorytm: | i=0..n, j=0..k,
n=5, k=10 EHE Y
si=[5,3,2,4,3] vj f0,/)=0
wi=[3,4,2,6,1] A, ) =Ai-1,)) gdy j<si,
A, j) = max{ f(i-1, j—si)twi,
Tablica programowania dynamicznego: fi-1,7)}  wpp.
J
0|1|2|3(4|5|6|7|8]|9]|10 Optimum: f(n, k)
i 0ojojo|O|OfO|lO|O|O|0O]|O
1{0/0|0|0|0|3|3|3 (|3 |3]|3
2(0(0(0(4(4(4(4|4 |7 |7 |7
3/0(0(2(4(4|6[6|6|7|7]|9
410(0|2|4|6|6|8|10({10(12|12
5/0[{0(2(4|6[6(8(10(10|12]| 12
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Programowanie dynamiczne
Instancja problemu: Rozwigzanie odczytujemy od konca,

=5 5=l cofajqc sie z pola (n,k) po kolei do

;’;5[ s ; 02 4.3] pol, z lycto'rych wywiedzione zostaly
T é Z; é é i wartosci sktadajgce sie na optymalng

wi=[3,4,2,61] Sciezke. Koniczymy na wartosci 0.

Tablica programowania dynamicznego:

J
o|1|2|3]4|5]|6|7]|8]9]10
i olojojo|o]|o|o|o[o|o0|o0]0O
1|of0)o|o|o|3|3][3|3|[3]3
2/o0|o0fo|afa)a]a]|a|7]|7]|7
3/0(0(2(4(|4]|6 @ 6|77 9 Rozwiqza@i,em
4]0]o0|2466|8[10[10]12|GD)| Jesrodbior
s/ojo[2]4|6|6|8|10[10]12]|Q@D)| 23 4
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