Programowanie celowe #1

* Problem programowania celowego (PC) jest przyktadem
problemu programowania matematycznego
nieliniowego, ktory mozna skutecznie zlinearyzowac,
tzn. zapisac (i rozwigzac) jako problem programowania
liniowego



Programowanie celowe #2

* (Ogodlna (niewazona) postac problemow PC:

S
min Z|CiTX—Ci |
i=1

p.o.. Ax{<, 2, =}b

x>0

— cechy problemu

kierunek optymalizacji w funkcji celu: zawsze minimalizacja
skalarne wspotczynniki ¢, wystepujace w funkgji celu nazywane sg
celami, wymaga sie aby wartosci wyrazen C; X dazyty do
odpowiednich celow (czyli wartosci c,)
najmniejszg mozliwg wartoscig funkcji celu jest wartos¢ 0
— wartosc ta jest uzyskiwana wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego i zachodzi: CiTX = Cj



Programowanie celowe #3

« (Ogolna, wazona postac problemow PC:
S
min Zwi el x—c; |
=1

p.o.: Ax{<, >, =}b
x>0

— cechy problemu (oprécz wymienionych poprzednio)
« wartosc¢ funkcji celu jest kontrolowana za pomocg wag w;, ktorych
dziatanie jest nastepujace:

— im wieksza warto$¢ wagi w; tym wieksza waga przyktadana jest do
osiggniecia celu c; (kosztem doktadnosci osiggania innych celow)



Programowanie celowe #4

« Wyprowadzenie PC — rozwigzywanie uktadoéw rownan

— rozwazmy oznaczony uktad rownan postaci Ax=Db
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
— zgodnie z twierdzeniem Kroneckera—Capellie’go
* rozwigzanie tego problemu istnieje poniewaz
— rank(A)=rank([A b]
(jest to uktad dwoch réwnan z dwoma niewiadomymi)

* rozwigzanie to jest jednoznaczne poniewaz
— rank(A)=N, gdzie N jest liczbg kolumn macierzy A
(réwnania te sg niezalezne)

* rozwigzanie: wektor x=[1 2]7



Programowanie celowe #5

« Wyprowadzenie PC — rozwigzywanie uktadoéw rownan

— rozwazmy nieoznaczony uktad rownan postaci Ax=b
(1) 1x,+2x,=5
(2) 2x,+4x,=10
— zgodnie z twierdzeniem Kroneckera—Capellie’go
* rozwigzanie tego problemu istnieje poniewaz
— rank(A)=rank([A b]
(jest to uktad dwoch réwnan z dwoma niewiadomymi)

* rozwigzanie to jest niejednoznaczne poniewaz
— rank(A)<N, gdzie N jest liczbg kolumn macierzy A
(réwnania te sg zalezne)

« rozwigzanie: kazdy wektor postaci x=[5-2p, p]T, gdzie pe(—ox,+x)



Programowanie celowe #6

« Wyprowadzenie PC — rozwigzywanie uktadow rownan
— rozwazmy sprzeczny uktad réwnan postaci Ax=b
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
(3) 2x,+1x,=5
— zgodnie z twierdzeniem Kroneckera—Capellie’go
* rozwigzanie tego problemu nie istnieje poniewaz
— rank(A)<rank([A b]
(jest to uktad trzech niezaleznych réwnan z dwoma niewiadomymi)
— powstaje pytanie, czy jezeli doktadne rozwigzanie tego problemu
nie istnieje, to czy mozna zaproponowac jakies rozwigzanie
przyblizone?



Programowanie celowe #7

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— pomysty na uzyskanie rozwigzania przyblizonego: tworzenie
roznych par rownan i ich rozwigzanie, a konkretnie:

* rownanie pierwsze i drugie tworzg uktad
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x4+2x,=7

— ktdérego rozwigzaniem jest: x=[1, 2]T
* rownanie pierwsze i trzecie tworzg uktad:
(1) 1x,+2x,=5
(3) 2x,+1%x,=5

— ktorego rozwigzaniem jest: x=[5/3, 5/3]"
* rownanie drugie i trzecie tworzg ukfad:
(2) 3x,+2x,=7
(3) 2x,+1x,=5

— ktérego rozwigzaniem jest: x=[3, —1]"



Programowanie celowe #8

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone
— mozna powiedzieC wiec, ze ukfad rownan posiada trzy
rozwigzania przyblizone:

* rozwigzanie: x=[1, 2]T
* rozwigzanie: x=[5/3, 5/3]T
* rozwigzanie: x=[3, -1]7

— powstajg pytania, czy:
* rozwigzania te sg rownie dobre, czy tez moze rdznig sie od siebie?
» a jezeli sie roznig, to czym i ktore z nich jest najlepsze?



Programowanie celowe #9

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— otrzymane rozwigzania mozna scharakteryzowac nastepujgco:
« X=[1, 2]" spetnia rdwnania (1) i (2) a nie spetnia réwnania (3)
« x=[5/3, 5/3]" spetnia réwnania (1) i (3) a nie spetnia rownania (2)
« x=[3, —1]" spetnia réwnania (2) i (3) a nie spetnia réwnania (1)
— jezeli jakies rozwigzanie x nie spetnia réwnania c™x=c, to
znaczy, ze wartoscig wyrazenia c'x jest d, przy czym d#c
— rozwigzanie mozna wiec ocenic¢ obliczajgc réznice pomiedzy
wartosciami d oraz c (a konkretnie: wartos¢ bezwzgledng z tej
roznicy)
« wartosc¢ te nazwiemy odchytkg
* oczywiscie im mniejsza odchytka tym lepsze rozwigzanie



Programowanie celowe #10

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— otrzymane rozwigzania mozna scharakteryzowac nastepujgco:
* rozwigzanie x=[1, 2]T
— nie spetnia réwnania (3), czyli réwnania 2x,+1x,=5, mamy wiec:
2:-1+1-2=4 (cho¢ powinno by¢ 5), odchyitka: |4—5|=1
« rozwigzanie x=[5/3, 5/3]7

— nie spetnia réwnania (2), czyli rownania 3x,+2x,=7, mamy wiec:
3-5/3+2-5/3=25/3 (cho¢ powinno by¢ 7 //czyli 21/3//), odchyika:
|25/3-21/3|=4/3

* rozwigzanie x=[3, —1]"
— nie spetnia réwnania (1), czyli réwnania 1x,+2x,=5, mamy wiec:
1-3+2:(—1) = 1 (cho¢ powinno by¢ 5), odchyika: |1-5|=4
— widac wiec, ze za najlepsze rozwigzanie mozna uznac
rozwigzanie x=[1, 2]" (poniewaz jego odchyika jest najmniejsza)



Programowanie celowe #11

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— odchyitki mogg byc¢ jednak obliczone ogdlniej (dzieki czemu
bedzie mozna ocenia¢ dowolne inne rozwigzania, a nie tylko
takie, ktore powstaty w rezultacie rozwigzywania wybranych par
rownan

— odchytke definiujemy jako sume wartosci bezwzglednych z
roznic pomiedzy lewymi a prawymi stronami rownan (oczywiscie
po wstawieniu do lewych stron nich ocenianych rozwigzan)



Programowanie celowe #12

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone
— sumaryczne odchyiki rozwazanych rozwigzan
* rozwigzanie x=[1, 2]T
|1-1+2-2-5|+|3-1+2-2—7|+|2-1+1-2-5| = |5-5|+|7-7|+|4-5]| =
= 0+0+1 =1
« rozwigzanie x=[5/3, 5/3]7
|1-5/3+2-5/3-5|+|3-5/3+2-5/3—7|+|2-5/3+1-5/3-5| =
= |5-5|+|25/3—7|+|5-5| = 0+4/3+0 = 4/3
* rozwigzanie x=[3, -1]7
|1-3+2-(—1)-5|+|3-3+2:(—1)-7|+|2-3+1-(—1)-5| =
= [1-5|+|7-7|+|5-5| = 4+0+0 =4
— oczywiscie otrzymane odchytki sg identyczne z poprzednimi, co
wynika z faktu, ze rozwazane rozwigzania spetniajg zawsze dwa

sposrod trzech rownan, w rezultacie czego czesc¢ odchyiki, ktora
odpowiada tym rownaniom, bedzie zawsze wynosita 0



Programowanie celowe #13

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— dzieki ogélnym odchytkom mozna poréwnac dotychczasowe
rozwigzania:

» rozwigzanie x=[1, 2], odchyika 1
» rozwigzanie x=[5/3, 5/3]7, odchytka 4/3
» rozwigzanie x=[3, —1]7, odchytka 4
— Z rozwigzaniem znalezionym dowolng inng metoda,
np. z rozwigzaniem x=[1, 1]7, ktérego odchytka wynosi:
|1-1+2-1-5[+|3-1+2-1-7|+|2-1+1-1-5] = |3-5|+|5—-7|+|3-5]| =
=2+2+2 =06

* rozwigzanie to jest wiec gorsze od rozwigzan uzyskanych
poprzednio



Programowanie celowe #14

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— definicja odchytki sumarycznej nasuwa sposob jeszcze lepszego
rozwigzywania postawionego problemu
« celem jest wiec znalezienie rozwigzania, ktore charakteryzuje sie

minimalng odchytkg (cho¢ by¢ moze nie spetnia w sposob doktadny
zadnego z rownan)

— tak postawiony problem moze by¢ rozwigzany metodami
programowania matematycznego



Programowanie celowe #15

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone
— ukfad S rownan
(1) (c4)"x=c;

(S) (cs)'x=Cg
— definicje odchytek:
rownanie (1): (c,)™x=c,, odchytka: |(c)"x—c,]

rownanie (S): (cg)™x=cg, odchytka: |(C4)"™xX—Cg|
— suma odchytek: S

.
|(C1)T™X—C,|#]|(C5)T™X—Co|*+...+|(Cg) ' X—Cg| = Z| C; X—C; |
i=1



Programowanie celowe #16

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— formalne sformutowanie problemu poszukiwania przyblizonych
rozwigzan uktadow rownan wiec jest nastepujgce

S
min Z|CiTx—Ci |
i=1

— jak wiec widac jest to problem bardzo podobny do problemu PC
(roznica: brak ograniczen na nieujemnosc¢ zmiennych)

— problem PC mozna wiec traktowac jako metode stuzacg do
przyblizonego rozwigzywania uktadow rownan liniowych



Programowanie celowe #17

+ Wyprowadzenie PC — rozwigzanie przyblizone

— po dodaniu ograniczen na nieujemnosc¢ zmiennych: x > 0
oraz dodatkowych (liniowych) ograniczen roboczych postaci
Ax {<, >, =} b otrzymujemy petng postac problemu PC

S
min ZICiTX—Ci |
i=1

p.o.. Ax{<, >, =}b
x>0

— problem programowania celowego mozna wiec traktowac jako
metode znajdujgcg rozwigzania wspolnych uktadoéw réwnan
| nierownosci liniowych, przy dla czesci rownan poszukuje sie w
0golnosci rozwigzania przyblizonego



Programowanie celowe #18

* Przyktady zadan PC
— znalez¢ rozwigzanie oznaczonego uktadu rownan:
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
* rozwigzanie uktadu [ 1, 2]T
— zapis zadania w postaci PC:
min |1X,+2X,—5|+|3X,+2X,—|
p.0. x>0, x,>0



Programowanie celowe #19

* Przyktady zadan PC

— znalez¢ rozwigzanie oznaczonego uktadu rownan:
(1) 1x,—2x,=5
(2) 3x—2%x,=7

* rozwigzanie uktadu [1,-2]T

— zapis zadania w postaci PC:
min |1X,—2X,—5|+|3X—2x,—7|
p.0. x>0, x,>0



Programowanie celowe #20

* Przyktady zadan PC

— znalez¢ nieujemne przyblizenie rozwigzania sprzecznego uktadu
rownan:
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
(3) 2x,+1x,=3
* brak rozwigzan
— zapis zadania w postaci PC:
min |1x,+2x,—5|+|3x,+2x,—7|+|2x,+1x,—3]
p.0. x>0, x,>0



Programowanie celowe #21

* Przyktady zadan PC
— znalezcC rozwigzanie zadania PC:
min |1X,+2X,—5|+|3x,+2x,—7|+|2x,+1X,—3|
p.0. 5X,+7X,<10
x>0, x,>0



Programowanie celowe #22

* Linearyzacja problemoéw PC

— problemy PC nalezg do grupy problemow programowania
matematycznego nieliniowego, ktéry mozna skutecznie
zlinearyzowac

 zlinearyzowac czyli zapisac (i rozwigzac) jako problem
programowania liniowego, ktérego rozwigzanie bedzie
jednoczesnie rozwigzaniem problemu nieliniowego (lub
rozwigzaniem, na podstawie ktérego mozna jednoznacznie
odczytac rozwigzanie problemu liniowego)

— linearyzacja problemu PC zostata podana przez Charnes’a
i Cooper'a

— linearyzacja ta polega na rozktadzie dowolnych wartosci
rzeczywistych na roznice dwoch wartosci nieujemnych



Programowanie celowe #23

Linearyzacja problemoéw PC — rozktad dowolnej wartosci
na roznice dwoch wartosci nieujemnych
— dana jest wartos¢ skalarna xe(—oc,+x)
— wartosc¢ te mozna przedstawic w postaci roéznicy:
X=y—2Z
— ktorej sktadniki, tzn. y i z sg wartosciami nieujemnymi,
tzn. ye[0,+«) oraz ze[0,+x)
— przyktady:
5 =9-4
—-12=8-20
50 =100-50
-1 =1-2



Programowanie celowe #24

« Linearyzacja problemoéw PC — rozktad dowolnej wartosci
na roznice dwoch wartosci nieujemnych
— z definicji rozktad taki jest niejednoznaczny,
tzn. dla kazdego x istnieje nieskonczenie wiele par vy i z takich,

ZzexX=y—z
— przyktady:

5 =7-2

5 =8-3

5 =9-4

5 =95-45

5 =9.789 -4.789
itd.



Programowanie celowe #25

« Linearyzacja probleméw PC — rozktad dowolnej wartosci
na roznice dwoch wartosci nieujemnych
— rozktad ten mozna ,ujednoznacznic¢” przyjmujgc, ze co najmniej
jedna z wartosci y oraz z powinna byc¢ ustalona i wynosic 0
— przyktady:
» przyktad liczby dodatniej:
5 =5-0 //jestto jedyna mozliwos¢ rozktadu liczby 5
» przyktad liczby zerowe;:
0 =0-0 //jest to jedyna mozliwosc¢ rozktadu liczby 0
» przyktad liczby ujemnej:
-5 =0-95 //jest to jedyna mozliwosc¢ rozktadu liczby —5



Programowanie celowe #26

« Linearyzacja probleméw PC — rozktad dowolnej wartosci
na roznice dwoch wartosci nieujemnych
— fakt, ze co najmniej jedna z wartosci y oraz z musi wynosic 0
mozna w 0golnosci zapisa¢ za pomocg warunku:
y-z=0
(warunek ten jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy gdy co najmniej
jedna z wartosci y oraz jest jest zerem)

— 0golny (jednoznaczny) rozktad wartosci x mozna wiec ,zadac”
nastepujgco: dla danej xe(—o«,+oc) znalez¢ takie y<[0,+oc) oraz
ze[0,+oc), aby zachodzity warunki:

X=y—2
oraz
y-z=0



Programowanie celowe #27

« Linearyzacja problemoéw PC — rozktad dowolnej wartosci
na roznice dwoch wartosci nieujemnych
— dysponowanie wartosciami y i z (z ktorych co najmniej jedna jest
rowna zero) jest korzystne, poniewaz:

* y iz moga przyjac role zmiennych w problemie PL (zmienne te sg
zawsze nieujemne)

* na podstawie y i z tatwo mozna obliczy¢ wartos¢ bezwzgledng z
wartosci Xx:

jezeli x=y—z oraz y'z=0 to [|x|=y+z
— przyktady:
5=5-0, 50=0, czyli |5 =5+0=5
0=0-0, 0:0=0, czyli [0] =0+0=0
-5=0-5, 0:5=0, czyli |-5|=0+5=5



Programowanie celowe #28

« Linearyzacja probleméw PC — zastosowanie rozktadu

— operacje rozktadu dowolnej wartosci na sktadniki nieujemne
mozna zastosowac¢ do dowolnego wyrazenia, a nie tylko do
pojedynczej wartosci, np.:
jezeli 3x,+4x,—10 =y -z orazy-z=0 to |3x,+4x,—10| =y +z

— technike te mozna zastosowac w problemie PC, ktérego funkcja
celu jest postaci:

S
— min ZICiTX—Ci |
=1

— w tym przypadku dla kazdego i mozna znalezC takie y; oraz z,
aby zachodzito:

(c;)™x—c, =y, — z, oraz y,z=0, wtedy oczywiscie |(c,)'x—C| =Y, + Z,
« pozwala to na usuniecie wartosci bezwzglednej z funkcji celu



Programowanie celowe #29

« Linearyzacja probleméw PC — zastosowanie rozktadu

powstaje nowa funkcja celu:
S

min Z(Yi +Z;)
i=1

oczywiscie nalezy dodac ograniczenia, ktore wigzg
(wystepujace w nowej funkcji celu) zmienne y, iz z
wyrazeniami (c;)'™x—c;:

dla kazdego i: (c,)'™x—c, =y, -z

dodajemy takze ograniczenia ,ujednoznaczniajgce” rozktad:
dla kazdego i: y,-z=0



Programowanie celowe #30

» Linearyzacja problemoéw PC — zastosowanie rozktadu
— dla kompletnosci dodajemy oryginalne ograniczenia problemu:

Ax {<, 2, =}b
— w tym ograniczenia na nieujemnosc¢ zmiennych x
x>0

— ograniczenia te ,rozciagajg”’ sie na wszystkie zmienne,
tacznie z nowo wprowadzonymi zmiennymi ;i z,
co w postaci wektorowej mozna zapisac¢ nastepujgco:
y>0
z>0



Programowanie celowe #31

« Linearyzacja probleméw PC — zastosowanie rozktadu
— W rezultacie otrzymujemy problem:

S
— min Z(yi+zi)
i=1

— przy ograniczeniach:
dla kazdego i: (c)'™x—¢c,=y;—z
dla kazdego i: y;z=0
Ax {<, 2, =}Db
x>0
y=>0
z>0

— powstaty problem bytby problemem PL gdyby nie nieliniowe
ograniczenia postaci: y;-.z=0



Programowanie celowe #32

« Linearyzacja probleméw PC — zastosowanie rozktadu

— okazuje sie jednak, ze ograniczenia y;;z=0 mozna pomingc
(a pomimo tego rozwigzanie optymalne bedzie identyczne)
* jest to cecha charakterystyczna dla tzw. probleméw programowania
wypuktego, ktorg mozna uzasadni¢ na nastepujgcym przyktadzie:
* zatdézmy, ze wartos¢ pewnego wyrazenia postaci (c,)"™x—c, wynosi 5
— wartos¢ 5 mozna np. przedstawiC w postaci roznicy: 5 =7 — 2 (czyli
y=7, z=2), wtedy wyrazenie (y + z) w funkcji celu przyjmie wartosc¢ 9
— gdyby wartos¢ 5 przedstawi¢ w postaci roznicy: 5 = 6 — 1 (czyli y=6,
z=1), to wtedy wyrazenie (y + z) w funkcji celu przyjmie wartosc 7
— gdyby wreszcie wartos¢ 5 przedstawi¢ w postaci roznicy: 5=5-0
(czyli y=5, z=0), to wyrazenie (y + z) w funkcji celu przyjmie wartos¢ 5,
co stanowi wartos¢ minimalng tego wyrazenia
* poniewaz wyrazenie reprezentujgce wartos¢ funkcji celu jest
minimalizowane, to wartosci par zmiennych y i z bedg zawsze
tak dobierane, aby jedna z nich przyjmowata wartosc zero



Programowanie celowe #33

» Linearyzacja problemoéw PC — zastosowanie rozktadu
— ostateczna postac powstatego problemu:

S
— min Z(yi+zi)
i=1

— przy ograniczeniach:
dla kazdego i: (c)'™x—¢c,=y;—z
Ax{s, 2, =}b
X >0
y=>0
z>0

— powyzszy problem jest zlinearyzowang wersjg problemu
celowego, czyli takim problemem liniowym, ktérego rozwigzanie
jest identyczne z rozwigzaniem problemu celowego



Programowanie celowe #34

* Rozwigzania przyktadowych PC
— znalez¢ rozwigzanie oznaczonego uktadu rownan:
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
* rozwigzanie uktadu [ 1, 2]T
— zapis zadania w postaci PC:
min |1X,+2X,—5|+|3X,+2X,—|
p.0. x>0, x,>0
* rozwigzanie optymalne: [1,2]"
« wartos¢ funkcji celu: 0
— otrzymano identyczne rozwigzania



Programowanie celowe #35

* Rozwigzania przyktadowych PC
— znalez¢ rozwigzanie oznaczonego uktadu rownan:
(1) 1x,—2x,=5
(2) 3x—2%x,=7
* rozwigzanie uktadu [1,-2]T
— zapis zadania w postaci PC:
min |1X,—2X,—5|+|3X—2x,—7|
p.0. x>0, x,>0
» rozwigzanie optymalne: [ 2.333...,0]"
« wartos¢ funkcji celu: 2.666...

— otrzymane rozwigzania roznig sie (poniewaz rozwigzanie
otrzymane metodg PC musi by¢ nieujemne)



Programowanie celowe #36

* Rozwigzania przyktadowych PC
— znalez¢ nieujemne przyblizenie rozwigzania sprzecznego uktadu
rownan:
(1) 1x,+2x,=5
(2) 3x,+2x,=7
(3) 2x,+1x,=3
* brak rozwigzan
— zapis zadania w postaci PC:
min |1X,+2X,—5|+|3X,+2X,—7|+|2X,+1X,—3]
p.0. x>0, x,>0
* rozwigzanie optymalne: [1,2]"
« wartos¢ funkcji celu: 1

— rozwigzanie otrzymane metodg PC jest nieujemnym
przyblizeniem rozwigzania uktadu wyjsciowego



Programowanie celowe #37

* Rozwigzania przyktadowych PC
— znalezcC rozwigzanie zadania PC:
min |1X,+2X,—5|+|3x,+2x,—7|+|2x,+1X,—3|
p.0. 5X,+7X,<10
x>0, x,>0
* rozwigzanie optymalne: [ 1.222..., 0.555... "
« wartos¢ funkcji celu: 4.888...
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