Techniki optymalizacji
Doktadne algorytmy
optymalizacji

Maciej Hapke
maciej.hapke at put.poznan.pl



Problem optymalizacji
kombinatorycznej

® Problem optymalizacji kombinatorycznej
JeSt prObIemem minimalizacji badi

maksymalizacji i
charakteryzuje sie zbiorem instancji

® Tnstancja jest parg (S, f)

® S oznacza skonczony zbior wszystkich
mozliwych rozwigzan

® f jest odwzorowaniem definiowanym jako

1115 L IR



Minimalizacja

®m W przypadku minimalizacji nalezy
znalezc takie rozwigzanie i ,, 0 S

ktore spetnia

f@. )< fi) dlawszystkich/iOS

opt



Maksymalizacja

®m \W przypadku maksymalizacji nalezy
znalezcC takie rozwigzanie i, O S ktore

spetnia

f(@i )= f(i) dla wszystkich/OS

opt

= Takie rozwigzanie /i . jest nazywane

globalnie optymalne (minimalne lub
maksymalne)



Klasyfikacja algorytmow

® algorytmy optymalizacyjne doktadne
® przeszukiwanie wyczerpujgce (exhaustive),
® podziatu i ograniczen (B&B),
® programowanie dynamiczne
® algorytmy heurystyczne
® specjalizowane
® |]osowego przeszukiwania (random search)

® |okalnego przeszukiwania i odmiany
e symulowane wyzarzanie
e przeszukiwanie tabu

® genetyczne
" hybrydy



Klasyfikacja algorytmow (2)

® Ponadto w obu klasach mozna wyrdoznic

® algorytmy ogolne (general algorithms) -
niezalezne od rozwigzywanego problemu (np.
B&B)

® oraz algorytmy dopasowywane (tailored
algorithms) — wykorzystujgce specyficzng
wiedze o problemie (np. heurystyki
priorytetowe w szeregowaniu)



Co jest potrzebne do
zaprojektowania algorytmu

B Reprezentacja rozwigzania
m Cel
® Funkcja oceny



Reprezentacja rozwigzania

® Cigg binarny, np. SAT

B Reprezentacja zmiennoprzecinkowa,
np. programowanie nieliniowe

® Permutacja, np. TSP, QAP
B Macierz
B Drzewo



Exhaustive search

® \Wymaga wygenerowania |
sprawdzenia kazdego rozwigzania
dopuszczalhego - wady oczywiste

m Zaleta — proste

® Jedyne wymagdanie - systematyczny
sposob przeszukiwania S

® Jak to zrobic¢, zalezy od reprezentacii



Exhaustive search - SAT

0000 - O
0001 -1
0010 - 2
0011 - 3

Ale mozna inaczej dzielgc S. Jak?



Exhaustive search - SAT (2)

® Wielokrotny podziat na dwie
przestrzenie, x, =T, X, = F, ...



Exhaustive search - TSP

® Permutacja dopuszczalna, np. nie
iz 2+511144
® | jczba permutacji — n!
B Rekurencyjne generowanie
permutacji
m ystalenie pierwszej pozycji

® generowanie (n-1)! permutaciji dla
ustalonej pierwszej pozycji ...



Branch & Bound
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Przeszukiwanie losowe




Modelowanie i
metaheurystyKi

Przeszukiwanie
lokalne



Idea sgsiedztwa

N(x)

&)




Definicja sgsiedztwa

B xS
® zbior N(x) O S rozwigzan, ktore lezg
,blisko” rozwigzania x
® funkcja odlegtosci
dist: S xS - R
B sgsiedztwo
N(x) =<{y 0S : dist(x, y) < &}

®m kazde rozwigzanie y O N(x) jest nazywane
rozwigzaniem sgsiednim |lub po prostu
sqsiadem x



Definicja sqsiedztwa (2)

®m zaktadamy, ze y O N(x) = x O N(y)

® N(x) mozna uzyskac z x wykonujac jeden
ruch (modyfikacje) m z pewnego zbioru
mozliwych ruchow M(x)

" ruch m jest pewng transformacjg, ktora
zastosowana do rozwigzania X daje
rozwigzanie y

B Sgsiedztwo mozna wiec zdefiniowac
nastepujgco:

N(x) =y | ImOM(x) | y = m(X)}



Cechy sgsiedztwa

B ograniczenie na rozmiar
e dla kazdego x jego N(x) zawiera co najmniej jedno
rozwigzanie y rozne od x

e nie moze obejmowac catej przestrzeni rozwigzan
dopuszczalnych (nie moze by¢ dokfadna)

® podobienstwo sgsiadow

e y 0 N(x) niewiele rézni sie od x, tak by przejscie
(elementarny ruch) od x do y nie wymagato za
kazdym razem konstruowania nowego rozwigzania
,0d podstaw”

B rownouprawnienie

e niezaleznie od wyboru rozwigzania poczatkowego
powinno byc¢ osiggalne kazde rozwigzanie nalezgce
do S



Przyktad sgsiedztwa - TSP

® k-zamiana (ang. k-swap, k-opt)

e N(x) — zbior rozwigzan powstatych przez
usuniecie k miast i wstawienie ich w innej
kolejnosci

m)-zamiana, 2-opt
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IN(X)| = n(n-1)/2



Sgsiedztwo TSP

wymiana miast

1-2-F4-5-6-7-FR9
N,(3, 8)
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Sgsiedztwo TSP

wymiana tukow
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2-0opt 1 3-opt
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Sgsiedztwo QAP

® zamiana lokalizacji
m]1-2-3 . 1-3-2
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Sgsiedztwo GPP

Podejscie alternatywne -
generowanie rozwigzan
niedopuszczalnych |V,| # |V,].

E.
AV, V) 5200 50 4 YV, - [V,])2

id, @ 3
{c.f 1
{b, h}
(a,e)

y - dodatnia stata (kara za
niedopuszczalny podziat).

0
1
2
3
4

Sgsiedztwo — wszystkie takie
podziaty (V’,, V’,), ze

Vv, =V, O{x} i V/, = V, \{x} lub
V=V, Xy} iV, =V, 0{y},

xdV., viV..



Przeszukiwanie lokalne

Eksploracja sgsiedztwa x

®  Wybierz rozwigzanie w S i ocen je,
zdefiniuj jako rozwigzanie biezgce

= Dokonaj generacji nowego rozwigzania z
rozwigzania biezgcego i ocen je

®m  Jesli nowe rozwigzanie jest lepsze
zdefiniuj jako rozwigzanie biezace, w
przeciwnym wypadku odrzuc

®  Powtarzaj kroki 2 i 3 dopoki mozna
uzyskac poprawe



Lokalne optimum

x. . jest lokalnym minimum jesli

f(x...) <f(j), dla wszystkich j O N(x_,.)

x___jest lokalnym maksimum jesli

fix._) = f(j), dla wszystkich j O N(x... )

ax



Lokalne przeszukiwanie

Wersja zachtanna Wersja stroma
Wygeneruj rozwigzanie x Wygeneruj rozwigzanie x
powtarzaj powtarzaj

dla kazdego yO N(x) w 31200 ¢

losowej kolejnosci znaJc.Iz naJ.IepszDeN

jezeli f(y) > f(x) to jreptecile VI e

X:i=y jezeli f(y) > f(x)

dopoki nie znaleziono v

lepszego rozwigzania X.=Y

dopoki nie znaleziono
lepszego rozwigzania




Efektywnosc lokalnego
przeszukiwania

B wiecej rozwigzan jest ocenianych niz
akceptowanych
® wersja stroma
® wersja zachtanna

® ocena rozwigzan sasiednich jest
operacja krytyczna z punktu
widzenia efektywnosci algorytmu



Efektywnosc lokalnego
przeszukiwania

B Bezposrednia implementacja algorytmow LS
okazuje sie dla wielu typowych problemow
bardzo nieefektywna

® Rozwigzania nalezgce do sgsiedztwa sq
jawnie konstruowane przed ich oceng -
kosztowna operacja

® \WiekszoS¢ ocenionych rozwigzan nie zostaje
akceptowana - nie warto ich jawnie
konstruowac, wystarczy znac ich wartosc f.
celu



Efektywnosc lokalnego
przeszukiwania

® Czy mozna obliczy¢ wartosc f. celu bez
konstrukcji rozwigzania?

Af_(X)



Efektywne przegladanie
sgsiedztwa

Wersja stroma ® Ocenia sie

Wygeneruj rozwigzanie X ruchy, nie
powtarzaj / rozwigzanial

znajdz najlepszy ruch m O

M(x)
jezeli im(x)) > f(x) ® Rozwigzania
to sasiednie nie
X 1= m(X) musza by¢
dopoki nie znaleziono jawnie

lepszego rozwigzania konstruowane!



Ocena ruchow —problem
komiwojazera (TSP)

Ocena ruchu:

Roznica kosztow dwoch dodawanych i dwoch
usuwanych tukow



Efektywne obliczanie kosztu
zamiany - TSP



Problem marszrutyzacji
pojazdow - (VRP)

® Nalezy odwiedzic wszystkie wierzchotki
korzystajac ze zbioru pojazdow




Ocena ruchow - vehicle
~ routing problem (VRP)

IO,
OGN,

OGN,
OGN,

® Nalezy przeliczy¢ koszty tylko dwoch
tras




Efektywne obliczanie kosztu
zamiany - VRP



Efektywne ocenianie
ruchow

® \Wiekszosc ruchow jest tylko
oceniana, a nie wykonywana

® Ocena ruchu wymaga
zmodyfikowania dwoch tras

® Naktad na ocenienie ruchu - 2
m ZtozonosSc jednej iteracji — 2 W(T-1)



Wykorzystanie ocen ruchow
Z poprzednich iteracji

® Dla yON(x) z reguty N(X)nN(y)=0O
lub
IN(X)nN(y)| <<|N(x)]

mAle
M(x)nM(y) moze byc liczny tzn.
wiele ruchow pozostaje takich
samych po wykonaniu ruchu



Wykorzystanie ocen ruchow,
Z poprzednich iteracji

T~ — Ruch zaakceptowany

w poprzedniej iteracji

Ruch oceniony
w poprzedniej iteracji

® Oceny wszystkich ruchow nie
dotyczacych tras A 1 B pozostajq te
same



Wykorzystanie ocen ruchow,
Z poprzednich iteracji

® \W wersji zachtannej redukcja jest
mniejsza poniewaz nie wszystkie
ruchy musiaty byc przejrzane w
poprzednie] iteracji

® \W wersji zachtannej mozna pomijac
ruchy ocenione w poprzedniej
iteracji gdyz wiadomo, ze nie
Przynoszg one poprawy




Pomijanie ztych ruchow na
podstawie regut heurystycznych

® Technika znana takze pod nazwq
candidate moves — ruchy
kandydackie

m \\V sgsiedztwie ocenia sie ruchy
kandydackie

B Pozostate ruchy pomija sie lub
ocenia sie z niewielkim
prawdopodobienstwem



Pomijanie ztych ruchow na
podstawie regut heurystycznych

®m TSP - dla kazdego wierzchotka
tworzymy liste N’ << N najblizszych
wierzchotkow

® Ruchy kandydackie wprowadzajq

tylko tuki prowadzace do
najblizszych wierzchotkow

3 4 3 3
. 2
5 5
1 6 1 6
9 7 9 7
8 8




Pomijanie ztych ruchow na
podstawie regut heurystycznych

® \W VRP mozna rozwazac tylko ruchy
pomiedzy blisko potozonymi trasami
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Pomijanie ztych ruchow na
podstawie regut heurystycznych

® Ruchy zte i kandydackie mogg byc¢ identyfikowane
na podstawie dziatania metody wyzszego rzedu

® Pamiec diugoterminowa w
® |jsta dobrych fukow w TSP
® | ista tukow wystepujacych w ruchach przynoszacych
poprawe
" Wykorzystanie informacji z operatorow
rekombinacji

® Np. do ruchow kandydackich zalicza sie ruchy
wprowadzajace fuki wystepujace o dowolnego z rodzicow
(nawet jezeli nie znalazty sie one w potomku)



Techniki zaawansowane

® Np. przegladanie sasiedztwa o
rozmiarze wyktadniczym w czasie
wielomianowym

Wygeneru] rozwlgazanle X
powtarza J Problem optymalizacijt
znajdz najlepszy ruch ml M(x)
jezeli f(m(x)) > f(x) to
X := m(x)

dopdki nie znaleziono lepszego
rozwlazanila



Wady

® konczg dziatanie w optimum lokalnym
(poza przypadkiem doktadnej struktury sgsiedztwa)

e doktadne sgsiedztwa sq w wiekszosci przypadkow
nie praktyczne poniewaz sprowadzajq sie do
kompletnego przeszukania przestrzeni rozwigzan
dopuszczalnych,

® jakosc rozwigzah w duzej mierze zalezy
od wyboru rozwigzania startowego

e dla wiekszosci problemow nie ma zadnych wskazan
do tego jak odpowiednio wybrac¢ rozwigzanie
startowe



Zalety

B sg elastyczne

® mozna stosowac dla kazdego
problemu optymalizacji
kombinatorycznej



Unikanie wad algorytmow
lokalnego przeszukiwania

® wprowadzenie bardziej ztozonej definicji
sgsiedztwa w celu mozliwosci
przeszukania wiekszej czesci przestrzeni
rozwigzan dopuszczalnych

B ograniczone akceptowanie pogorszen
funkcji celu

® wykonanie algorytmu lokalnego
przeszukiwania dla duzej liczby rozwigzan
startowych

® dobre rozwigzania startowe



Dobre rozwigzania startowe
Heurystyki

B NN (Nearest Neighbor)

= Jteracyjne dodawanie do trasy najblizej lezgcego miasta.

B Greedy

" Trasa jest budowana tak, ze zawsze tworzy cykl
Hamiltona. W kazdej iteracji dodawany jest jeden
najkrotszy tuk z pozostatych dostepnych.

® Clarke-Wright

= Na poczatku kazde miasto potaczone z bazg, potem
iteracyjna eliminacja takiego potaczenia z bazg (przejazd
bezposrednio do miasta), ktdéra da najwieksze
0szczednosci



Algorytm Lina-Kernighana

LK search

®0Od 1973 do 1989 najlepszy algorytm,
i ciggle w czotowce

® Nowa implementacja LK rozwigzuje w
50 min instancje z 1 000 000 miast

® Bazuje na ruchach 2-opt z
restrykcjami



Algorytm Lina-Kernighana

LK search

® Sciezka Hamiltona (nie cykl)

(a) eo—eo—o—o—o o + + - —0o—0o 0o

2 1o
Podtrasa krotsza od
najlepszej znalezionej
f—i do tej pory
(b) 9 9 9 .- * @ & & .- ® @
7 DHivl  Dis2 1o




Lokalne przeszukiwanie

Porownanie wersji zachtannej i stromej

B Podobienstwa B ROznice
" Przegladajg N(x) " Stromy - szuka
= Dochodza do najlepszego
lokalnego optimum m Zachtanny -

pierwszy lepszy



