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Z³o¿onoœæ obliczeniowa - plan wyk³adów



I Z³o¿onoœæ obliczeniowa.

Wstêp

Podstawowe pojêcia ( algorytmy, problemy, modele obliczeñ )

Klasy z³o¿onoœci obliczeniowej problemów decyzyjnych

P i NP

NPc ( NP-zupe³ne )

sNPc ( silnie NP-zupe³ne )

4. Analiza z³o¿onoœci obliczeniowej i metodyka rozwi¹zywania problemów optymalizacyjnych

5. Analiza z³o¿onoœci obliczeniowej algorytmów równoleg³ych

6. Poza NP-zupe³noœæ ( NP-trudnoœæ )



II Optymalizacja kombinatoryczna.

1 Ogólne metody rozwi¹zywania trudnych problemów optymalizacyjnych:

a) B&B

b) metaheurystyki: SA, TS, GS

2 Zaawansowane algorytmy grafowe:

a) najkrótsze œcie¿ki z ustalonego wierzcho³ka

b) drogi w grafie acyklicznym

c) domkniêcie przechodnie relacji.

3 Algorytmy sieciowe:

a) maksymalna przep³ywowoœæ sieci

b) zagadnienia transportowe

c) skojarzenia w grafie

4 Algorytmy zach³anne.
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�1. WPROWADZENIE

2. PODSTAWOWE POJÊCIA

Kombinatoryka zajmuje siê zagadnieniami dotycz¹cymi zbiorów skoñczonych; 

Zbiór sk³ada siê z elementów rozró¿nialnych ( pojêcie pierwotne );

Iloczyn kartezjañski A(B zbiorów A i B definiuje siê go jako zbiór wszystkich par (a,b(, gdzie a(A, b(B; 

Dla danych zbiorów S1, S2, ..., SK podzbiór R iloczynu kartezjañskiego S1(S2(...(SK jest nazywany relacj¹ nad S1, S2, ..., SK. Gdy k(2, zbiór R jest relacj¹ binarn¹.

 W³aœciwoœci relacji :

	- zwrotna : (x(X  xRx ,

	- przechodnia : (x,y,z  (xRy ( yRz) ( xRz ,

	- symetryczna : (x,y(X  xRy  ( yRx ,

	- antysymetryczna : (x,y(R  (xRy ( yRx) ( x(y.

Relacja czêœciowego porz¹dku jest to relacja, która jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna ( np. zbiór zadañ z ograniczeniem kolejnoœciowym ).

Relacja równowa¿noœci jest to relacja zwrotna, przechodnia i symetryczna. 
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Grafem nazywaæ bêdziemy parê G=(V,E) , gdzie V jest zbiorem wierzcho³ków, a E - zbiorem krawêdzie grafu. 

Jeœli E jest relacj¹ nad V to G nazwiemy grafem skierowanym. 



Jeœli E jest zbiorem dwuelementowych podzbiorów V to G jest grafem nieskierowanym. 

����������



Dwa wierzcho³ki nieskierowanego grafu G(V,E) s¹ po³¹czone jeœli istnieje pomiêdzy nimi nieskierowana scie¿ka. 
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Graf G=(V,E) jest spójny jeœli wszystkie pary wierzcho³ków s¹ po³¹czone.



Przyk³ady problemów kombinatorycznych

1.Problem krawêdziowego kolorowania grafu ( wariant )

Nale¿y pokolorowaæ krawêdzie grafu nieskierowanego G=(V,E) ró¿nymi kolorami tak, aby nie wszystkie krawêdzie w dowolnym cyklu posiada³y ten sam kolor. Okreœliæ minimaln¹ liczbê kolorów niezbêdn¹ do pokolorowania grafu w ten sposób.

������������



2.Problem minimalnego przekroju (wariant)	

Dla danego grafu nieskierowanego G(V,E), gdzie krawêdziom przypisano „d³ugoœæ” nale¿y okreœliæ „przekrój”, tj. podzbiór krawêdzi po usuniêciu których graf bêdzie niespójny. Dla jakiego przekroju suma d³ugoœci usuniêtych krawêdzi jest minimalna ?

���������������



3.Problem najkrótszej œcie¿ki

Skonstruowaæ najkrótsz¹ œcie¿kê ( w sensie sumy d³ugoœci krawêdzi j¹ tworz¹cych ) pomiêdzy dwoma okreœlonymi wierzcho³kami grafu nieskierowanego G(V,E).

����������������



4.Problem przydzia³u (assignment problem )

Dana jest n(n wymiarowa macierz W=(wij(. ZnaleŸæ podzbiór elementów W tak, by zawiera³ on dok³adnie jeden element z ka¿dego wiersza i dok³adnie jeden element z ka¿dej kolumny. Dla jakiego podzbioru suma elementów  jest minimalna ?



����			W=   � OSAD� Equation.2  ���



Powy¿sze problemy (1(4) mo¿na rozwi¹zaæ optymalnie w czasie wielomianowym.



5.Problem liczby chromatycznej ( kolorowania wierzcho³kowego )

��������

Pokolorowaæ wierzcho³ki grafu nieskierowanego G=(V,E) tak, aby ¿adna para s¹siaduj¹cych wierzcho³ków u,v ( gdzie (u,v)(E ) nie by³a pokolorowana tym samym kolorem. Okreœliæ minimaln¹ liczbê takich kolorów.





6.Problem maksymalnego przekroju

ZnaleŸæ przekrój w grafie G=(V,E), dla którego suma d³ugoœci wybranych krawêdzi jest maksymalna.



7.Problem najd³u¿szej œcie¿ki

ZnaleŸæ najd³u¿sz¹ œcie¿kê pomiêdzy dwoma wybranymi wierzcho³kami w grafie G.



8.Trójwymiarowy problem przydzia³u

Jest to problem definiowany podobnie jak problem (4) z tym, ¿e macierz W jest trójwymiarowa.



Powy¿sze problemy (5(8) s¹ problemami NP-trudnymi ( tj. nie znaleziono rozwi¹zuj¹cych je algorytmów wielomianowych ).



Pojêcia wstêpne

�����

a) Problemy decyzyjne a optymalizacyjne.

Problemy decyzyjne s¹ to problemy sformu³owane w postaci pytania, na które odpowiedŸ brzmi „tak” lub „nie”.

np. - Problem spe³nialnoœci wyra¿eñ boolowskich :

Dla danego wyra¿enia boolowskiego w normalnej postaci koniunkcyjnej pytamy o istnienie przydzia³u zer i jedynek do zmiennych boolowskich takiego, dla którego wyra¿enie to przyjmie wartoœæ jeden. 

	Problem TRÓJPODZIA£U:

Dla danego ograniczenia B i zbioru A sk³adaj¹cego siê z 3q elementów o znanych ca³kowitych wagach � OSAD� Equation.2  ���( s(ai) (� OSAD� Equation.2  ���, pytamy o istnienie podzia³u tego zbioru na q roz³¹cznych trójelementowych podzbiorów takich, ¿e suma wag w ka¿dym z nich jest równa B.

Problemy optymalizacyjne wymagaj¹ ekstremalizacji okreœlonej funkcji celu, zwi¹zanej z danym problemem kombinatorycznym.

np. - Podstawowy problem SZEREGOWANIA ZADAÑ:

Dla danego zbioru zadañ i procesorów znaleŸæ uszeregowanie minimalizuj¹ce czas wykonania ca³ego zbioru zadañ.

Problemy decyzyjne i optymalizacyjne mo¿na badaæ w sensie trudnoœci obliczeniowej w ten sam sposób.

Przes³anki : 

1( Dla ka¿dego problemu optymalizacyjnego istnieje odpowiadaj¹cy mu problem decyzyjny.

	Problem optymalizacyjny ( minimalizowaæ ( maksymalizowaæ ) funkcjê (

			(

	Problem decyzyjny ( czy istnieje rozwi¹zanie o wartoœci funkcji ( ( y (( ( y) dla 				pewnej sta³ej y ?

2( Problem decyzyjny jest obliczeniowo nie trudniejszy ni¿ odpowiadaj¹cy mu problem optymalizacyjny. ( Wystarczy bowiem rozwi¹zaæ optymalnie problem optymalizacyjny i porównaæ wartoœæ rozwi¹zania optymalnego (( z wartoœci¹ y ).

Wniosek:

Analizuj¹c trudnoœæ problemów kombinatorycznych wystarczy ograniczyæ siê do wersji decyzyjnej.

Wersja decyzyjna trudna obliczeniowo - wersja optymalizacyjna te¿ trudna obliczeniowo. Wersja optymalizacyjna ³atwa obliczeniowo - wersja decyzyjna równie¿ ³atwa.



Problem decyzyjny ( definiuje siê jako zbiór parametrów ( np. zbiory, grafy, funkcje, liczby itp. ), które nie musz¹ mieæ nadanych wartoœci oraz pytanie, na które odpowiedŸ brzmi „tak” lub „nie”. Ustalaj¹c wartoœci wszystkich parametrów danego problemu (, otrzymujemy instancjê (konkretny problem), któr¹ oznaczymy przez I.

Problem decyzyjny ( definiuje siê tez jako zbiór instancji D( oraz jego podzbiór Y( ( D( , gdzie Y( zawiera wszystkie instancje, na które odpowiedŸ brzmi „tak”.



Przyk³ad

	PROBLEM PLECAKOWY ( optymalizacyjny ):

Parametry: skoñczony zbiór elementów A={a1, a2, ..., an}, z których ka¿dy ma okreœlony rozmiar s(ai) oraz wartoœæ w(ai) ( Z+, pojemnoœæ plecaka b ( Z+.

Rozwi¹zaniem jest taki podzbiór elementów A((A, który maksymalizuje ³¹czn¹ wartoœæ wybranych elementów (w(a�i), przy warunku nieprzekraczania pojemnoœci ai ( A( ,

	(a(A’ s(ai) ( b.

	PROBLEM PLECAKOWY ( decyzyjny ).

Parametry: Skoñczony zbiór elementów A={a1, a2, ..., an}, rozmiar s(ai) oraz wartoœæ w(ai)(Z+  dla ka¿dego elementu ai(A, sta³e � OSAD� Equation.2  ��� oraz y(Z+.

Pytanie: Czy istnieje podzbiór  A’( A, taki ¿e   

				(s(ai) ( b

				ai(A’

				(w(ai) ( y	?

				ai(A’



Instancja tego problemu to np.: zb. A sk³adaj¹cy siê z piêciu (n=5) elementów o rozmiarach wynosz¹cych odpowiednio 5,3,2,4,3 i wartoœciach 3,4,2,6,1 pojemnoœæ b=10, sta³a y=12.

OdpowiedŸ: tak.



Dane instancji I(D( ( tzn. konkretne wartoœci parametru problemu ( ) zapisuje siê ( koduje ) za pomoc¹ skoñczonego ³añcucha x(I) symboli nale¿¹cych do z góry okreœlonego alfabetu (, zgodnie z ustalon¹ regu³¹ kodowania e.

Przez rozmiar instancji N(I) rozumieæ bêdziemy d³ugoœæ ³añcucha danych x(I).

Przyk³ad:

Zakodujemy rozpatrywany PROBLEM PLECAKOWY ( tzn. jego instancjê ).

Alfabet

(2 u¿yty do zakodowania instancji tego problemu sk³ada siê z czterech symboli (2 = {0,1,_,(}.

Regu³a kodowania: wszystkie liczby zapiszemy w postaci binarnej, oddzielaj¹c je pauzami, w kolejnoœci: liczba elementów b, y, rozmiary elementów, wartoœci elementów. Kropka oznaczaæ bêdzie koniec ³añcucha danych.

Przyk³adowa instancja: n=5, s=[5,3,2,4,3], (w={3,4,2,6,1], b=10, y=12  

Zakodowana:101_1010_1100_101_11_10_100_11_11_100_10_110_1(



Powy¿sza regu³a kodowania binarnego spowoduje wygenerowanie ³añcucha o d³ugoœci (bêd¹cej rozmiarem instancji):

��� � OSAD� Equation.2  ���

� OSAD� Equation.2  ���

� OSAD� Equation.2  ���

� OSAD� Equation.2  ���





Regu³a kodowania jedynkowego: jest taka sama jak powy¿sza, z tym ¿e liczby kodujemy jedynkowo (unarnie) (1= {1,_,(}.

W przyk³adzie uzyskamy zatem ³añcuch o rozmiarze: 

� OSAD� Equation.2  ���

St¹d:

� OSAD� Equation.2  ���

Regu³ê jedynkow¹ nale¿y zatem odrzuciæ, bo powoduje nadmiarowy ( wyk³adniczy ) wzrost rozmiaru kodowania instancji w stosunku do ka¿dej innej regu³y kodowania �(o podstawie liczenia (2 ).

Ogólnie mówi¹c, mo¿emy zatem przyj¹æ ka¿d¹ „rozs¹dn¹” regu³ê kodowania, która nie powoduje wyk³adniczego wzrostu rozmiaru kodowanej instancji, w stosunku do innych regu³ kodowania.

St¹d:

³añcuch symboli koduj¹cych dane instancje nie mo¿e zawieraæ nadmiarowych symboli,

liczby wystêpuj¹ce w danych powinny byæ zapisane binarnie lub przy dowolnej innej, ustalonej podstawie wiêkszej od 1.



Standardowa regu³a kodowania.

(={0,1,-,[,],(.),_,(}; regu³a odwzorowuje instancje w ³añcuchy strukturalne.

liczby ca³kowite reprezentowane s¹ binarnie ( z uwzglêdnieniem znaku „-” )

jeœli x jest ³añcuchem strukturalnym reprezentuj¹cym liczbê ca³kowit¹, to [x] jest ³añcuchem strukturalnym reprezentuj¹cym „nazwê” ( np. wierzcho³ka w grafie ).

ci¹g  obiektów <x1, ..., xm>, które sa reprezentowane przez ³añcuchy strukturalne x1, ..., xm jest oznaczany przez ³añcuch strukturalny (x1, ..., xm). 

( l. ca³kowite, ci¹gi, zbiory, grafy, f. skoñczone, l. wymierne )

Niejednoznacznoœæ powy¿szej regu³y ( np. kolejnoœæ danych w ³añcuchach ) nie ma istotnego znaczenia, o ile kodowanie jest jednoznaczne i ³añcuch mo¿na zakodowaæ.



Uwagi:

Problemowi decyzyjnemu ( i regule  kodowania e odpowiada jêzyk formalny L((,e)={x(I)((*, I(D( ( (  jest alfabetem u¿ywanym przez � OSAD� Equation.2  ���e ( odpowiedŸ dla I brzmi: „tak” },  gdzie(* jest zbiorem wszystkich skoñczonych ³añcuchów symboli nale¿¹cych do (. Natomiast rozwi¹zaniu problemu decyzyjnego ( odpowiada rozpoznanie jêzyka L((,e).

W praktyce dogodnie jest wyraziæ rozmiar instancji za pomoc¹ jednego parametru, okreœlaj¹cego liczbê elementów zbioru charakterystycznego ( znacz¹cego ) dla danych rozpatrywanej instancji. W problemie plecakowym jt. Liczba elementów n , w przypadku problemów szeregowania - liczba zadañ, a dla problemów poszukiwania maksymalnego przep³ywu w sieciach - liczba wierzcho³ków sieci.

b) Algorytmy

Algorytmami  nazywaæ  bêdziemy  dowolne  procedury   przeznaczone  do   rozwi¹zywania       	problemów. 

	Mówimy, ¿e algorytm rozwi¹zuje problem decyzyjny (, jeœli znajduje rozwi¹zanie (odpowiedŸ „tak” lub „nie” ) dla ka¿dej instancji I(D(. 

	Szukamy algorytmu najefektywniejszego, tzn. najszybszego ( ograniczenia pamiêciowe nie s¹ zbyt istotne ).

	Powiemy, ¿e funkcja f(k) jest rzêdu g(k), co zapisujemy O(g(k)), je¿eli istnieje taka sta³a C, ¿e |f(k)|(C|g(k)| dla wszystkich wartoœci k.

	Przez funkcjê z³o¿onoœci obliczeniowej algorytmu A rozwi¹zuj¹cego problem ( bêdziemy rozumieli funkcjê z³o¿onoœci czasowej, przyporz¹dkowuj¹c¹ ka¿dej wartoœci rozmiaru instancji I(D( , maksymalna liczbê elementarnych kroków ( lub jednostek czasu maszyny cyfrowej, potrzebnych do rozwi¹zania za pomoc¹ algorytmu A, instancji o tym rozmiarze tzn. funkcjê:

	fA(n) = max {t: t jest liczb¹ elementarnych kroków maszyny cyfrowej niezbêdn¹ do

		    I           rozwi¹zania instancji I(D( (N(I)=n}.� OSAD� Equation.2  ���

	Powy¿sza funkcja jest zdefiniowana jednoznacznie jeœli okreœlimy ( rozs¹dn¹ ) regu³ê kodowania i ( realistyczny ) model obliczeñ.



DWA TYPY ALGORYTMÓW

	Algorytm wielomianowy - funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej ( z³o¿onoœæ obliczeniowa ) jest ograniczona przez  O(p(k)), gdzie p jest pewnym wielomianem, a  k  rozmiarem rozwi¹zywanej instancji.

	Ka¿dy algorytm, którego funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej nie mo¿e byæ tak ograniczona, nazywa siê algorytmem wyk³adniczym.

Porównanie wybranych wielomianowych i wyk³adniczych funkcji z³o¿onoœci obliczeniowej (elementarna operacja 1(s).



F. z³o¿onoœci obliczeniowej�Rozmiar�n���10�60��n

n3

n5

2n

3n�0.00001 s

0.001 s

0.1 s

0.001 s

0.059 s�0.00006 s

0.216 s

13.0 min

366 stuleci

1.3*1013 stuleci��

Wp³yw wzrostu prêdkoœci obliczeñ na czas wykonania algorytmu.



Funkcja z³o¿onoœci�Rozmiar najwiêkszego�problemu rozwi¹zywanego�w ci¹gu 1 godz.��obliczeniowej�przez obecn¹ maszynê cyfrow¹�przez MC

100* szybsz¹�przez MC

1000* szybsz¹��n

n3

n5

2n

3n�N1

N2

N3

N4

N5�100 N1

4.64 N2

2.5 N3

N4 + 6.69

N5 + 4.19�1000 N1

10 N2

3.99 N3

N4 + 9.97

N5 + 6.29��

c) Model obliczeñ

Aby uniezale¿niæ siê od typu komputera, pos³u¿ymy siê ogólnym abstrakcyjnym modelem obliczeñ.

	Mo¿na wyró¿niæ dwa typy modeli obliczeñ: realistyczne i nierealistyczne

Realistyczny model obliczeñ ( maszyny cyfrowej ) w jednostce czasu mo¿e wykonaæ liczbê elementarnych kroków (+,-,_,itp.) ograniczon¹ od góry przez  wielomian  od rozmiaru rozwi¹zywanej instancji.



Deterministyczna maszyna Turinga ( DTM )

Sterowanie, g³owica odczytuj¹co-zapisuj¹ca, taœma z nieskoñczon¹ liczb¹ komórek ponumerowanych  ...,-2,-1,0,1,2,... .

Program dla DTM jest okreœlony przez podanie:

	- skoñczonego zbioru symboli taœmy (, podzbioru symboli wejœciowych ((( i wyró¿nionego symbolu pustego b((-(

	- skoñczonego zbioru stanów Q , zawieraj¹cego wyró¿niony stan pocz¹tkowy q0 i dwa wyró¿nione stany koñcowe qY ( odp. „tak” ) qN ( odp. „nie” ) .

	- funkcjê przejœæ (: (Q-{qY - qN}) ( ((Q ( ( ( {-1,+1}





� OSAD� Word.Picture.6  ���



Sposób wykonywania programu dla DTM.

Dane wejœciowe - ³añcuch x((* umieszczony w komórkach o numerach 1,2,...,|x| �( |x| - d³ugoœæ ³añcucha x ). Stan pocz¹tkowy -q0, g³owica jest nad komórk¹ o numerze    Ka¿dy krok zale¿y od funkcji przejœcia (.

	Jeœli DTM jest w stanie q(Q - {qY,qN}  a czytany symbol jest s((, to w nastêpnym kroku wykonane s¹ czynnoœci okreœlone f. przejœæ: ((q,s) = (q’,s’,() 

	q’- nowy stan,

	s’ - symbol wpisany do komórki,

	( - przesuniêcie g³owicy w lewo ((= -1) lub w prawo ((= +1) 

Obliczenia koñcz¹ siê albo w stanie qY ( „tak” ) albo w stanie qN ( „nie” ). W stanie qY(I(Y( . 



Przyk³ad.

Sprawdzenie parzystoœci liczby. (kom � OSAD� Equation.2  ���)

(={0, 1, b}









� OSAD� Word.Picture.6  ���







k - taœmowa deterministyczna maszyna Turinga ( k-DTM )





� OSAD� Word.Picture.6  ���

(: ( Q -{ qY ,qN } )( (k ( Q ( (k( { -1,+1}k



Model RAM

taœma wejœciowa ( komórki mog¹ pomieœciæ dowoln¹ liczbê ca³kowit¹ ) z g³owic¹ odczytuj¹c¹, taœma wyjœciowa z g³owic¹ zapisuj¹c¹, program, licznik rozkazów i pamiêæ.

� OSAD� Word.Picture.6  ���





G³owice na obu taœmach przesuwaj¹ siê tylko w prawo, wpisuj¹c ( odczytuj¹c ) ka¿dorazowo jeden wyraz ( liczbê ).Pamiêæ sk³ada siê ze zbioru rejestrów ( pamiêæ danych ). Rejestr r0 -akumulator, w którym wykonywane s¹ wszystkie obliczenia. Program - sekwencja rozkazów (nie s¹ œciœle okreœlone, jednak nie mog¹ nie wystêpowaæ w rzeczywistych komputerach ). 

Postaæ: Kod rozkazu + adres.

Licznik rozkazów - wskazuje nastêpny rozkaz do wykonania ( s¹ mo¿liwe skoki ).

Porównanie prêdkoœci obliczeñ modeli realistycznych.

Wszystkie realistyczne modele obliczeñ s¹ równowa¿ne w tym sensie, ¿e jeœli dana instancja jest rozwi¹zywana przez jakiœ model w czasie ograniczonym od góry przez wielomian od jej rozmiaru, to jest ona równie¿ rozwi¹zywana w czasie ograniczonym przez wielomian od jej rozmiaru przez ka¿dy inny model przy za³o¿eniu logarytmicznego kryterium kosztów.

Logarytmiczne kryterium kosztów

	Czas wykonywania elementarnej operacji dla modelu RAM zale¿y liniowo od d³ugoœci ³añcucha danych koduj¹cych liczby, na których dokonywana jest operacja.

W tabeli zilustrowano powy¿sz¹ równowa¿noœæ pokazuj¹c czasy potrzebne do symulacji przez jakiœ model obliczeñ alg. Wykonywanego w czasie � OSAD� Equation.2  ��� przez inny model.

�Symulowana maszyna�Symuluj¹ca�maszyna�����DTM�k-DTM�RAM��f(n)�DTM�-�O(f(n))�O(f(n)log f(n))���k-DTM�O(f 2(n))�-�O(f(n)log f(n))���RAM�O(f 3(n))�O(f 2(n))�-��

Jednorodne kryterium kosztów.

Czas wykonania operacji dla modelu RAM jest sta³y, nie zale¿y od wartoœci liczb.

Przy takim za³o¿eniu model RAM nie jest równowa¿ny obliczeniowo pozosta³ym modelom.

Przyk³ad:

	Obliczenie wartoœci � OSAD� Equation.2  ��� dla modelu RAM i DTM dla jednorodnego i logarytmicznego kryterium kosztów.

Wniosek:

	Bêdziemy obliczaæ z³o¿onoœæ algorytmu zak³adaj¹c, ¿e elementarnymi operacjami trwaj¹cymi kwant czasu s¹ zapisanie liczby oraz dodawanie i odejmowanie dwóch liczb, przy za³o¿eniu, ¿e d³ugoœæ liczby jest ograniczona przez wielomian od czasu obliczania algorytmu, w przeciwnym razie za³o¿ymy logarytmiczne kryterium kosztów.



Modele nierealistyczne.

Niedeterministyczna maszyna Turinga ( NDTM )

����

��������������������



Program

Okreœlany jest w ten sam sposób, jak dla DTM. Wykonanie programu przez NDTM dla ³añcucha x(I) przebiega jednak dwuetapowo. W etapie pierwszym modu³ generuj¹cy generuje w ca³kowicie dowolny sposób i zapisuje na taœmie o komórkach -1, -2, ... ³añcuch S symboli ze zbioru ( ( skoñczonego ). W etapie drugim NDTM sprawdza, w taki sam sposób, w jaki wykonywany jest program przez DTM, czy wygenerowany ³añcuch S spe³nia warunki okreœlone w pytaniu instancji I.

	NDTM rozwi¹zuje problem decyzyjny (, gdy dla ka¿dej instancji I(D(  spe³nione s¹ dwa poni¿sze warunki:

	- jeœli odpowiedŸ dla I brzmi „tak”, to zostanie wygenerowany ³añcuch S, który wraz z x(I) spowoduje, ¿e po wykonaniu programu przez NDTM maszyna ta osi¹gnie stan koñcowy qY;   

	- jeœli odpowiedŸ brzmi „nie”, to albo NDTM osi¹gnie stan koñcowy qN , albo faza sprawdzania nie zakoñczy siê w skoñczonym czasie, dla ka¿dego wygenerowanego ³añcucha S.

	Sprawdzenie wszystkich powy¿szych ³añcuchów S odbywa siê równolegle. 

Funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej algorytmu niedeterministycznego A jest wyra¿ona wzorem:

 fA(n) = max{ {1} ( min { t: t jest liczb¹ elementarnych kroków zu¿ywanych przez NDTM dla

	    I	              S

wykonania etapu generacji ³añcucha S i etapu sprawdzania zakoñczonego odpowiedzi¹ „tak”, dla instancji I(D( ( n = N(I)}}

a niedeterministyczny algorytm wielomianowy posiada funkcjê z³o¿onoœci obliczeniowej O(p(N(I))) , gdzie p jest wielomianem.

	Mo¿na zauwa¿yæ, ¿e nie istnieje praktyczny ( rzeczywisty ) odpowiednik NDTM, rozwi¹zuj¹cy problemy decyzyjne w omawiany powy¿ej sposób. Maszyna ta uosabia raczej zdolnoœæ weryfikacji pozytywnej odpowiedzi dla istniej¹cego rozwi¹zania ( wygenerowany ³añcuch S  ) danej instancji I(D( .

Przyk³ad:

	Alborytm rozwi¹zania problemu plecakowego na NDTM.

Twierdzenie 1. 

( zale¿noœæ miêdzy deterministycznym, a niedeterministycznym czasem obliczeñ ).

	Jeœli niedeterministyczna jednotaœmowa maszyna Turinga rozwi¹zuje decyzyjny problem (  w wielomianowym czasie, wówczas istnieje wielomian p taki, ¿e jednotaœmowa maszyna Turinga rozwi¹zuje ten problem w czasie O(Z p(N(I))), gdzie I(D( . 

Dowód:

Przypuœæmy, ¿e A jest niedeterministycznym algorytmem wielomianowym, rozwi¹zuj¹cym problem (, a q(N(I)) jest z³o¿onoœci¹ obliczeniow¹ tego algorytmu, gdzie I( D( ,a q jest wielomianem. St¹d dla ka¿dej instancji I(Y( o rozmiarze N(I) musi zostaæ wygenerowany ³añcuch S ( nad alfabetem (  ) o d³ugoœci co najwy¿ej równej q(N(I)) , który spowoduje,  ¿e etap sprawdzania algorytmu A zakoñczy siê odpowiedzi¹ „tak” w co najwy¿ej q(N(I)) krokach. Zatem liczba mo¿liwych ³añcuchów, które nale¿a³oby deterministycznie rozpatrzyæ jest co najwy¿ej równa |(|q(N(I)) .

	Mo¿na zatem deterministycznie sprawdziæ, czy obliczenia niedeterministycznego algorytmu A zakoñcz¹ siê dla danej instancji I odpowiedzi¹ pozytywn¹, wykorzystuj¹c deterministyczn¹ czêœæ algorytmu A do sprawdzenia ( sekwencyjnie ) ka¿dego z  |(|q(N(I)) mo¿liwych ³añcuchów. OdpowiedŸ bêdzie pozytywna, jeœli dla jakiegoœ ³añcucha obliczenia zostan¹ zakoñczone w stanie qY , przy czym czas obliczeñ dla ¿adnego z ³añcuchów nie mo¿e przekroczyæ q(N(I)) . W przypadku, gdy dla ¿adnego ³añcucha S obliczenia w czasie ograniczonym przez q(N(I)) nie zakoñcz¹ siê w stanie qY , wówczas odpowiedŸ jest negatywna.

	Z³o¿onoœæ obliczeniowa algorytmu deterministycznego jest zatem  ( q(N(I))|(|q(N(I)) co dla odpowiedniego wielomianu p jest O(2p(N(I))).



Maszyna Turinga z wyroczni¹ ( OTM - Oracle Turing Machine ).

	OTM sk³ada siê ze standardowej DTM, wyposa¿onej dodatkowo w taœmê wyroczni z nieskoñczon¹ liczb¹ komórek oraz g³owicê odczytuj¹co-zapisuj¹c¹ wyroczni.

��������������������������������



Program dla OTM jest okreœlany przez podanie:

-skoñczonego zbioru symboli taœmy ( , podzbioru symboli wyjœciowych ((( i wyró¿nionego symbolu pustego b((-( ,

- skoñczonego zbioru stanów Q zawieraj¹cego wyró¿nione stany: pocz¹tkowy q0 , koñcowy qh , konsultacji qc oraz wznowienia obliczeñ qr ,

- funkcji przejœæ  (: (Q - {qh ,qc}) x ( x ( ( Q x ( x ( x {-1,+1}x{-1,+1}                               

W trakcie obliczeñ mog¹ zajœæ trzy przypadki:

OTM zatrzymuje siê w stanie koñcowym qh - koniec obliczeñ;

OTM znajduje siê w stanie q(Q - {qh,qc} maszyna wykonuje czynnoœci okreœlone funkcj¹ przejœæ (  tak, jak 2-DTM;

OTM znajduje siê w stanie qc - obliczenia zale¿¹ od funkcji g i od ³añcucha y zawartego w komórkach taœmy wyroczni. Niech z((( bêdzie równe z=g(y) . Wówczas w jednym kroku zmieniona zostaje zawartoœæ taœmy wyroczni, w której komórkach od 1 do |z|    wpisany zostaje ³añcuch z, g³owica wyroczni przesuwa siê nad komórkê 1, a maszyna przechodzi w stan qr.Taœma pierwotna ulega zmianie.

Algorytm Mg nazwiemy algorytmem wielomianowym dla OTM, jeœli istnieje taki wielomian p, ¿e Mg koñczy obliczeniaw O(p(|x|)) krokach dla ka¿dego ³añcucha wejœciowego x.



3.KLASY Z£O¯ONOŒCI PROBLEMÓW DECYZYJNYCH

a) klasy P i NP.

Klasê P tworz¹ wszystkie problemy decyzyjne, które w co najwy¿ej wielomianowym czasie rozwi¹zuje maszyna Turinga.

	Problemy decyzyjne nale¿¹ce do klasy P inne realistyczne modele maszyn cyfrowych równie¿ rozwi¹zuj¹ w co najwy¿ej wielomianowym czasie.

Przyk³ady.

	Klasê NP tworz¹ wszystkie problemy decyzyjne, które w co najwy¿ej wielomianowym czasie rozwi¹zuje niedeterministyczna maszyna Turinga.

	Z definicji tej wynika, ¿e P ( NP, gdy¿ jeœli ((P i A jest wielomianowym programem dla DTM rozwi¹zuj¹cym problem (, to mo¿na skonstruowaæ wielomianowy niedeterministyczny algorytm rozwi¹zuj¹cy problem (, wykorzystuj¹c A w etapie sprawdzania ... ignoruj¹c wygenerowany ³añcuch S. Zatem jeœli ((P , to  ((NP . Jeœli natomiast ((NP , to wiadomo jedynie, ¿e problem ten mo¿e rozwi¹zaæ DTM w czasie wyk³adniczym. Klasa NP zawiera zatem problemy, dla których mo¿na w co najwy¿ej wielomianowym czasie zweryfikowaæ pozytywn¹ odpowiedŸ, jeœli dostarczona zostanie pewna dodatkowa informacja   ( ³añcuch S ).

b) klasa problemów NP - zupe³nych.

	Transformacj¹ wielomianow¹ problemu (2 do problemu (1 ( (2((1 ) nazywamy funkcjê: � OSAD� Equation.2  ���, która spe³nia nastêpuj¹ce warunki:

Dla ka¿dej instancji � OSAD� Equation.2  ��� odpowiedŸ brzmi „tak” wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji f(I) odpowiedŸ brzmi równie¿ „tak”.

Czas obliczenia funkcji f przez DTM dla ka¿dej instancji � OSAD� Equation.2  ��� jest ograniczony od góry przez wielomian od N(I2) .



Def. Problem decyzyjny (1 jest NP-zupe³ny, jeœli (1(NP  i dla ka¿dego innego problemu decyzyjnego (2(NP , (2((1 .

Zatem gdyby istnia³ algorytm wielomianowy rozwi¹zuj¹cy jakikolwiek problem NP-zupe³ny, to ka¿dy problem z klasy NP, a wiêc tak¿e ka¿dy problem NP-zupe³ny móg³by zostaæ rozwi¹zany za pomoc¹ algorytmu wielomianowego.

	Poniewa¿ do klasy problemów NP-zupe³nych nale¿¹ klasycznie trudne decyzyjne problemy kombinatoryczne, prawdopodobnie wszystkie problemy NP-zupe³ne mo¿na rozwi¹zaæ tylko przy u¿yciu algorytmów wyk³adniczych. Oznacza³oby to, ¿e klasa P jest w³aœciw¹ podklas¹ NP ( tj. P ( NP ), a ponadto, ¿e klasy problemów P i NP-zupe³nych s¹ roz³¹czne.

Dla wykazania NP-zupe³noœci badanego problemu decyzyjnego wystarczy przetransformowaæ do niego wielomianowo dowolny znany problem NP-zupe³ny. Pierwszym NP-zupe³nym problemem, o którym wykazano, ¿e transformuje siê do niego wielomianowo wszystkie problemy z klasy NP by³a SPE£NIALNOŒÆ WYRA¯EÑ BOOLEOWSKICH [ Cool 71]. Nastêpnie wykazano NP-zupe³noœæ innych znanych problemów kombinatorycznych.

Twierdzenie [ Karp 72 ]

	Nastêpuj¹ce problemy s¹ NP-zupe³ne:

	a) 3-WYMIAROWE SKOJARZENIE

Parametry: Zbiór M ( W x X x Y, gdzie W, X, Y s¹ roz³¹cznymi zbiorami maj¹cymi tê sam¹ liczbê q elementów.

Pytanie: Czy M zawiera skojarzenie, tzn. podzbiór M’ ( M taki, ¿e |M’|=q i ka¿dy element zbiorów W, X, Y wystêpuje w skojarzeniu dok³adnie jeden raz?
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	b) POKRYCIE GRAFU WIERZCHO£KAMI

Parametry: Graf G(V,E) i dodatnia liczba ca³kowita k ( |V| .

Pytanie: Czy istnieje pokrycie grafu wierzcho³kami o rozmiarze k lub mniejszym, tzn. podzbiór V’ ( V taki, ¿e |V’| ( k i dla ka¿dej krawêdzi (u,v) ( E co najmniej jeden z wierzcho³ków ( u lub v ) nale¿y do V’ ?
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	c) KLIKA

Parametry: Graf G(V,E) i dodatnia liczba ca³kowita k ( |V| .

Pytanie: Czy G zawiera klikê o rozmiarze k lub wiêkszym, tzn. podgraf pe³ny zawieraj¹cy |V’| ( k wierzcho³ków ?

	d) CYKL HAMILTONA

Parametry: Graf G(V,E) .

Pytanie: Czy G zawiera cykl Hamiltona, tzn., czy istnieje uporz¹dkowanie wierzcho³ków tego grafu <v1, v2, ... , vn > takie, ¿e n=|V| oraz (vn, v1) ( E i (vi, vi+1) ( E, i=1,2,...,n-1 ?

	e) PODZIA£ ZBIORU

Parametry: Skoñczony zbiór C={c1, ..., cq} oraz waga s(ci) zwi¹zana z ka¿dym elementem ci(C.

Pytanie: Czy istnieje podzbiór C’( C taki, ¿e � OSAD� Equation.2  ���?	

Problem decyzyjny - staramy siê podaæ algorytm wielomianowy lub wykazujemy NP-zupe³noœæ wersji oryginalnej.

Problem optymalizacyjny - konstruujemy algorytm wielomianowy dla wersji oryginalnej lub wykazujemy NP-zupe³noœæ wersji decyzyjnej.



Twierdzenie 2. 

Problem PLECAKOWY ((1) jest NP-zupe³ny.

Dowód:

(1(NP.

NP-zupe³ny problem (2((1�(2 - problem PODZIA£U ZBIORU�Maj¹c dan¹ instancjê � OSAD� Equation.2  ���, dane odpowiadaj¹cej jej instancji � OSAD� Equation.2  ��� konstruujemy w nastêpuj¹cy sposób:�- liczba elementów n := qi�- rozmiary	s(ai) := s(ci)	i = 1,2,…,n;�- wartoœci	w(ai) := s(ci)	i = 1,2,…,n;�- sta³e	b1 = y1 = � OSAD� Equation.2  ���

Przypuœæmy, ¿e odpowiedŸ dla� OSAD� Equation.2  ���brzmi „tak”. Oznacza to, ¿e istnieje podzbiór A’(A taki, ¿e � OSAD� Equation.2  ���	oraz	� OSAD� Equation.2  ����Poniewa¿ jednak s(ai)=w(ai), i=1,2,…,n oraz b1=y1 musi zatem zachodziæ � OSAD� Equation.2  ����Elementy zbioru C odpowiadaj¹ce elementom podzbioru A’ tworz¹ zatem podzbiór C’ o ¿¹danej w³aœciwoœci. OdpowiedŸ dla I2 brzmi „tak”.

Z drugiej strony za³ó¿my, ¿e istnieje podzbiór C’ taki, ¿e � OSAD� Equation.2  ���. Je¿eli zatem z elementów zbioru A odpowiadaj¹cych podzbiorowi C’ utworzymy podzbiór A’, to � OSAD� Equation.2  ���	( odp. dla I2 brzmi „tak” ).

£atwo mo¿na tak¿e wykazaæ, ¿e czas konstrukcji danych instancji � OSAD� Equation.2  ��� jest ograniczony od góry przez wielomian od rozmiaru instancji � OSAD� Equation.2  ���, gdy¿ DTM musi wykonaæ tylko przepisanie 2n+3 liczb +1 sumowanie.



Istniej¹ trzy podstawowe techniki wykazywania NP-zupe³noœci: ograniczanie, lokalna zamiana, projektowanie czêœci sk³adowych.



	OGRANICZANIE

Metoda polega na wykazaniu, ¿e badany (1(NP zawiera znany problem NP-zupe³ny (2 jako przypadek szczególny. Zasadniczym elementem tego dowodu jest podanie takich dodatkowych ograniczeñ dla (1, by sta³ siê on identyczny z problemem (2.



Twierdzenie 3.

Problem NAJD£U¯SZEJ ŒCIE¯KI ((1) jest NP-zupe³ny.

Parametry: Graf G(V,E), liczba naturalna k < |V|

Pytanie: Czy G zawiera œcie¿kê prost¹ ( tzn. œcie¿kê przechodz¹c¹ przez ka¿dy z tworz¹cych j¹ wierzcho³ków dok³adnie jeden raz ) zawieraj¹c¹ k lub wiêcej krawêdzi?

Dowód:

(1(NP

Jako znany problem NP-zupe³ny mo¿na przyj¹æ problem ŒCIE¯KI HAMILTONA. Sformu³owanie PROBLEMU ŒCIE¯KI HAMILTONA jest identyczne jak PROBLEMU CYKLU HAMILTONA, z tym wyj¹tkiem, ¿e w pierwszym problemie opuszcza siê ¿¹danie, by pierwszy i ostatni wierzcho³ek œcie¿ki by³y po³¹czone krawêdzi¹. Aby wykazaæ teraz prawdziwoœæ transformacji (2((1, wystarczy ograniczyæ problem (1 tylko do tych instancji, dla których zachodzi k = |V| - 1.



	LOKALNA ZAMIANA

W przypadku tej techniki dowodzenia NP-zupe³noœci, wœród danych instancji znanego problemu NP-zupe³nego wyodrêbnia siê jednostki podstawowe i zamienia nastêpnie ka¿d¹ z nich stosuj¹c takie same regu³y na inne struktury w instancji problemu, którego NP-zupe³noœæ nale¿y wykazaæ. Zamiana jednostki podstawowej nastêpuje „lokalnie”.



Twierdzenie 4.

PROBLEM PODZIA£U NA TRÓJK¥TY ((1) jest NP-zupe³ny.

Parametry: Graf G(V,E), gdzie |V| = 3q’, a q’ jest dodatni¹ liczb¹ ca³kowit¹.

Pytanie:	Czy istnieje podzia³ zbioru V na q’ roz³¹cznych podzbiorów V1, V2,…, Vq’, z których ka¿dy sk³ada siê z trzech wierzcho³ków, takich ¿e dla ka¿dego Vi = {Vi[1], Vi[2], Vi[3]} krawêdzie (Vi[1], Vi[2]), (Vi[2], Vi[3]), (Vi[3], Vi[1]) nale¿¹ do E ?

Dowód:

(2: W£AŒCIWE POKRYCIE ZBIORAMI 3-ELEMENTOWYMI

Parametry: Zbiór X elementów, |X| = 3q, gdzie q jest liczb¹ ca³kowit¹ dodatni¹, zbiór C 3-elementowych podzbiorów X.

Pytanie: 	Czy C zawiera w³aœciwe pokrycie zbioru X, tj. podzbiór C’(C taki, ¿e ka¿dy element X wystêpuje dok³adnie w jednym podzbiorze (C’ ?



��Dla danej instancji � OSAD� Equation.2  ���(X, q, C) dane odpowiadaj¹cej instancji � OSAD� Equation.2  ��� konstruujemy w nastêpuj¹cy sposób. Podstawowe jednostki � OSAD� Equation.2  ��� - to 3-elementowe podzbiory tworz¹ce C. Ka¿dy taki podzbiór ci = {xi, yi, zi}(C zastêpujemy zbiorem ³uków Ei w sposób pokazany poni¿ej (                           i                okreœlaj¹ mo¿liwe rodzaje pokryæ grafu ).



� OSAD� Word.Picture.6  ���

st¹d G(V,E) dla I1(D(1 definiujemy jako

�� OSAD� Equation.2  ����Poniewa¿ |V| = |X| + 9|C| =3q + 9|C| mamy, ¿e q’ = q + 3|C|, zatem czas konstrukcji danych instancji � OSAD� Equation.2  ��� jest ograniczony od góry przez wielomian od N(I2).

OdpowiedŸ dla � OSAD� Equation.2  ��� brzmi ”tak”. Jeœli c1,c2,…,cq tworz¹ w³aœciwe pokrycie dla zbioru X, to odpowiadaj¹cy podzia³ V = V1( V2(…( Vq’ zbioru wierzcho³ków jest zdefiniowany przez:�- {ai[1], ai[2], xi}, {ai[4], ai[5], yi}, {ai[7], ai[8], zi}, {ai[3], ai[6],ai[9]}, gdy ci = {xi, yi, zi}(C’ oraz przez�- {ai[1], ai[2],ai[3]}, {ai[4], ai[5],ai[6]}, {ai[7], ai[8],ai[9]}, w przeciwnym przypadku (ci(C’)�St¹d, poniewa¿ dla X istnieje w³aœciwe pokrycie, odpowiedŸ dla � OSAD� Equation.2  ���brzmi „tak”;

V1( V2(…( Vq’ jest podzia³em zbioru V tworz¹cym trójk¹ty o ¿¹danych w³aœciwoœciach. Dla � OSAD� Equation.2  ���definiuje siê wówczas w³aœciwe pokrycie zbioru X, wybieraj¹c te podzbiory ci(C, dla których zachodzi {ai[3], ai[6],ai[9]}=Vj dla pewnego j, j = 1,2,…,q’. St¹d odpowiedŸ dla � OSAD� Equation.2  ���brzmi „tak”.

	PROJEKTOWANIE CZÊŒCI SK£ADOWYCH

Metoda polega na wykorzystaniu sk³adników instancji problemu, którego NP-zupe³noœæ wykazujemy, do konstrukcji czêœci sk³adowych, których po³¹czenie zapewnia realizacjê instancji znanego problemu NP-zupe³nego. Zazwyczaj czêœci sk³adowe dotycz¹: dokonywania wyboru ( np. wierzcho³ków lub krawêdzi ), testowania w³aœciwoœci okreœlonych w pytaniu instancji, „wybrania” nie wykorzystanych elementów.



Twierdzenie 5.

PROBLEM ((1) 3-WYMIAROWEGO SKOJARZENIA jest NP-zupe³ny.

Dowód:

Jako znany NP-zupe³ny problem (2 wybieramy PROBLEM 3-SPE£NIALNOŒCI ((2).

Parametry: Zbiór C = {c1, c2,…, cm} sum logicznych okreœlonych dla skoñczonego zbioru zmiennych boolowskich U, |U| = n, przy czym dla ka¿dego i |ci| = 3.

Pytanie:	Czy istnieje taki przydzia³ 0 i 1 do zmiennych boolowskich, by wartoœæ wyra¿enia F = c1(c2(…(cm by³a równa 1?

Dla danej instancji � OSAD� Equation.2  ��� dane odpowiadaj¹cej instancji � OSAD� Equation.2  ��� konstruujemy w nastêpuj¹cy sposób. Zbiór M ( uporz¹dkowanych trójek ) jest podzielony na trzy „czêœci sk³adowe”: „czêœæ wartoœciuj¹c¹”, „czêœæ sprawdzaj¹c¹” i „zbieracz œmieci”.

Ka¿dy element czêœci wartoœciuj¹cej odpowiada pojedynczej zmiennej ui(U, a jego struktura zale¿y od ogólnej liczby m sum logicznych w C ( poni¿szy przyk³ad dla m = 4 )



� OSAD� Word.Picture.6  ���



Zbiory 3-elementowe konstruuj¹ce tê czêœæ sk³adow¹ mo¿na podzieliæ na dwa sk³adniki:

� OSAD� Equation.2  ����

�przy czym elementy ai[j] oraz bi[j] nie wystêpuj¹ w innych trójk¹tach poza odpowiednimi zbiorami TiP oraz Tif natomiast ui[j] oraz ui[j] bêd¹ wchodzi³y tak¿e do innych trójek. Wynika st¹d, ¿e ka¿de skojarzenie M’ musi zawieraæ dok³adnie m trójek ze zbioru Ti, albo wszystkie z TiP albo wszystkie z Tif. Zatem ka¿de skojarzenie M’(M okreœla przydzia³ 0 i 1 do zmiennych w U, przy czym ui = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy M’(Ti = TiP. 

Ka¿dy element czêœci sprawdzaj¹cej w M odpowiada sumie logicznej cj(C. Sk³ada siê on z dwóch „wewnêtrznych” elementów s1[j](X, s2[j](Y, oraz elementów „zewnêtrznych” nale¿¹cych do zbioru {ui[j], ui[j] : 1( i ( n}, przy czym elementy te s¹ okreœlone przez litera³y wystêpuj¹ce w sumie cj. Zbiór trójek tworz¹cych tê czêœæ sk³adniow¹ definiowany jest w nastêpuj¹cy sposób:

� OSAD� Equation.2  ���

��Zatem ka¿de skojarzenie M’(M powinno zawieraæ dok³adnie jedn¹ trójkê z cj. Zajdzie to jednak jedynie, gdy pewne ui[j] (lub ui[j] ) dla zmiennej ui(cj ( ui(cj ) nie wystêpuje w trójkach Ti ( M’. A zatem wtedy i tylko wtedy, gdy wartoœciowanie okreœlone przez M’ nadaje sumie cj wartoœæ 1.

�Ostatnia czêœæ sk³adowa — zbieracz œmieci, zawiera elementy wewnêtrzne g1[k](X oraz g2[k](Y k = 1,2,…,m(n-1), a tak¿e elementy zewnêtrzne ui[j], ui[j](W. Jego konstrukcja jest nastêpuj¹ca:

� OSAD� Equation.2  ���

�z powy¿szego wynika, ¿e ka¿da para g1[k], g2[k] musi byæ zwi¹zana z pojedynczym elementem ui[j] lub ui[j], który nie wyst¹pi³ w zbiorze M’-G. Takich elementów, w przypadku istnienia M’, jest dok³adnie m(n-1), a struktura G zawiera mo¿liwoœæ ich skojarzenia w przypadku odpowiedniego wyboru M’(G, zatem gwarantuje mo¿liwoœæ rozszerzenia zbioru M’’(M-G i spe³niaj¹cego ograniczenia czêœci wartoœciuj¹cej i sprawdzaj¹cej do zbioru M’ bêd¹cego skojarzeniem w M.

Podsumowuj¹c, mamy:

���������������������������������������������������

� OSAD� Equation.2  ���

gdzie

� OSAD� Equation.2  ���

� OSAD� Equation.2  ���

gdzie 

� OSAD� Equation.2  ���

oraz

� OSAD� Equation.2  ���

Zauwa¿my, ¿e ka¿da trójka nale¿¹ca do M jest elementem � OSAD� Equation.2  ���, a ich liczba jest równa:�� OSAD� Equation.2  ���

Zatem czas konstrukcji danych � OSAD� Equation.2  ���jest ograniczony od góry przez wielomian od rozmiaru instancji � OSAD� Equation.2  ���. Z dyskusji  wynika, ¿e M nie zawiera skojarzenia o ile wyra¿enie boolowskie F nie przyjmie wartoœci 1. Zatem nale¿y jedynie wykazaæ, ¿e jeœli wartoœæ równa siê 1, to istnieje M’. Niech t bêdzie takim wartoœciowaniem i niech

 � OSAD� Equation.2  ��� bêdzie litera³em, dla którego t(zj) = 1. 

Wówczas  przyjmujemy

�� OSAD� Equation.2  ����gdzie G’ wybrano odpowiednio, by zawiera³o wszystkie elementy g1[k], g2[k] oraz pozosta³e ui[j], ui[j] ³atwo sprawdziæ, ¿e G’ mo¿na zawsze znaleŸæ, a co za tym idzie M’ jest skojarzeniem. Zatem (2((1.



Przyk³ad.

Procedura rozwi¹zuj¹ca PROBLEM PLECAKOWY�      f(i, l)   i = 0,1,…,n   l=0,1,2,…,b ( el. ze zb. {1, .., i} umieszczane s¹ w plecaku o rozm. l)�     f(0, l) = 0	( l

     f(i, 0) = 0	( i

     f(i, l) = f(i-1, l)       jeœli l < s(ai)    ( tzn. gdy element jest wiêkszy od rozmiaru plecaka )

     f(i, l) = max{f(i-1, l-s(ai)) + w(ai), f(i - 1, l)}	jeœli l ( s(ai)

	Optimum dla f(n, b)

										

��i    l�0�1�2�3�4�5�6�7�8�9�10��0�0�0�0�0�0�0�0�0�0�0�0���1�0�0�0�0�0�3�3�3�3�3�3����2�0�0�0�4�4�4�4�4�7�7�7����3�0�0�2�4�4�6�6�6�7�7�9���4�0�0�2�4�6�6�8�10�10�12�12��5�0�0�2�4�6�6�8�10�10�12�12��

Obliczmy z³o¿onoœæ obliczeniow¹. Liczba elementarnych operacji, które nale¿y wykonaæ zale¿y wielomianowo od liczby elementów tablicy okreœlaj¹cej wartoœci f(i, l), ta zaœ jest O(nb). Zauwa¿my, ¿e nie jest to jednak algorytm wielomianowy.



c) Klasa problemów silnie NP-zupe³nych.

	Problemy NP-zupe³ne s¹ trudne obliczeniowo. Dla niektórych z nich algorytmy oparte na programowaniu dynamicznym wykazuj¹ zadziwiaj¹co korzystne w³aœciwoœci obliczeniowe. Nale¿y do nich np. PROBLEM PLECAKOWY.



Przyk³ad.

	Algorytmy takie jak przedstawione w powy¿szym przyk³adzie nosz¹ nazwê pseudowielomianowych gdy¿ ich funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej jest ograniczona od góry przez wielomian zale¿¹cy od dwóch zmiennych: rozmiaru instancji N(I) oraz maksymalnych wartoœci wystêpuj¹cych w tym problemie liczb Max(I). W praktyce Max(I) przyjmuje skoñczone wartoœci i algorytmy te maj¹ korzystne w³asnoœci z punktu widzenia czasu obliczeñ. Poniewa¿ liczby s¹ kodowane przy podstawie wiêkszej od 1, zatem d³ugoœæ ³añcucha symboli u¿ytego do zakodowania Max(I) wynosi (log(Max(I))(+1 i z³o¿onoœæ algorytmu wielomianowego by³aby O(p(N(I),[log(Max(I))])) a nie O(p(N(I),Max(I))), jak w przyk³adzie.



Def. (problemów liczbowych	) Algorytmy pseudowielomianowe mo¿na ewentualnie skonstruowaæ jedynie dla  liczbowych problemów (decyzyjnych) (, to znaczy takich, dla których nie istnieje wielomian p taki, ¿e Max(I)£p(N(I)) dla ka¿dego I(D(. Do problemów liczbowych nale¿¹ m.in. problemy: PLECAKOWY, KOMIWOJA¯ERA, PODZIA£U ZBIORU NA TRÓJELEMENTOWE PODZBIORY ( tzn. PROBLEM TRÓJPODZIA£U ). 

Gdyby istnia³o ograniczenie Max(I)£p(N(I)), to otrzymalibyœmy

O(p(N(I),Max(I)))	Max(I)(p(N(I))

����



			O(p1,N(I))	- wielomian

(

			        P=NP   - a to jest fa³sz

Nie s¹ natomiast problemami liczbowymi np. problemy: SPE£NIALNOŒCI, MAKSYMALNEGO SKOJARZENIA, KOLOROWANIA GRAFU.



	Dla dowolnego problemu decyzyjnego (  i dowolnego wielomianu p okreœlonego dla liczb ca³kowitych, niech (p oznacza podproblem ( otrzymany przez ograniczenie D( tylko do tych instancji, dla których Max(I)(p(N(I)). ((p nie jest problemem liczbowym).



Def. Problem decyzyjny ( jest silnie NP-zupe³ny, jeœli nale¿y do NP i istnieje wielomian p, okreœlony dla liczb ca³kowitych, dla którego (p jest NP-zupe³ny.



Problem NP-zupe³ny+nieliczbowy=problem silnie NP-zupe³ny.

��Jeœli problem ( jest silnie NP-zupe³ny, to istnienie dla niego algorytmu pseudowielomianowego jest równowa¿ne istnieniu algorytmów wielomianowych dla wszystkich problemów NP-zupe³nych czyli równoœci p=NP, jest wiêc równie ma³o prawdopodobne. Zak³adaj¹c, ¿e P(NP mamy:
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Aby wykorzystaæ siln¹ NP-zupe³noœæ mo¿na pos³u¿yæ siê pojêciem transformacji pseudowielomianowej, która pozwala uniezale¿niaæ siê od znajdowania podproblemu (p. 



Def. Pseudowielomianow¹ tramsformacj¹ problemu (2 do problemu (1 nazywamy funkcjê f:D(2(D(1 tak¹, ¿e:

dla ka¿dej instancji � OSAD� Equation.2  ��� odpowiedŸ brzmi „tak” ( gdy dla f(I2) brzmi tak¿e „tak”,

funkcja f mo¿e byæ obliczona ( przez DTM ) w czasie ograniczonym od góry przez wielomian zale¿ny od dwóch zmiennych: Max2(I2) i N2(I2),

istnieje wielomian q1 taki, ¿e dla ka¿dego � OSAD� Equation.2  ���: q1(N1(f(I���2)))(N2(I2),

istnieje wielomian dwóch zmiennych q2 taki, ¿e dla ka¿dego � OSAD� Equation.2  ���: 							Max1(f(I1))(q2(Max2(I2), N2(I2)) .

	Gdy porównamy powy¿sz¹ definicjê z definicj¹ transformacji wielomianowej widzimy, ¿e os³abiony zosta³ warunek wielomianowego czasu realizacji algorytmu obliczaj¹cego funkcjê f. W zamian za to ¿¹da siê, by rozmiar instancji nie zmala³ wyk³adniczo, a najwiêksza wartoœæ liczbowa zawarta w danych nie wzros³a wyk³adniczo. 

Twierdzenie.

Mo¿na wykazaæ, ¿e jeœli problem (2 jest silnie NP-zupe³ny, (1(NP oraz istnieje pseudowielomianowa transformacja problemu (2 do (1�, to problem (�1 jest silnie NP-zupe³ny [G.J.78]

		Poniewa¿ problemy silnie NP-zupe³ne pozosta³yby NP-zupe³nymi nawet w przypadku kodowania jedynkowego, dlatego nazywa siê je czasem jedynkowo NP-zupe³nymi.



4. ANALIZA Z£O¯ONOŒCI I METODYKA ROZWI¥ZYWANIA PROBLEMÓW OPTYMALIZACYJNYCH.

Analiza z³o¿onoœci obliczeniowej problemów optymalizacyjnych.



		Przeanalizujmy teraz wielomianow¹ równowa¿noœæ problemów decyzyjnych i optymalizacyjnych.



Def.  Przez problem przeszukiwania ( rozumieæ bêdziemy zbiór instancji D( i zdefiniowany dla ka¿dej instancji I(D(  zbiór rozwi¹zañ Z((I) (instancje i zbiór rozwi¹zañ s¹ skoñczone). Powiemy, ¿e algorytm rozwi¹zuje problem przeszukiwania (1� jeœli dla ka¿dej instancji I(D( odpowiedŸ brzmi „nie” jeœli Z((I)=0, a w przeciwnym razie algorytm znajduje jedno z rozwi¹zañ nale¿¹cych do zbioru Z((I).



Ka¿dy problem decyzyjny ( mo¿na ³atwo przedstawiæ w postaci problemu przeszukiwania, definiuj¹c Z((I)={„tak”} jeœli I(Y( oraz Z((I)=0 jeœli I(Y(. 

		Aby wykazaæ równowa¿noœæ problemów przeszukiwania pos³u¿my siê wielomianow¹ transformacj¹ Turinga.



Def. Wielomianow¹ transformacj¹ Turinga problemu przeszukiwania (1 do problemu przeszukiwania (�2  ( oznaczenie (1 (T(�2 ), nazywaæ bêdziemy algorytm rozwi¹zuj¹cy problem (1 przy wykorzystaniu hipotetycznej procedury (2 przy czym czas wykonania algorytmu A przez DTM w czasie wielomianowym.

		W przypadku istnienia takiej transformacji bêdziemy mówili, ¿e problem (1 jest T-transormowalny przez problem (2.

Pojêcie to mo¿na te¿ zdefiniowaæ wykorzystuj¹c maszynê Turinga z wyroczni¹ ( OTM ). Wówczas wielomianow¹ transformacjê Turinga problemu (1 do problemu (2 nazywamy program ( algorytm ) M, który dla alfabetu ( spe³nia warunek - dla ka¿dej funkcji (*((*, która rozwi¹zuje (2, program Mg jest wielomianowym programem dla OTM, a funkcja fMg obliczana przez Mg rozwi¹zuje (1. 



Def.  Problem przeszukiwania ( jest NP-trudny jeœli istnieje NP-zupe³ny problem (’, taki ¿e (’(T  (�.

		Zauwa¿my, ¿e NP-trudnego problemu przeszukiwania ( nie bêdzie mo¿na rozwi¹zaæ w wielomianowym czasie, o ile zostanie wykazane, ¿e P=NP. Jednak¿e, w przeciwieñstwie do problemów NP-zupe³nych odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe i wykorzystanie równoœci  klas P=NP nie przes¹dza o mo¿liwoœci rozwi¹zania problemów NP-trudnych w wielomianowym czasie.



Przeanalizujmy raz jeszcze kwestiê wzajemnych zale¿noœci NP-zupe³nych problemów decyzyjnych i odpowiadaj¹cych im problemów przeszukiwania. £atwo mo¿na zauwa¿yæ, ¿e wykazuj¹c i¿ wielomianowy algorytm rozwi¹zuj¹cy problem przeszukiwania mo¿na wykorzystaæ do rozwi¹zania w wielomianowym czasie odpowiadaj¹cego mu problemu decyzyjnego podajemy jednoczeœnie transformacjê Turinga od problemu decyzyjnego do problemu przeszukiwania. Poniewa¿ ten pierwszy problem jest NP-zupe³ny, zatem problem przeszukiwania jest NP-trudny.

	Okazuje siê, ¿e wiele problemów decyzyjnych i optymalizacyjnych jest zwi¹zana jeszcze œciœlej. Mo¿na bowiem wykazaæ, ¿e problemy decyzyjne s¹ tak¿e nie ³atwiejsze ni¿ odpowiedniki optymalizuj¹ce.



Rozpatrzmy twierdzenie.

Twierdzenie 6.

	Optymalizacyjny problem plecakowy ( sformu³owany jako problem przeszukiwania ) jest T-transformowalny do decyzyjnego PROBLEMU PLECAKOWEGO.

Dowód:

	Zacznijmy od zdefiniowania problemu poœredniego miêdzy dwoma problemami wymienionymi w tezie twierdzenia, bêd¹cego rozszerzeniem problemu decyzyjnego.



ROZSZERZONY PROBLEM PLECAKOWY (RPP)

Parametry: 

	skoñczony zbiór elementów a={a1,...,an}, rozmiar s(ai) oraz  wartoœæ w(ai)(Z+ dla ka¿dego elementu ai(a, sta³e b, y oraz podzbiór Ak(A, Ak={a[1],..., a[k]}, gdzie a[i](a[j] dla i(j oraz a[i](A dla i=1, 2, ... , k. 

Pytanie:

	Czy podzbiór Ak mo¿na rozszerzyæ do  podzbioru A’(A takiego, ¿e



		( s( ai)(b

		ai(A’

		( w( ai)(b

		ai(A’



	RPP ( NP st¹d i z definicji NP-zupe³noœci mamy RPP ( PP ( PP(problem plecakowy ). Zatem RPP (T PP. Pozostaje wykazaæ, ¿e OPP (T RPP ( OPP (T DRPP) .

				           _  _	

	Za³ó¿my, ¿e P[ A, s, w, Ak, b, y] jest procedur¹ rozwi¹zuj¹c¹ RPP w wielomianowym czasie 

												       _		      _

dla nastêpuj¹cych parametrów:  zbiór elementów A, funkcja rozmiarów s i wartoœci w elementów, podzbiór czêœciowy A�k oraz sta³e b i y. 

	Dla dowolnej instancji OPP okreœlmy optymaln¹ ( maksymaln¹ ) wartoœæ y* sumy wartoœci elementów tworz¹cych podzbiór zbioru A, spe³niaj¹cy ograniczenie i zawieraj¹cy element ai. Wartoœæ yi* jest zawarta miêdzy dwiema wartoœciami granicznymi: 

		� OSAD� Equation.2  ��� a   � OSAD� Equation.2  ���.

		Poni¿sza procedura przeszukiwania binarnego dla okreœlonego w powy¿szy sposób przedzia³u znajduje yi*.

Jeœli yi max - yi min=1 to podstaw yi*:=yi min i zakoñcz  procedurê.

										  _  _

2. Podstaw yi:= (( yi max+ yi min)/2( i wykonaj procedurê P[A, s, w, {ai}, b, yi]. Jeœli odpowiedz brzmi „tak”, to yi min:=yi w przeciwnym razie yi max:=yi. IdŸ do kroku 1.

												           _  _	

( Aby znaleŸæ yi* nale¿a³o dokonaæ co najwy¿ej (log2 yi max( razy procedurê P[A ,s w,{ai}, b,y] dla ró¿nych wartoœci yi. )

Postêpowanie to powtarzamy dla ka¿dego ai(A i znajdujemy yi*.

W nastêpnej fazie okreœlamy maksymaln¹ wartoœæ yi*max spoœród okreœlonych uprzednio yi* oraz odpowiadaj¹cy jej element ai.

	Nastêpnie przechodzimy do wyznaczenia optymalnego podzbioru A*. Oznaczmy przez Ak(A rozszerzalny podzbiór elementów A, który mo¿na rozszerzyæ przez dodanie pewnych elementów i utworzyæ w ten sposób szukany podzbiór A*. Zauwa¿my, ¿e {ai} jest rozszerzalnym podzbiorem, o ile w(ai)<yi*max. W tym przypadku musi istnieæ co najmniej jeden element   aj(A-{ai},  taki, ¿e {ai, aj}  jest  rozszerzalnym   podzbiorem  lub {ai ,aj}=A*. W celu 

												   _ _

znalezienia elementu aj nale¿y wykonaæ co najwy¿ej n-2 razy procedurê P[A,s,w,{ai,aj},b,yi*max] dla ró¿nych aj(A-{ai}.

	Powy¿sze postêpowanie powtarzamy dla kolejnych rozszerzalnych podzbiorów A�k dopóty, dopóki nie skonstruujemy podzbioru Ak*, dla którego zachodzi:

		� OSAD� Equation.2  ���.

	Konstrukcja Ak* wymaga zatem O(n2) wykonañ procedury p poza tymi, które zosta³y wykorzystane do okreœlenia yi*max.

Reasumuj¹c wykorzystaliœmy OOP (T RPP.



Je¿eli wska¿emy, ¿e jakiœ problem optymalizacyjny jest T-transformowalny do pewnego nale¿¹cego do klasy NP, to z tego wynika i¿ mo¿e on byæ rozwi¹zany w wielomianowym czasie jeœli P=NP.



Def.	Problem przeszukiwania (1 nazywaæ bêdziemy NP-³atwym, jeœli istnieje problem         (2�SYMBOL 206 \f "Symbol"�NP taki, ¿e (1 aT (2.

Def.	Problemy przeszukiwania bêd¹ce jednoczeœnie NP-trudnymi i NP-³atwymi nazywaæ bêdziemy problemami NP-równowa¿nymi.



	Z rozwa¿añ tych wynika, ¿e pocz¹tkowe ograniczenie analizy z³o¿onoœci  obliczeniowej do problemów decyzyjnych nie spowodowa³o utraty ogólnoœci, gdy¿ wiêkszoœæ problemów optymalizacyjnych, których decyzyjne odpowiedniki s¹ NP-zupe³ne, to problemy NP-równowa¿ne. 

Analogicznie do pojêcia NP- trudnoœci definiuje siê pojêcie silnej NP-trudnoœci.

�����������



Analiza trudnego problemu optymalizacyjnego



1.Os³abienie ( uproszczenie ) za³o¿eñ przyjêtych w problemie pierwotnym

Na przyk³ad w przypadku problemu szeregowania

a)	zezwolenie na przerywanie wykonywanych zadañ

b)	przyjêcie jednostkowych czasów wykonywania zadañ

c)	za³o¿enie pewnych typów grafów ograniczeñ kolejnoœciowych (w przypadku zadañ zale¿nych )



Przyk³ad

ad a) Algorytm McNaughton'a

1.	Wyznacz   � OSAD� Equation.2  ���

2.	Rozpocznij wykonywanie dowolnego zadania na dowolnym procesorze w chwili t=0.

3.	Wybierz dowolne, nie uszeregowane jeszcze zadanie i rozpocznij jego wykonywanie na tym samym procesorze w chwili zakoñczenia poprzedniego zadania. Powtarzaj krok do momentu, w którym zostan¹ wybrane wszystkie zadania lub t=Cmax*.

4.	Pozosta³¹ czeœæ zadania przydziel do innego procesora w chwili t=0. PrzejdŸ do kroku 3.

������������������





ad b) Wykorzystanie algorytmów przybli¿onych ( aproksymacyjnych )

�����



Ocena dok³adnoœci algorytmów aproksymacyjnych jest to ocena oddalenia od optimum wartoœci rozwi¹zañ konstruowanych przez te algorytmy

	- ocena najgorszego przypadku:

	- ocena zachowania siê œredniego: probabilistyczna, eksperymentalna.



1° Oszacowanie najgorszego przypadku



Def.	Problem ( kombinatoryczny ) optymalizacji ( optymalizacyjny ) ( definiuje siê przez podanie:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	zbioru Dp instancji;

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	dla ka¿dej instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp, skoñczonego zbioru Zp(I) potencjalnych rozwi¹zañ;

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	funkcji fp okreœlonej dla ka¿dej instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp i ka¿dego potencjalnego rozwi¹zania z�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Zp(I), wartoœæ tego rozwi¹zania fp(I,z) bêd¹cego liczb¹ wymiern¹.

Je¿eli (  jest problemem minimalizacji ( maksymalizacji )

Def.	wówczas optymalnym rozwi¹zaniem dla instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp nazywaæ bêdziemy potencjalne rozwi¹zanie z*�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Zp(I) takie, ¿e dla ka¿dego innego rozwi¹zania z�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Zp(I) zachodzi:

 fp(I,z*) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� fp(I,z)  [ fp(I,z*) �SYMBOL 179 \f "Symbol"� fp(I,z) ]. Wartoœæ funkcji fp dla rozwi¹zania optymalnego z* dla instancji I, oznaczaæ bêdziemy przez OPT(I).



Def.	Algorytm A nazywaæ bêdziemy algorytmem aproksymacyjnym ( suboptymalnym ) dla problemu ( , jeœli dla ka¿dej instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp znajduje on potencjalne rozwi¹zanie z�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Zp(I). (Dalej przez A(I) oznaczaæ bêdziemy wartoœæ fp(I,z) tego rozwi¹zania). 

Def. 	 Jeœli algorytm A znajduje rozwi¹zanie optymalne ( tzn. A(I)=OPT(I) ) dla ka¿dej instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp, to  nazywaæ go bêdziemy algorytmem optymalizacyjnym dla problemu p.



Wykorzystanie algorytmów aproksymacyjnych

Warunek konieczny stosowania: niski rz¹d funkcji z³o¿onoœci obliczeniowej.

Warunek dostateczny: wystarczaj¹ca dok³adnoœæ ( odleg³oœæ od optimum konstruowanych rozwi¹zañ )



	Analiza najgorszego przypadku

Niech (  bêdzie problemem minimalizacji ( maksymalizacji ), a I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp, wówczas

		�OSAD� Equation ���; 	( � OSAD� Equation.2  ��� )

gdzie	A(I) - wartoœæ rozwi¹zania skonstruowanego przez algorytm dla instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp

	OPT(I) - wartoœæ rozwi¹zania optymalnego dla I.



Def.	Bezwzglêdne oszacowanie SA algorytmu aproksymacyjnego A zastosowanego do rozwi¹zania problemu ( :

		SA = inf { r �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 1: SA(I) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� r dla ka¿dej instancji I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp } - jest to najwiêksza wartoœæ SA(I) dla jakiejkolwiek instancji tego problemu

Def.	Asymptotyczne oszacowanie SA( algorytmu aproksymacyjnego A zastosowanego do rozwi¹zania problemu p:

		SA�SYMBOL 165 \f "Symbol"�  = inf { r �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 1: dla pewnej naturalnej liczby N, SA(I) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� r dla ka¿dej instancji 			 I�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Dp spe³niaj¹cej warunek OPT(I) �SYMBOL 179 \f "Symbol"� N } - dotyczy b. du¿ych rozwi¹zañ



SA( ( SA . Im SA(  ( lub SA ) jest bli¿sze 1, tym lepszy jest dany algorytm aproksymacyjny.



Przyk³ad Algorytm LPT [Graham 69]

Ustaw zadania na liœcie w kolejnoœci malej¹cych czasów wykonania.

W momencie, w którym wolny staje siê którykolwiek z procesorów, przydziel do niego pierwsze na liœcie nie przydzielone zadanie. Krok ten powtarzaj do momentu wykonania wszystkich zadañ.



Twierdzenie [Graham '69]



	�OSAD� Equation ���	



����n = 2m + 1, (p1,p2, ... ,pn) = ( 2m-1, 2m - 1, 2m - 2, 2m - 2, ... ,m + 1, m + 1, m, m,  m)

				      zadania maj¹ce parami ten sam czas wykonania	    zadanie

�����������������������������������������������											  „bez pary”													



	W najgorszym przypadku uszeregowanie LPT mo¿e byæ d³u¿sze o 33% od uszeregowania optymalnego. Gdy liczba zadañ jest d³u¿sza oszacowanie algorytmem LPT znacznie siê poprawia.



Twierdzenie 3 [Coffman, Sethi '76]

�OSAD� Equation ���

gdzie k jest najmniejsz¹ liczb¹ zadañ wykonywanych na jednym procesorze ( algorytm jest dobry w przypadku zadañ o zbli¿onej d³ugoœci, a nie, gdy jest jedno lub kilka zadañ b. d³ugich, a reszta krótkich ).

Def.	Aproksymacyjnym schematem obliczeñ dla problemu optymalizacyjnego ( nazwiemy algorytm A, który dla danej I(D( oraz ¿¹danej dok³adnoœci obliczeñ ( > 0 znajduje potencjalne rozwi¹zanie z(Z((I), takie, ¿e SA( (I)(1+(.

Def.   A jest wielomianowym aproksymacyjnym schematem obliczeñ, jeœli dla ka¿dego ( > 0 jest algorytmem wielomianowym.



Przyk³ad [ Sahni ‘75 ]

	Problem plecakowy mo¿na rozwi¹zaæ stosuj¹c nastêpuj¹cy wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczeñ APk

	- wygenerowaæ wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru elementów A,

	- rozszerzyæ ka¿dy z powy¿szych zbiorów elementami dok³adanymi w kolejnoœci nie rosn¹cych � OSAD� Equation.2  ���



Mo¿na wykazaæ, ¿e:

		� OSAD� Equation.2  ���

opisany schemat ma jednak du¿¹ z³o¿onoœæ obliczeniow¹, gdy¿ zale¿y ona wyk³adniczo od k (liczba zbiorów k-elementowych O(nk) ).

Def. 	Algorytm A jest w pe³ni wielomianowym aproksymacyjnym schematem obliczeñ, jeœli jego funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej jest ograniczona od góry przez wielomian zale¿ny od N(I) oraz (1/().



Przyk³ad [ Ibarra, Kim ‘77 ]

	Problem plecakowy mo¿na rozwi¹zaæ stosuj¹c nastêpuj¹cy w pe³ni wielomianowy schemat obliczeñ Bk:

	- przekszta³camy instancjê I problemu plecakowego w I’ przez przyjêcie w’(ai)=(w(ai)/K( , K - pewna sta³a,

	- rozwi¹¿my problem plecakowy dla instancji I’ wykorzystuj¹c programowanie dynamiczne, w którym wyznaczaæ siê bêdzie funkcjê g(i,j)=1 (,gdy spoœród elementów {1,...,i} mo¿na wybraæ podzbiór o wartoœci j. Z³o¿onoœæ tej procedury jest � OSAD� Equation.2  ��� , gdzie W=max{w(ai)},

	- przyjmuj¹c K=W/[(k+1)*n]� OSAD� Equation.2  ���mo¿na wykazaæ, ¿e � OSAD� Equation.2  ���, a z³o¿onoœæ obliczeniowa jest O(p1(n2k)), gdzie k jest pewn¹ sta³¹ ca³kowit¹, dodatni¹.



Algorytmy aproksymacyjne nie konstruuj¹ rozwi¹zañ o takiej samej dok³adnoœci ( o tym samym oszacowaniu ) dla ró¿nych problemów, których decyzyjne odpowiedniki wielomianowo transformuj¹ siê do siebie. Jest to przyczyn¹ istnienia problemów, dla których mo¿na skonstruowaæ algorytmy aproksymacyjne o ca³kiem dobrych oszacowaniach jak na przyk³ad PROBLEM PAKOWANIA dla którego SA(1,2 dla najlepszych algorytmów, a tak¿e problemów, dla których nie istniej¹, jak na razie, algorytmy aproksymacyjne o oszacowaniu       SA<�SYMBOL 165 \f "Symbol"�, jak na przyk³ad problem znajdowania MAKSYMALNEGO ZBIORU NIEZALE¯NEGO W GRAFIE. Istniej¹ jednak z tego samego powodu problemy które w sensie istnienia wielomianowych algorytmów aproksymacyjnych o oszacowaniach bliskich jednoœci s¹ ³atwiejsze nawet od wspomnianego PROBLEMU PAKOWANIA.



NP-trudnoœæ problemów aproksymacji.

Def.	Najlepsze osi¹galne asymptotyczne oszacowanie dla problemu optymalizacyjnego ( definiuje siê jako Smin(() = inf{ r ( 1: istnieje wielomianowy, aproksymacyjny schemat 					  obliczeñ dla problemu ( taki, ¿e SA( = r}

Z poprzedzaj¹cych rozwa¿añ wynika, ¿e istniej¹ problemy, dla których Smin(()=(, 1<Smin(()=(, Smin(()=1.

W ostatnim przypadku ( Smin(()=1 ) mo¿emy mieæ do czynienia z nastêpuj¹cymi przypadkami:

dla ( istnieje wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczeñ,

dla ( istnieje w pe³ni wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczeñ,

( mo¿na rozwi¹zaæ za pomoc¹ wielomianowego algorytmu aproksymacyjnego A, dla którego | A(I) - OPT(I)|(k dla pewnej sta³ej k.

Jakoœæ aproksymacji jest najlepsza w ostatnim przypadku.

Dla wielu problemów nie istnieje okreœlony powy¿ej typ aproksymacji o ile nie zostanie udowodniona równoœæ P=NP.

Twierdzenie.

Jeœli P(NP to nie istnieje wielomianowy aproksymacyjny algorytm A rozwi¹zuj¹cy problem plecakowy w sposób taki, ¿e | A(I) - OPT(I)|(k



Twierdzenie [Garey, Johnson ‘75]

Niech ( oznacza problem optymalizacyjny. Jeœli istnieje wielomian q taki, ¿e 

	� OSAD� Equation.2  ���� OSAD� Equation.2  ���

to istnienie w pe³ni wielomianowego aproksymacyjnego schematu obliczeniowego dla ( poci¹ga³oby za sob¹ istnienie pseudowielomianowego algorytmu optymalizacyjnego dla (.

Wniosek:

	Niech ( bêdzie problemem optymalizacyjnym o ca³kowitoliczbowych rozwi¹zaniach, spe³niaj¹cym warunki powy¿szego twierdzenia. Jeœli problem ( jest silnie NP-trudny, to istnienie w pe³ni wielomianowego aproksymacyjnego schematu obliczeñ poci¹ga³oby za sob¹ P=NP.

Twierdzenie.

Niech ( bêdzie problemem minimalizacji o ca³kowitoliczbowych dodatnich rozwi¹zaniach. Przypuœæmy, ¿e dla pewnej sta³ej K(( problem decyzyjny: „Czy dla I(D( zachodzi OPT(I)(K?” jest NP-zupe³ny. Jeœli P(NP, to nie istnieje wielomianowy algorytm aproksymacyjny A dla ( taki, ¿e � OSAD� Equation.2  ��� , dla  ( nie istnieje te¿ wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczeñ.



Przyk³ad.

	Problem 3-kolorowania grafu jest NPc, dlatego, o ile P(NP, to nie istnieje algorytm A taki, ¿e � OSAD� Equation.2  ���, nie istnieje te¿ wielomianowy schemat obliczeñ.



2�SYMBOL 176 \f "Symbol"� Analiza zachowania siê œredniego

a) Analiza probabilistyczna

Za³o¿enie: 

	parametry instancji rozpatrywanego problemu ( generowane s¹ z pewnego rozk³adu prawdopodobieñstwa F. Przyjmuje siê, ¿e generowane wartoœci poszczególnych parametrów s¹ realizacjami niezale¿nych zmiennych losowych o takich samych rozk³adach.

Np.: dla PROBLEMU PLECAKOWEGO zarówno wartoœci elementów w(z1), w(z1), ... jak i ich rozmiary s(a1), s(a2), ... , s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi generowanymi zazwyczaj z rozk³adu jednorodnego w przedziale [0,1].

	Dla tak okreœlonej instancji In, gdzie n jest liczb¹ generowanych wartoœci parametrów, przeprowadza siê probabilistyczn¹ analizê wartoœci, która pozwala wyraziæ w prosty sposób asymptotyczn¹ wartoœæ optimum funkcji celu OPT(In) za pomoc¹ parametrów problemu.

	Nastêpnie dokonuje siê probabilistycznej oceny badanego algorytmu aproksymacyjnego A, traktuj¹c wartoœæ rozwi¹zania konstruowanego przez ten algorytm jako zmienn¹ losow¹ A(In). Wyró¿nia siê dwie miary oceny:



Def.	pierwsz¹ jest  b³¹d wzglêdny 

	�OSAD� Equation ���



Def. 	drug¹ miar¹, silniejsz¹, jest b³¹d bezwzglêdny

	�OSAD� Equation ���		- minimalizacja

W przypadku obu miar bada siê ich zbie¿noœæ ( convergence ) do 0.



Wyró¿nia siê trzy rodzaje zbie¿noœci:

Def.	Najsilniejsza zbie¿noœæ prawie na pewno ( almost sure convergence ) dla ci¹gu zmiennych losowych yn  ( np. ci¹g wartoœci wn lub bn ) zbie¿nych do sta³ej c ( jest to wartoœæ optymalna ), oznacza ¿e:

	� OSAD� Equation.2  ���

Def.	Poci¹ga ona za sob¹ s³absz¹ zbie¿noœæ wed³ug prawdopodobieñstwa ( convergence in probability ), która oznacza, ¿e 

	� OSAD� Equation.2  ���

Z tej ostatniej zbie¿noœci wynika pierwsza, gdy dodatkowo spe³niony jest warunek

	� OSAD� Equation.2  ���

Def.	Trzeci rodzaj zbie¿noœci to zbie¿noœæ wed³ug wartoœci œredniej ( convergence in expectation ) zachodzi gdy:

	�OSAD� Equation ���

gdzie E(yn) jest wartoœci¹ œredni¹ yn i równie¿ poci¹ga za sob¹ zbie¿noœæ wed³ug prawdopodobieñstwa.

	Z powy¿szych definicji wynika, ¿e z punktu widzenia analizy probabilistycznej, algorytm jest najlepszy, gdy jego b³¹d bezwzglêdny jest prawie na pewno zbie¿ny do 0. Mówimy wówczas o asymptotycznej optymalnoœci algorytmu.



Przyk³ad 

	Niech m=2, a czasy wykonywania zadañ s¹ generowane z rozk³adu równomiernego z przedzia³u [0,1].

Twierdzenie. [ Coffman, Fredericksen, Lueker ‘84 ]

	 � OSAD� Equation.2  ���	       

Bior¹c pod uwagê , ¿e � OSAD� Equation.2  ��� jest dolnym ograniczeniem wartoœci � OSAD� Equation.2  ���otrzymujemy	� OSAD� Equation.2  ���� OSAD� Equation.2  ���       �	Zatem, wraz ze wzrostem n, � OSAD� Equation.2  ���zd¹¿a do wartoœci optymalnej nie wolniej ni¿	� OSAD� Equation.2  ��� zd¹¿a do 1.



b) Analiza eksperymentalna

Porównuje siê na drodze eksperymentu obliczeniowego rozwi¹zania, w sensie wartoœci kryterium, konstruowane przez algorytm aproksymacyjny i optymalizacyjny, przy czym porównanie to powinno dotyczyæ szerokiej, reprezentatywnej próbki istancji.

5. RÓWNOLEG£OŒÆ OBLICZEÑ

Wykonywanie równoleg³e przez wiele procesorów jednego programu (obliczenia) ma dwa aspekty:�	1.Redukcja czasu obliczeñ algorytmów

	2.Poprawnoœæ i optymalnoœæ funkcjonowania systemów wieloprocesorowych (z³o¿onoœæ tych problemów).

Funkcja z³o¿onoœci obliczeniowej równoleg³ego algorytmu A wykonywanego przez m procesorów � 	� OSAD� Equation.2  ���{t: t  jest liczb¹ jednostek czasu, mierzonych od chwili rozpoczêcia pracy 			przez pierwszy  z procesorów maszyny równoleg³ej do chwili 				zakoñczenia pracy przez wszystkie procesory, niezbêdnych do 				rozwi¹zywania konkretnego problemu I(D( ( n=N(I) }



Przyspieszenie (speedup)

	Sm(n) =     z³.obl.najlepszego alg. sekwencyjnego	  

		    z³. obl. alg. równoleg³ego na m procesorach 

Efektywnoœæ

��	em(n) =   Sm(n)	       	1

�		    m

��Prawo Amdahl’a				

����	� OSAD� Equation.2  ���	

�							

�	





Klasyfikacja maszyn równoleg³ych

Klasyfikacja Flynna

SISD ( single instruction stream, single data stream ); komputery sekwencyjne

�

��     +					   a+b

�     a,b			SISD			





SIMD ( single instruction stream, multiple data streams ) Illiac 4, ICL/DAP, Burroughs BSP (lock-step processors, single program multiple data)

���					

�  �        				

��      		           SIMD		

���

������MISD�        +					a+b�         			MISD		a-b

�       a,b



MIMD	Denelcor / HEP, Cmmp, Cm*   ( maszyny synchroniczne i asynchroniczne )



��       +					

���       					a+b

��      a,b			MIMD    	c-d

�      c,d



( sposób implementacji alg. ma te¿ wp³yw na to, do której klasy zaliczy siê maszynê )



Maszyny potokowe charakteryzuj¹ siê istnieniem ci¹gu procesorów, przy czym wyniki obliczeñ jednego procesora stanowi¹ dane wejœciowe dla nastêpnego procesora w ci¹gu (( arch. superpipeline ).

CRAY - 1,2; CDC - CYBER 205, FACOM VP-200, wspó³czesne (P

		( ( równoleg³oœæ wektorowa )	

						( vs.równileg³oœæ skalarna 

							    arch. superscalar (



�	� OSAD� Equation.2  ��� 	; N - liczba operacji w obl. ( programie )

�	  		  k - liczba etapów jednej operacji 

�

Klasyfikacja Schwartza ( aspekt komunikacyjny )

Parakomputery ( in.: multiprocessor )  procesory  maj¹ równoleg³y dostêp do wspólnej PAO. ( komunikacja w „sta³ym” czasie )

Ultrakomputery ( in. multikomputer ) procesory komunikuj¹ siê ze sob¹ za poœrednictwem sieci po³¹czeñ ( wspó³czesne maszyny MPP - massirely parallel processing: CM-5; CRAY T3D)

( komunikacja stanowi znacz¹cy element  ca³oœci obl. )

Sieæ po³¹czeñ jest charakteryzowana przez:

	Max stopieñ wierzcho³ka - d 1 

	Rozmiar ( max d³ugoœæ œcie¿ki ) - d 2

Przyk³adowe sieci po³¹czeñ:



KRATA ( mesh )

� OSAD� Word.Picture.6  ���					

KOSTKA ( hypercube )

�� OSAD� Word.Picture.6  ���						�

KOSTKA CYKLICZNA

� OSAD� Word.Picture.6  ���



SIEÆ PRZETASOWANA ( PERFECT SHUFFLE NETWORK )

������										m=2d

����������( i,2i-1), (i+m/2, 2i), (2i-1,2i)

����������i=1,2, ... , m/2

d1=3,  d2=2d-1





DRZEWA BINARNE

��� OSAD� Word.Picture.6  ���

�Przyk³ad    

Znajdowanie maks. w zbiorze n liczb an,..., a2n-1. Za³o¿enie n=2k, k(Z+.

	       for l:=k-1 downto 0 do par [2l ( j( 2l+1-1] do aj = max {a2j, a2j+1}

�

��				l=0		a1

			

����			l=1	a2				a3

��		

�����		l=2	a4		a5		a6		a7

�������	

��������		a8	          a9	       a10      a11            a12       a13        a14	a15



Z³o¿onoœæ: O(log n)

			� OSAD� Equation.2  ���



Model PRAM ( Parallel RAM )

PRAM sk³ada siê z:

zbioru rejestrów globalnych zdolnych przechowaæ dowoln¹ liczbê ca³kowit¹( in. PAO o dowolnym dostêpie )

zbioru ( nieskoñczonego ) identycznych procesorów ( RAM bez taœm wejœciowych i wyjœciowych )

ka¿dy procesor posiada zbiór rejestrów lokalnych 

Proces obliczeñ mo¿na scharakteryzowaæ nastêpuj¹co:

w ka¿dym kroku procesor mo¿e wykonaæ standardow¹ operacjê lub uaktywniæ nowy procesor 

jednoczesny odczyt jest dozwolony, jednoczesny  zapis do tego samego rejestru powoduje upadek systemu ( model CREW inne np. EREW, CRCW )  

���

			P1	P2	P3 	.     .     .

���

�

				rejestry globalne 





Hipoteza obliczeñ równoleg³ych [Chandra, Kozen, Stackmeyer 81, Goldschlager 88] 

	Dla dowolnej funkcji T zale¿nej od rozmiaru n rozwi¹zywanej instancji, klasa problemów rozwi¹zywanych przez maszynê z nieograniczon¹ równoleg³oœci¹ w czasie T(n)      ( czyli wielomianowo wzglêdem funkcji T(n) ) jest równa klasie problemów rozwi¹zywanych przez maszynê sekwencyjn¹ w przestrzeni T(n) O( 1).



	Powy¿sza hipoteza staje siê twierdzeniem dla modelu PRAM i funkcji wielomianowych [ van Emde Baas 85]

	Zatem klasa problemów rozwi¹zywalnych przez model PRAM w wielomianowym czasie = PSPACE.

	Z praktycznego punktu widzenia model PRAM jest ma³o realistyczny, gdy¿ rzeczywiœcie istniej¹ce komputery równoleg³e maj¹ ograniczon¹ liczbê procesorów.

	Bardziej realistyczny model PRAM ma wielomianowo ograniczon¹ liczbê procesorów: m = O( p(n) ).

	Klasa problemów rozwi¹zywalnych w wielomianowym czasie przez taki model jest równa klasie P.

Problemy trudne ( NP - zupe³ne ) pozostan¹ nierozwi¹zywalne w wielomianowym czasie.



Wp³yw równoleg³oœci obliczeñ na z³o¿onoœæ problemów z klasy P .

Równoleg³y algorytm polylogarytmiczny - to alg. o z³o¿onoœci O( log n )O(1).

Z hipotezy obliczeñ równoleg³ych wynika, ¿e problemy  dla których istniej¹ || alg. polylogarytmiczne tworz¹ klasê POLYLOGSPACE  ( problemy naj³atwiejsze w klasie P ).

	Istniej¹ problemy, dla których nie uda³o siê skonstruowaæ alg. polylogarytmicznych.

Problem ( (P  , jest P-zupe³ny jeœli dla ka¿dego problemu (‘(P , (‘( LOG (.

  Zatem P- zupe³ny problem ((POLYLOGSPACE ( gdy P = POLYLOGSPACE.

����						�					P						NP	                        �											�			POLYLOG	Probl.				Problemy 

			SPACE	P - zupe³ne			NP-zupe³ne����Za³.: P(NP 	P(POLYLOGSPACE��NC ( Nick Pippenger ) - klasa zawieraj¹ca wszystkie problemy rozwi¹zywalne || w polylogarytmicznym czasie przez wielomianowo ograniczon¹ liczbê procesorów.

SC ( Steve Cook ) - zawiera wszystkie problemy rozwi¹zywalne w wielomianowym czasie i polylogarytmicznej przestrzeni.



6. POZA NP-ZUPE£NOŒÆ ( NP-TRUDNOŒÆ )

Struktura klasy NP.



	W tym rozdziale rozpatrywaæ bêdziemy problemy, z których wiêkszoœæ ma tê cechê wspóln¹, ¿e wydaj¹ siê byæ trudniejsze od problemów NP-zupe³nych.

	Rozwa¿ania rozpoczniemy od analizy struktury klasy NP.

	Jak ju¿ wczeœniej wspomniano, mo¿na wykazaæ, ¿e jeœli P(NP, to musi istnieæ klasa NPI problemów o „poœredniej” z³o¿onoœci, taka, ¿e NPI(NP, NPI(NP, NPI(NPc.

	Jest to konsekwencj¹ twierdzenia dotycz¹cego JÊZYKÓW REKURSYWNYCH, tzn. jêzyków rozpoznawalnych przez DTM ( niekoniecznie w czasie wielomianowym ), która zatrzymuje siê dla ka¿dego ³añcucha wejœciowego.

Twierdzenie [Ladner ‘75]

	Niech B bêdzie jêzykiem rekursywnym, takim, ¿e B(P. Istnieje wówczas jêzyk D(P, taki, ¿e jêzyk A=D(B; A(B oraz B(A.

Wniosek:

��	Jeœli B jest jêzykiem ( problemem ) NP-zupe³nym i P(NP ( B(P i za³o¿enia twierdzenia s¹ spe³nione. Jêzyk A(NP, z tezy twierdzenia wynika, ¿e B(A( NPc; A(P

�									

											(

										     A(NPI

Z powy¿szego twierdzenia wynika, ¿e jeœli B jest np. problemem CYKLU HAMILTONA, to istnieje klasa grafów, która jest rozpoznawalna w wielomianowym czasie, taka, ¿e problem CYKLU HAMILTONA nie by³by dla tej klasy grafów ani NP-zupe³ny, ani nie nale¿a³by do P.

Otwart¹ kwesti¹ pozostaje istnienie problemów, które nale¿a³yby do NPI. Oczekuje siê, ¿e jeœli P(NP, to do klasy NPI mog¹ nale¿eæ problemy:

	IZOMORFIZM GRAFÓW

Dane:		grafy  G=(V,E), G’=(V,E’)

Pytanie:	Czy G i G’ s¹ izomorficzne, tj. czy istnieje funkcja ró¿nowartoœciowa f: V(V’, taka, ¿e {u,v}(E ( {f(u),f(v)}(E’ ?

	LICZBA Z£O¯ONA

Dane:		liczba ca³kowita K

Pytanie:	Czy istniej¹ liczby ca³kowite m,n > 1, takie, ¿e K=m*n ?



	Przyczyny, dla których s¹dzi siê, ¿e problem LICZBY Z£O¯ONEJ nale¿y do NPI wymaga wprowadzenia pojêcia problemów KOMPLEMENTARNYCH. Dla problemu decyzyjnego (: „Czy dla instancji I zachodzi X ?” problem komplementarny definiuje siê (c: „Czy dla instancji I, X nie jest prawdziwe ?”

Przyk³ad.	

Dla problemu liczby z³o¿onej problemem komplementarnym jest problem LICZBY PIERWSZEJ.

		     _  _

Parametry:	A, w, s, b, y

Pytanie:	Czy nie istnieje rozwi¹zanie dopuszczalne ?

	Zauwa¿my, ¿e dla problemów nale¿¹cych do P sam problem i jego problem komplementarny mo¿na rozwi¹zaæ w czasie wielomianowym na DTM. Czyli P=co-P

( Wystarczy zmieniæ stany koñcowe DTM qY, qN  rolami ).

	Dla problemów z klasy NPc nie jest ³atwo podaæ algorytm dla DTM, który rozwi¹zywa³by problem komplementarny, gdy¿ „zgadniêcie” jednego rozwi¹zania przez DTM ju¿ nie wystarcza. Jedyn¹ znan¹ metod¹ weryfikacji odpowiedzi dla problemu komplementarnego jest przegl¹d wszystkich mo¿liwych rozwi¹zañ. Dlatego dla wielu problemów (NP nie jest znany wielomianowy algorytm niedeterministyczny rozwi¹zuj¹cy ich problemy komplementarne. Z powy¿szego wynika przypuszczenie:

	NP(co-NP	gdzie co-NP={(  C:((NP}.

Twierdzenie [Adelman, Manders ‘77]

Jeœli istnieje NP-zupe³ny problem ,taki, ¿e ( C(NP, to NP=co-NP.

Je¿eli P(NP i NP(co-NP, to obraz klasy NP i co-NP jest nastêpuj¹cy:
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Z powy¿szego twierdzenia wynika te¿, ¿e problem ((NP(co-NP ( tj. ((NP i ( C(NP ) nie mo¿e byæ NP-zupe³ny o ile nie wyka¿e siê NP=co-NP, co jest sprzeczne z naszymi przypuszczeniami.

	Zauwa¿my, ¿e problem L. Z£O¯ONEJ (NP; mo¿na wykazaæ, ¿e komplementarny problem LICZBY PIERWSZEJ (NP. Korzystaj¹c z powy¿szego twierdzenia wnioskujemy, ¿e LICZBA Z£O¯ONA (Npc. Poniewa¿ nie uda³o siê podaæ algorytmu wielomianowego dla problemu L. Z£O¯ONEJ, dlatego najprawdopodobniej nale¿y on do NPI.



Wielomianowa hierarchia z³o¿onoœci problemów decyzyjnych.



W tym rozdziale zajmiemy siê problemami ogólniejszymi ni¿ problemy nale¿¹ce do NP. Przyk³adem takiego problemu, który jest NP-trudny, ale mo¿e nie byæ NP-³atwy ( tzn. mo¿e nie byæ T-transformowalny do problemu z klasy NP ) jest problem MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO.

Parametry:	dobrze skonstruowane wyra¿enie logiczne E zawieraj¹ce litera³y okreœlone dla zbioru zmiennych U, sta³e T ( prawda ), F ( fa³sz ), spójniki: (, (, ( oraz negacja (, a tak¿e nieujemna liczba ca³kowita K.

Pytanie:	Czy istnieje dobrze skonstruowane wyra¿enie logiczne E’, które zawiera K lub mniej litera³ów i które jest równowa¿ne E, tzn. dla dowolnego przydzia³u wartoœci do zmiennych zbioru u wyra¿enia E i E’ maj¹ takie same wartoœci ?

Problem ten jest NP-trudny, gdy¿ SPE£NIALNOŒÆ WYRA¯EÑ BOOLE’OWSKICH T-transformuje siê do niego.

Jednak problem MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO nie wydaje siê byæ NP-³atwym ( tj. nie transformuje siê do jakiegokolwiek problemu (NP ); nie uda³o siê podaæ wielomianowego algorytmu dla OTM wykorzystuj¹cego alg. rozwi¹zania jakiegoœ problemu z klasy NP.

 Wyrocznia mo¿e byæ przydatna do testowania równowa¿noœci E i E’, ale nie mo¿e wygenerowaæ samego E’.

Problem MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO mo¿e jednak  byæ rozwi¹zany przez NOTM ( niedeterministyczn¹ maszynê Turinga z wyroczni¹ ).

NOTM jest to NDTM wyposa¿ona dodatkowo w taœmê i g³owicê wyroczni. NOTM mo¿e generowaæ niedeterministycznie ( zgadn¹æ ) ³añcuch S i pos³u¿yæ siê wyroczni¹.

	W celu rozwi¹zania problemu MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO:

modu³ generuj¹cy „zgaduje” wyra¿enie E’,

 wyrocznia jest wykorzystywana do rozwi¹zania problemu SPE£NIALNOŒCI WYRA¯EÑ LOGICZNYCH, dla sprawdzenia równowa¿noœci E i E’.

Problem SPE£NIALNOŒCI WYRA¯EÑ LOGICZNYCH jest uogólnieniem problemu SPE£NIALNOŒCI. Polega on na stwierdzeniu, czy dla wyra¿enia logicznego E istnieje przydzia³ 0 i 1 do zmiennych logicznych, taki, ¿e E=1 ( ró¿ni siê od SPE£NIALNOŒCI os³abieniem wymagañ co do postaci E ).

Wyrocznia NOTM musi sprawdziæ, czy spe³nialne jest  (((E’(E)((E(E’)). Jeœli nie, to E i E’ s¹ równowa¿ne.

Tak¹ NOTM mo¿na te¿ uznaæ za WIELOMIANOW¥ NIEDETERMINISTYCZN¥ TRANSFORMACJÊ TURINGA problemu MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO do problemu SPE£NIALNOŒCI WYRA¯EÑ LOGICZNYCH. Sugeruje to istnienie nowej szerszej klasy problemów, które s¹ wielomianowo niedeterministycznie T-transformowalne do problemów z klasy NP. Klasy te mo¿na zdefiniowaæ nastêpuj¹co ( Y jest pewn¹ klas¹ jêzyków ):

	PY={L: (L’(Y L(TL’}

	NPY={L: (L’(Y  L jest niedeterministycznie wielomianowo T-transformowalny do L’}.

Zauwa¿my, ¿e PNP jest klas¹ problemów NP-³atwych, a problem MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO nale¿y do klasy NPNP.

Zale¿noœci miêdzy klasami ilustruje rysunek:
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Opieraj¹c siê na opisanej powy¿ej metodzie definiowania nowych klas w oparciu o stare proces tworzenia coraz trudniejszych klas problemów mo¿na prowadziæ w nieskoñczonoœæ. Otrzymuje siê w ten sposób tzw. HIERARCHIÊ WIELOMIANOW¥, której klasy zdefiniowane s¹ nastêpuj¹co:

	� OSAD� Equation.2  ���

w szczególnoœci  � OSAD� Equation.2  ���

��������

Zale¿noœci miêdzy klasami ilustruje rysunek:

Hierarchia wielomianowa umo¿liwia bardziej precyzyjn¹ klasyfikacjê problemów NP-trudnych. Mo¿liwe jest te¿ sprawdzenie, czy dany problem decyzyjny nale¿y do hierarchii wielomianowej ( istniej¹ problemy, które nie nale¿¹ do hierarchii wielomianowej ).

Niech (  bêdzie alfabetem, R - relacj¹ k-wymiarow¹ nad (* bêd¹c¹ zbiorem k-tek (z1, z2,... zk( zi((*. Relacja R jest rozpoznawalna w czasie wielomianowym, gdy ( wielomianowy program dla DTM, rozpoznaj¹cy jêzyk sk³adaj¹cy siê dok³adnie z k-tek nale¿¹cych do R.

Twierdzenie.

Niech L((* bêdzie jêzykiem, przy czym |(|(2. Dla dowolnego k(1, � OSAD� Equation.2  ���wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¹ wielomiany p1, ..., pk oraz relacja R rozpoznawalna w wielomianowym czasie, o rozmiarze k+1, zdefiniowana dla (*, taka, ¿e (x((*:

	x(L(( (y1((*, dla którego |y1|(p1(|x|) )

		( (y2((*, dla którego |y2|(p2(|x|) )

		...

		( Qyk((*, dla którego |yk|(pk(|x|) )

			[( x, y1, y2, ..., yk ((R]

gdzie Q = ( dla k nieparzystego, ( dla k parzystego.

np. problem MINIMALNEGO WYRA¯ENIA RÓWNOWA¯NEGO spe³nia warunki twierdzenia, gdy¿ dla k=2 relacja R jest zdefiniowana jako ((x, k),y1, y2((R, wtt, gdy x i y1 s¹ wyra¿eniami logicznymi i y1 zawiera k lub mniej wyst¹pieñ litera³ów, a y2 jest wartoœciowaniem zmiennych, dla którego (x(y1)((y1(x).

	Analogicznie do NP-zupe³noœci istnieje odpowiednik w klasie � OSAD� Equation.2  ��� :

Def.	Jêzyk ( problem ) L jest zupe³ny dla klasy � OSAD� Equation.2  ��� wzglêdem transformacji wielomianowej, gdy � OSAD� Equation.2  ���.

Pierwszym problemem zupe³nym w � OSAD� Equation.2  ��� ( dla k(1) jest problem Bk:

Parametry:	Dobrze skonstruowane wyra¿enie logiczne E, okreœlone dla zbioru zmiennych X={x[i,j]:1(i(k,1(j(m} przy czym m1, m2, ..., mk(0 s¹ ca³kowite.

Pytanie: 	Czy prawdziwe jest wyra¿enie:

	((x[1,1]) ... ((x[1,m1])

	((x[2,1]) ... ((x[2,m2])

	...

	Qx[k,1]) ... (Qx[k,mk]) E ?



	gdzie Q = ( dla k nieparzystego, ( dla k parzystego

Twierdzenie.

	Dla dowolnego k(1 problem Bk jest zupe³ny w  � OSAD� Equation.2  ��� , a problem � OSAD� Equation.2  ��� komplementarny jest zupe³ny w klasie � OSAD� Equation.2  ��� wzglêdem transformacji wielomianowej.

Wa¿ne! dla k=1 Bk jest zupe³ny w NP, � OSAD� Equation.2  ��� jest zupe³ny w co-NP, wiêc jeœli � OSAD� Equation.2  ���.

Twierdzenie.

	Jeœli dla pewnego k(1 zachodzi � OSAD� Equation.2  ���, to � OSAD� Equation.2  ���

W szczególnoœci P=NP, to ca³y zbiór problemów zawartych w hierarchii wielomianowej tj � OSAD� Equation.2  ���, sprowadza siê do P.





Z³o¿onoœæ problemów wyliczania.

Def.	Dla danego problemu przeszukiwania ( problem wyliczania ( ang. enumeration problem ) mo¿na sformu³owaæ nastêpuj¹co: „Jaka jest moc zbioru Z((I) dla instancji I(D( ?”

np. dla problemu CYKLU HAMILTONA, problem wyliczania mia³by formê:

Dane:	    Graf G

Pytanie:   Jak wiele ró¿nych cykli Hamiltona zawiera G?

np. dla SPE£NIALNOŒCI WYRA¯EÑ BOOLEOWSKICH:

Dane:	    Zbiór C sum logicznych nad zbiorem U zmiennych

Pytanie:   Ile istnieje ró¿nych wartoœciowañ zmiennych z U, dla których wszystkie sumy z C s¹ spe³nione?



Zauwa¿my, ¿e nie musimy podaæ wszystkich rozwi¹zañ, ale jedynie ich liczbê. St¹d w wielomianowym czasie mo¿na rozwi¹zaæ problemy wyliczania o wyk³adniczej liczbie rozwi¹zañ, np. problem liczby ró¿nych drzew rozpinaj¹cych w grafie, problem liczby ró¿nych cykli Eulera w grafie itp.

Problemy wyliczania zwi¹zane z problemami NP-zupe³nymi s¹ oczywiœcie NP-trudne, gdy¿ jeœli znana by³aby moc | Z((I)|, to mo¿liwe by³oby rozwi¹zanie problemu NP-zupe³nego.

	Niektóre problemy wyliczania wydaj¹ siê trudniejsze ni¿ odpowiadaj¹ce im problemy istnienia ( spe³nialnoœci ) np. nawet jeœli P=NP, to nie wiadomo, czy umo¿liwi³oby to okreœlenie liczby ró¿nych cykli Hamiltona w grafie w wielomianowym czasie.

	Rozwa¿ania te doprowadzi³y do zdefiniowania nowej klasy problemów #P-zupe³nych (liczbowo-P-trudnych).

Def.	Problem wyliczania ( nale¿y do klasy #P, jeœli istnieje niedeterministyczny algorytm taki, ¿e dla ka¿dej I(D( liczba ró¿nych wygenerowanych ³añcuchów, które prowadz¹ do odpowiedzi „tak” jest równa dok³adnie  | Z((I)|, a czas najd³u¿szego akceptuj¹cego obliczenia jest ograniczony przez wielomian od N(I).

Def. 	Problem wyliczania ( jest #P-zupe³ny, jeœli ((#P i dla ka¿dego (‘(#P zachodzi (‘(T(.

Problemem #P-zupe³nym jest np. wyliczeniowa wersja SPE£NIALNOŒCI WYRA¯EÑ BOOLEOWSKICH. Z drugiej strony np. problem okreœlenia liczby ró¿nych skojarzeñ w grafie dwudzielnym jest te¿ #P-zupe³ny, chocia¿ problem wyznaczenia skojarzenia nale¿y do P.



Z³o¿onoœæ pamiêciowa problemów.

W dotychczasowych rozwa¿aniach ograniczaliœmy siê do jednego zasobu niezbêdnego do obliczeñ - by³ nim czas. W praktyce innym zasobem równie istotnym jest PAMIÊÆ.

	Dla DTM iloœæ wykorzystanej pamiêci jest równa liczbie ró¿nych komórek taœmy odwiedzanych w czasie obliczeñ.

Def.	Klasa PSPACE zawiera wszystkie jêzyki (problemy decyzyjne) rozpoznawalne (rozwi¹zywalne) przez DTM zatrzymuj¹c¹ siê dla wszystkich ³añcuchów wejœciowych w przestrzeni ograniczonej od góry przez wielomian od d³ugoœci ³añcucha wejœciowego (rozmiaru instancji).



	Rozwi¹zywalnoœæ w wielomianowej przestrzeni nie zale¿y od przyjêtego realistycznego modelu obliczeñ (tj. komputera). Zauwa¿my, ¿e P(PSPACE oraz NP(PSPACE (nawet symulacjê NDTM za pomoc¹ DTM mo¿na przeprowadziæ w wielomianowej przestrzeni).

	Istniej¹ problemy, które nale¿¹ do klasy PSPACE, wydaj¹ siê byæ jednak trudniejsze ni¿ problemy z klas NP, #P, � OSAD� Equation.2  ���. Dla scharakteryzowania takich problemów wprowadzono klasê problemów PSPACE-zupe³nych.

Def.	Jêzyk L jest PSPACE-ZUPE£NY, jeœli L(PSPACE i (L’(PSPACE L’(L.

Z definicji tej wynika, ¿e L(PSPACE-complete nale¿y do P wtedy i tylko wtedy, gdy P=PSPACE. Tak wiêc PSPACE-zupe³noœæ jest silniejszym wskazaniem nierozwi¹zywalnoœci problemu w czasie wielomianowym ni¿ NP-zupe³noœæ, gdy¿ mog³oby zachodziæ P=NP ( P(PSPACE. 

Wykazanie PSPACE-zupe³noœci uwa¿a siê za wskazanie, ¿e problem (NP i nawet do hierarchii wielomianowej. Pierwszym problemem PSPACE-zupe³nym by³ problem KFL (KWANTYFIKATOROWA FORMU£A LOGICZNA).

Parametry:	Dobrze skonstruowane wyra¿enie logiczne F=(Q1 x1)(Q2 x2) ... (Qn xn)E, gdzie E jest wyra¿eniem logicznym, zawieraj¹cym zmienne x1, x2, ..., xn, a Qi jest kwantyfikatorem ( lub (.

Pytanie:	Czy F jest prawdziwe?

	Zauwa¿my, ¿e KFL jest równy � OSAD� Equation.2  ���.

KFL mo¿e mieæ np. postaæ gry:

( ruch dla BIA£YCH z konfiguracji P0 do P1 taki, ¿e

( ruchu CZARNYCH z P1 do P2

( ruch BIA£YCH z P2 do P3 taki, ¿e

...

POZYCJA Pn jest wygran¹ BIA£YCH.

Z dotychczasowych badañ wynika, ¿e PSPACE-zupe³ne s¹ problemy z teorii gier, teorii automatów, jêzyków formalnych.

Nota bene: jeœli ((NP, to nie mo¿na w wielomianowym czasie zweryfikowaæ zgadniêtego rozwi¹zania.

Twierdzenie.

Jeœli jêzyk L mo¿e byæ rozpoznany przez DTM w przestrzeni ograniczonej przez T(n), gdzie T(n)(log n dla ka¿dego n(1, to DTM rozpozna ten jêzyk w przestrzeni ograniczonej przez T2(n).

Wniosek:

PSPACE=NPSPACE.



Rozwi¹zywalnoœæ w przestrzeni (poly)logarytmicznej.



	W celu rozwa¿enia problemów rozwi¹zywalnych w przestrzeni mniejszej ni¿ liniowa (w szczególnoœci w przestrzeni logarytmicznej) nale¿y zmodyfikowaæ DTM.

	Zmodyfikowana DTM posiada, oprócz taœmy wejœciowej, taœmê wyjœciow¹ oraz taœmê robocz¹ (z odpowiednimi g³owicami). Jako przestrzeñ wykorzystan¹ przez taki model uznaje siê liczbê komórek taœmy roboczej.

� OSAD� Word.Picture.6  ���

Wœród problemów rozwi¹zywalnych w przestrzeni mniejszej ni¿ liniowa mo¿na wyró¿niæ klasê Def.	DLOGSPACE, zawieraj¹c¹ problemy decyzyjne (jêzyki) rozwi¹zywalne (rozpoznawalne) w przestrzeni ograniczonej przez (log2n+1( .

	Wydaje siê, ¿e DLOGSPACE(P (zawieranie DLOGSPACE(P jest oczywiste). W analogiczny sposób mo¿na zdefiniowaæ klasê NLOGSPACE (zamiast DTM u¿ywamy zmodyfikowanej NDTM). £atwo spostrzec, ¿e NLOGSPACE(p.

	Rozwa¿ana jest klasa problemów bardziej ogólnych, tj. klasa POLYLOGSPACE.

Def.	� OSAD� Equation.2  ���, gdzie DLOGk-SPACE jest klas¹ problemów rozwi¹zywalnych w przestrzeni ograniczonej przez ( (log2n+1( ) k.

Poniewa¿ nie wszystkie problemy z klasy P uda³o siê rozwi¹zaæ w logarytmicznej przestrzeni (tj. nie wszystkie problemy nale¿¹ce do P s¹ w klasie DLOGSPACE) dlatego wyró¿niono klasê problemów P-zupe³nych.

Def.	Problem ( jest logarytmiczno-przestrzennie zupe³ny w klasie P, do bêdziemy okreœlaæ w skrócie, ¿e jest P-zupe³ny, je¿eli ((‘(P zachodzi (‘(LOG( oraz (‘(P. (LOG jest transformacj¹ w przestrzeni logarytmicznej, tj. ograniczon¹ do (log n+1(.

Zatem problem P-zupe³ny nale¿y do DLOGSPACE wtedy i tylko wtedy, gdy DLOGSPACE=P (dotyczy to tak¿e klasy DLOGk-SPACE dla k(1 [Jones ‘75].

Problemami P-zupe³nymi s¹ np.:

PROBLEM DOSTÊPNOŒCI SYSTEMU ŒCIE¯EK:

Parametry:	Skoñczony zbiór wêz³ów X, relacja R(X(X(X oraz dwa zbiory wêz³ów Ÿród³owych i koñcowych S,T(X.

Pytanie:	Czy istnieje dostêpny wêze³ koñcowy x(X, przy czym wêze³ jest dostêpny je¿eli x(S lub istniej¹ wêz³y y, z takie, ¿e (x, y, z((R ?

PROBLEM ( WARTOŒCI WYJŒCIOWEJ ) OBWODU LOGICZNEGO:

Parametry:	Obwód logiczny, sk³adaj¹cy siê z bramek wejœciowych AND, OR, NOT i bramki wyjœciowej, wartoœci logiczne sygna³ów wejœciowych.

Pytanie:	Czy sygna³ wyjœciowy przyjmuje wartoœæ „prawda”.

Przyk³ady innych problemów P-zupe³nych to ( w wersji decyzyjnej ) PROBLEM PROGRAMOWANIA LINIOWEGO, PROBLEM MAKSYMALNEGO PRZEP£YWU W SIECI.

�������������

	Poni¿szy rysunek ilustruje domniemane zale¿noœci miêdzy klasami z³o¿onoœci pamiêciowej.
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Z³o¿onoœæ obliczeniowa - wyk³ad

str. � STRONA �45�



�STRONA  �25�









G(V,A)



³uk



G(V,E)



graf spójny



graf niespójny



V’(V    E’(E



 v 	 G(V,E)



v	G’(V’,E’)



u



u



6



1



5



4



2



2



3



4



3



t



s



problemy optymalizacyjne



problemy decyzyjne



Problemy kombinatoryczne



Sterowanie



Modu³ generuj¹cy



	 -3   -2   -1   0    1    2    3



 x ( I )



...



g³owica odczytuj¹co-zapisuj¹ca



taœma



b



S



...



g³owica odczytuj¹co-zapisuj¹ca



g³owica wyroczni



taœma wyroczni



...



...



...



...



Y



Sterowanie



-2    -1    0    1    2



 -2   -1    0    1   2



q



1



Y



(



(



(



(



X



(



(



(



(



W



(



(



(



(



s2[j]



s1[j]



   x3[j]



x2[j]



x1[j]



 g1[k]    g2[k]



nr elem.  1 2 3 4 5

rozmiar   5 3 2 4 3

wartoœæ   5 4 2 6 1
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Algorytmy aproksymacyjne ( heurystyczne )

Analiza zachowania siê rozwi¹zañ

w najgorszym przypadku

œredniego

analiza probabilistyczna

analiza eksperymentalna



Dok³adne algorytmy wyk³adnicze 

(tak¿e pseudowielomianowe)



Uproszczenia

np. w przypadku szeregowania zadañ - za³o¿enie podzielnoœci zadañ



Problem trudny



Problem ³atwy

Poprawa z³o¿onoœci algorytmu:

w najgorszym przypadku

œrednio (analiza probabilistyczna )



Analiza z³o¿onoœci problemu kombinatorycznego ( optymalizacyjnego )



Z³o¿onoœæ O(n)



t
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m=4	      P3		T3		    T4		      T5



n=5	      P4	         T5	



P1			     T1



Aproksymacyjny algorytm wielomianowy



Optymalizacyjny alg. wyk³adniczy

metoda podzia³u i ograniczeñ

programowanie dynamiczne

ca³kowitoliczbowe programowanie liczbowe



NP-trudny problem optymalizacyjny
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speedup



d1=3

d2=((log m)

m=3*2d-2
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