

Szanowni Pañstwo,

poni¿szy tekst stanowi konspekt wyk³adu „Optymalizacja Kombinatoryczna”. Zosta³ on spisany na podstawie folii do tego wyk³adu. Niniejszym pragnê podziêkowaæ wszystkim, którzy spisali to „dzie³o”. Niestety, nie mia³em czasu, aby przejrzeæ dok³adnie ten tekst, dlatego nie biorê te¿ ¿adnej odpowiedzialnoœci (wynikaj¹cej wprost lub poœrednio) za zgodnoœæ ze obecnym stanem wiedzy. Proszê traktowaæ ten tekst jako uzupe³nienie, a nie jako podstawowe Ÿród³o informacji. Ponadto, treœæ wyk³adu stanowi w³asnoœæ intelektualn¹ pracowników I.In. P.P. (w tym podpisanego poni¿ej) i/lub P.P. i/lub ni¿ej wymienionych wydawnictw i autorów. Dlatego rozpowszechnianie w celach merkantylnych bêdzie traktowane jako przejaw z³ego smaku i chciwoœci (n.b. mo¿e to niestety tak¿e doprowadziæ nas wszystkich do k³opotów). Zawartoœæ tego tekstu mo¿e byæ u¿yta tylko w postaci w jakiej jest obecnie z powo³aniem siê na Ÿród³o.





Maciej Drozdowski	Poznañ, 21 paŸdziernika 1997

�II zaawansowane algorytmy grafowe



(a) Znajdowanie najkrótszych dróg z danego wierzcho³ka



Dany jest graf skierowany G((V,E) oraz dla ka¿dej krawêdzi (u,v) pewna liczba rzeczywista a(u,v) zwana wag¹ krawêdzi (inaczej odleg³oœci¹).



Def. Drog¹ (skierowan¹) w grafie G(V,E) nazywaæ bêdziemy ci¹g wierzcho³ków v0, v1, ..., vp, takich ¿e (vi, vi+1)(E (i.

Def. D³ugoœci¹ drogi nazywaæ bêdziemy liczbê � OSAD� Equation.2  ���.

Problem polega na znalezieniu najkrótszej drogi miêdzy dwoma wyró¿nionymi wierzcho³kami s (Ÿród³o) oraz t (odp³yw), gdzie d(s,t) jest odleg³oœci¹.



Uwagi:

Jeœli ka¿dy cykl grafu ma dodatni¹ d³ugoœæ to najkrótsza droga jest zawsze elementarna (bez powtórzeñ wierzcho³ków)
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�								   d(s,t)(4



Jeœli w grafie istnieje cykl o ujemnej d³ugoœci, to odleg³oœci pomiêdzy niektórymi wierzcho³kami jest nieokreœlona (gdy¿ zale¿y od liczby przejœæ cyklu)



������������������������																																																																															



Zastosowania:

Najkrótsze po³¹czenie miêdzy miastami.

Najszybsze po³¹czenie w sieci komputerowej (przy przesy³aniu meldunków).

Najbardziej niezawodne po³¹czenie miêdzy wêz³ami sieci (w tym przypadku �a(u,v)((log p(u,v), gdzie p(u,v) jest prawdopodobieñstwem niezawodnej pracy kana³u (u,v)).

Znajdowanie œcie¿ki (drogi) krytycznej w metodach PERT/CPM.



Uwaga:

Algorytmy podane w punkcie II okreœlaj¹ odleg³oœci miêdzy wierzcho³kami. Znaj¹c d(s,t) mo¿na jednak obliczyæ najkrótsz¹ drogê z s do t, znajduj¹c kolejno wierzcho³ki v, takie ¿e 

d(s,t)(d(s,v)(a(v,t)

(wierzcho³ek v jest zawsze przedostatnim wierzcho³kiem najkrótszej drogi w grafie nie zawieraj¹cym ujemnych cykli).



Algorytm (znajdowanie najkrótszej drogi - dla znanych odleg³oœci)

Dane: odleg³oœci D[v] od ustalonego wierzcho³ka s do wszystkich pozosta³ych wierzcho³ków 	v(V+{s} ustalony wierzcho³ek t, macierz wag krawêdzi A[u,v], u,v(V.

Wyniki: STOS zawieraj¹cy ci¹g wierzcho³ków okreœlaj¹cy najkrótsz¹ drogê z s do t.



begin

	STOS((0; STOS(t; v((t;

	while v(s do

	begin

		u((wierzcho³ek, dla którego D(v)(D(u)(A(u,v)

		STOS(u;

		v((u

	end

end



Niech G((V,E( bêdzie grafem zorientowanym, (V((n, (E((m. Jeœli wybranie wierzcho³ka u w wierszu 5 nastêpuje przez przegl¹d wszystkich wierzcho³ków, to z³o¿onoœæ naszego algorytmu jest O(n2). Jeœli przeszukujemy tylko listê przed[v] zawieraj¹c¹ wszystkie wierzcho³ki u, takie ¿e (u,v)(E, u(v, to z³o¿onoœæ ta jest O(m).



Przyk³ad

���												

���������������������� OSAD� Equation.2  ���	

��

					d(s,t)(4

					D[v]([0, 4, -1, 1, 4]

					s, 1,  2, 3, t	



			

- STOS([t]								

  v((t

- u((3		D(t)(D(u)(A(u,t)

		   4 (  3   + 1

  STOS([t, 3]

  v((3

- u((2		D(3)(D(u)(A(u,3)

		    1 ( ( 1 ( 2 

  STOS([t, 3, 2]

  v((2

- u((1		D(2)(D(u)(A(u,2)

		  (1 (   4  ( ((5)

  STOS([t, 3, 2, 1]

  v((1

- u((s		D(1)(D(u)(A(u,1)

		    4 (   0  ( 4

  STOS([t, 3, 2, 1, s]

  v((s



(b) Znajdowanie najmniejszych odleg³oœci (dla ustalonego wierzcho³ka s)



1) Grafy bez cykli o ujemnej d³ugoœci

Postêpowanie opiera siê na nastêpuj¹cej idei: 

w ka¿dym kroku oblicza siê pewne oszacowanie górne D[v] - odleg³oœci od s do  wszystkich innych wierzcho³ków v(V.

gdy stwierdzimy, ¿e D(u)+A(u,v)(D(v), to ka¿dorazowo polepszamy aktualne oszacowanie D(v)((D(u)(A(u,v)

postêpowanie koñczy siê, gdy ¿adnego z ograniczeñ nie mo¿na poprawiæ; (w tym przypadku wszystkie oszacowania D[v} s¹ równe odleg³oœciom d(s,v))

Algorytmy ró¿ni¹ siê kolejnoœci¹ w jakiej badane s¹ wierzcho³ki u,v.  



Algorytm (znajdowanie odleg³oœci od Ÿród³a do wszystkich pozosta³ych wierzcho³ków - metoda Forda - Bellmana)

Dane: Graf zorientowany G((V,E( o n wierzcho³kach z wyró¿nionym Ÿród³em s(V,

	   macierz wag krawêdzi A[u,v], u,v(V (graf nie zawiera cykli o ujemnej d³ugoœci)

Wyniki: Odleg³oœci od Ÿród³a do wszystkich wierzcho³ków grafu: D[v](d(s,v), v(V.



begin

	for v(V do D(v)((A(s,v); D(s)((0;

		for k((1 to n-2 do 

			for v(V\{s} do

				for u(V do D(v)((min (D(v), D(u)(A(u,v))

end



Oczywistym jest, ¿e z³o¿onoœæ czasowa algorytmu jest O(n3). Obliczenia mo¿emy oczywiœcie zakoñczyæ, gdy wykonanie pêtli 4 nie spowoduje zmiany ¿adnej spoœród zmiennych D[v], v(V. Mo¿e to nast¹piæ dla k( n-2, jednak taka modyfikacja algorytmu nie zmienia w istotny sposób jego z³o¿onoœci. W przypadku grafów rzadkich (m(( n2) wygodnie jest reprezentowaæ graf przez listy incydencji PRZED[v], v(V. Po zamianie wiersza 5 na 

for u(PRZED[v] do D[v]((min (D(v), D(u)(A(u,v))

otrzymujemy algorytm o z³o¿onoœci O(n(m), np. dla ³añcuchów i drzew O(n2).



Przyk³ad

�
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k�D(1)�D(2)�D(3)�D(4)�D(5)���0�4�(�(�(��1�0�4�9�7�6��2�0�4�9�7�6��3�0�4�9�7�6��

 Poprawnoœæ algorytmu wynika z faktu, ¿e w (n-2) krokach mo¿na zbadaæ (i skonstruowaæ) ka¿d¹ drogê o n-1 krawêdziach (i wybraæ minimaln¹). Drogi d³u¿sze musz¹ zawieraæ cykle, które nie zmniejszaj¹ d³ugoœci drogi (bo nie ma cykli ujemnych).



Grafy o nieujemnych wagach



Algorytm (znajdowanie odleg³oœci od Ÿród³a do wszystkich pozosta³ych wierzcho³ków w grafie o nieujemnych wagach krawêdzi - metoda Dijkstry)

Dane: Graf zorientowany G((V,E) o wyró¿nionym Ÿródle s(V, macierz wag krawêdzi A[u,v], 	u,v(V (wszystkie wagi s¹ nieujemne)

Wyniki: Odleg³oœci od Ÿród³a do wszystkich wierzcho³ków grafu D[v]((d(s,v), v(V.



begin

	for v(V do D(v)((A(s,v); D(s)((0; 

	T((V\{s}; 

	while T(0 do

	begin

		u((dowolny wierzcho³ek(T, taki ¿e D(u)(min (D(p) : p(T); 

		T((T\{u}; 

		for v(T do D(v)((min (D(v), D(u)(A(u,v))

	end

end



Poprawnoœæ algorytmu wynika ze spe³nienia nastêpuj¹cych warunków:

(v(V\T D(v)(d(s,v)

(v(T   D(v) - d³ugoœæ najkrótszej drogi z s do v, takiej ze przedostatni wierzcho³ek drogi nale¿y do 		V\T 

�

����������Przyk³ad:

�����������������							� OSAD� Equation.2  ���

v(T

D(1)�D(2)�D(3)�D(4)�D(5)����0�5�1�� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ������0�4�1�2�� OSAD� Equation.2  �����0�3�1�2�6��0�3�1�2�4��

Z³o¿onoœæ algorytmu:	O(n2)

Wynika z faktu, ¿e pêtla 4 jest wykonywana (n-1) razy, a ka¿de jej wykonanie wymaga O(n) kroków dla znalezienia wierzcho³ka u i O(n) kroków dla wykonania pêtli 8. Jeœli zbiór T jest reprezentowany przez drzewo binarne o takiej w³aœciwoœci, ¿e jeœli u jest nastêpnikiem v to D(u) ( D (v), to z³o¿onoœæ bêdzie O(m. Log n)



3) grafy acykliczne

W dowolnym grafie acyklicznym mo¿emy tak ponumerowaæ wierzcho³ki, by ka¿da krawêdŸ by³a postaci (vi,vj), gdzie i < j.

Algorytm (Numerowanie wierzcho³ków grafu acyklicznego)

Dane:	Graf zorientowany acykliczny G=(V,E) okreœlony przez listy incydencji ZA[v], v (V.

Wyniki:	Dla ka¿dego wierzcho³ka v ( V numer NR(v) taki, ¿e dla dowolnej krawêdzi (u,v) (E zachodzi NR(u)<NR(v)



1	begin

2		for v(V do LIDO (v):=0;

3		for u(V do

4			for v(ZA[u] do LIDO[v]:=LIDO[v]+1;

5		STOS:=(;

6		for v(V do

7			if LIDO[v]=0 then STOS<=v;

8		num:=0;

9		while STOS(( do

10			begin u<=STOS;

11				num:=num+1; NR[u]:=num;

12				for v(ZA[u] do

13					begin LIDO[v]:=LIDO[v]-1;

14						if LIDO[v]=0 then STOS<=v;

15					end;

16			end;

17	end.



Poprawnoœæ algorytmu wynika z faktu, ¿e w dowolnym grafie acyklicznym istnieje wierzcho³ek, do którego nie dochodzi ¿adna krawêdŸ. Nadaj¹c mu najmniejszy numer i usuwaj¹c go z grafu wraz z krawêdziami wychodz¹cymi z niego uzyskujemy nowy graf acykliczny o liczbie wierzcho³ków mniejszej o 1 ni¿ w grafie oryginalnym. Nastêpnie procedurê t¹ powtarza siê do momentu ponumerowania wszystkich wierzcho³ków.

Z³o¿onoœæ algorytmu:	jest O(m), gdy¿ ka¿da krawêdŸ jest analizowana w algorytmie dok³adnie dwa razy (raz w pêtli 4 i raz w pêtli 12)

Przyk³ad:

�����						ZA[v1]= (

������						ZA[v2]=[v1]

�						ZA[v3]=[v2,v4,v5]

�						ZA[v4]=[v1,v2]

����						ZA[v5]=[v2,v4]

�

STOS�LIDO[v1]�NR[v1]�LIDO[v2]�NR[v2]�LIDO[v3]�NR[v3]�LIDO[v4]�NR[v4]�LIDO[v5]�NR[v5]���0��0��0��0��0���(�2��3��0��2��1���[v3],u=v3�2��2��0�1�1��0���[v5],u=v5�2��1��0�1�0��0�2��[v4],u=v4�1��0��0�1�0�3�0�2��[v2],u=v2�0�5�0�4�0�1�0�3�0�2��

Za³o¿enie: Wierzcho³ki grafu s¹ ponumerowane zgodnie z poprzednim algorytmem

Algorytm: (znajdowanie odleg³oœci od Ÿród³a do wszystkich wierzcho³ków w grafie acyklicznym)

Dane:	Graf zorientowany G=(V,E), gdzie V={v1,v2,.....,vn} i dla dowolnej krawêdzi (vi,vj) (E mamy i<j. Graf ten okreœlony jest przez list incydencji PRZED[v], v(V.

Wyniki:	Odleg³oœci od v1=S do wszystkich wierzcho³ków grafu D[vi]=d(v1,vi), i=1,...,n.



1	begin

2	D[v1]:=0;

3	for j:=2 to n do D[vj]:=(;

4	for j:=2 to n do 

5		for vi(PRZED[vj] do D[vj]:= min{D[vj],D[vi]+A[vi,vj]};

6	end.

Poprawnoœæ algorytmu: wynika z faktu, ¿e w pêtli 4, dla ka¿dego j zachodzi D[vj]=d(v1,.vj), co spowodowane jest tym, ¿e wszystkie wierzcho³ki poœrednie najkrótszej drogi z v1 do vj maj¹ numery mniejsze od j.

Z³o¿onoœæ algorytmu jest O(m.), gdy¿ ka¿da krawêdŸ jest analizowana w wierszu 5 tylko 1 raz.

Przyk³ad:
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					� OSAD� Equation.2  ���



j�D[v1]�D[v2]�D[v3]�D[v4]�D[v5]����0�� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ������2�0�5�� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ������3�0�5�2�� OSAD� Equation.2  ����� OSAD� Equation.2  ������4�0�5�2�1�� OSAD� Equation.2  �����5�0�5�2�1�2��

Znajdowanie  œcie¿ki krytycznej (CPM =Critical Path Method) w metodzie planowania przedsiêwziêæ

-Project Scheduling (PERT - Project Evaluation & Review Technique).

Dana jest sieæ czynnoœci (zadania na ³ukach) (activity network) w postaci grafu acyklicznego, spójnego, z okreœlonymi czasami trwania (oczywiœcie wszystkie s¹ dodatnie).

Znalezienie minimalnego czasu trwania projektu ( znalezieniu najd³u¿szej œcie¿ki. Mo¿na to rozwi¹zaæ, znajduj¹c œcie¿kê o minimalnej d³ugoœci dla ujemnych odleg³oœci krawêdziowych.





����������������������		

		



							|CE|=11







Resource-constrained project scheduling



Znajdowanie najmniejszych odleg³oœci miêdzy wszystkimi parami wierzcho³ków 

(Domkniêcie przechodnie relacji)

Metoda bezpoœrednia: n-krotne zastosowanie algorytmu Forda-Bellmana, dla zmieniaj¹cego siê wyró¿nionego wierzcho³ka S. Z³o¿onoœæ bêdzie równa O(n4).



Metoda Floyda: Opiera siê na nastêpuj¹cym spostrze¿eniu. Oznaczmy przez � OSAD� Equation.2  ��� d³ugoœæ najkrótszej drogi spoœród dróg z vi do vj o wierzcho³kach poœrednich w zbiorze {v1,...,vk}.

St¹d:

		� OSAD� Equation.2  ���					(F1)

		� OSAD� Equation.2  ���		(F2)



Równanie (F1) jest oczywiste. Uzasadnienie (F2) jest nastêpuj¹ce:		Rozwa¿my najkrótsz¹ spoœród dróg z vi do vj o wierzcho³kach poœrednich w zbiorze {v1,...,vk,vk+1}. Jeœli droga ta nie zawiera vk+1, to

		� OSAD� Equation.2  ���

Jeœli zawiera, to dziel¹c j¹ na odcinki od vi do vk+1 oraz od vk+1 do vj otrzymujemy równoœæ

		� OSAD� Equation.2  ���

��������������	

�
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Algorytm: (wyznaczanie odleg³oœci miêdzy wszystkimi parami wierzcho³ków - metoda Floyda)

Dane:	Macierz wag krawêdzi  A[i,j],1( i,j ( n grafu zorientowanego bez cykli o ujemnej d³ugoœci.

Wyniki:  Odleg³oœci miêdzy wszystkimi parami wierzcho³ków D[i,j]=d(vi,vj) = � OSAD� Equation.2  ���



1	begin

2		for i:=1 to n do

3			for j:=1 to n do D[i,j]:=A[i,j]; (F1)

4		for i:=1 to n do D[i,i]:=0;

5		for k:=1 to n do

6			for i:=1 to n do

7				for j:=1 to n do

8					D[i,j]:=min{D[i,j],D[i,k]+D[k,i]};	(F2)

9	end.



Poprawnoœæ: wynika z dyskusji poprzedzaj¹cej algorytm.

Z³o¿onoœæ: O(n3)

������������������������Przyk³ad: 

�	

��

�						� OSAD� Equation.2  ���

k=0	D[i,j]=A[i,j]

k=1	� OSAD� Equation.2  ���	np.D[1,3]=min{D[1,3],D[1,1]+D[1,3]}

k=2	� OSAD� Equation.2  ���	D[1,3]=min{D[1,3],D[1,2]+D[2,3]}=1

k=3	� OSAD� Equation.2  ���





Dla k=4 i k=5 macierz D[i,j] ju¿ siê nie zmieni ze wzglêdu na brak po³¹czeñ, ostatecznie otrzymamy:

D[i,j]=� OSAD� Equation.2  ���

Domkniêcie relacji binarnej E (transitive close)

Wiadomo, ¿e relacjê binarn¹ E(VxV mo¿na przedstawiæ jako graf zorientowany G=(V,E). Okreœlamy dla grafu G domkniêcie przechodnie, jako:

	E*={(x,y): istnieje w G droga o skoñczonej d³ugoœci od x do y }.

E* dla relacji E mo¿na te¿ zdefiniowaæ jako najmniejsz¹ relacjê przechodni¹ zawieraj¹c¹ E, tzn. dla dowolnej relacji przechodniej F, E(F mamy E*(F.

Obliczanie E* (dla danej E)

Przedstawiæ relacjê E w postaci grafu G=(V,E), w którym ka¿da istniej¹ca krawêdŸ ma wagê 1.

Wykonaæ algorytm Floyda

(vi,vj)(E* ( D(vi,vj)<(

Z³o¿onoœæ: O(n3)

Mo¿na te¿ zastosowaæ podstawienie:

� OSAD� Equation.2  ���

W algorytmie Floyda zmieniamy wówczas wiersz 8 na:

	D[i,j]:=D[i,j]( (D[i,k] (D[k,i])  (alg.Warshalla)

W wyniku:

� OSAD� Equation.2  ���



ZAGADNIENIA Z TEORII ZBIORÓW

1. GENEROWANIE PERMUTACJI

Def. Ka¿de wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f: X(X nazywamy permutacj¹ zbioru X.

Twierdzenie: Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest równa n!



    Przedstawiony poni¿ej algorytm generuje wszystkie permutacje zbioru n-elementowego w porz¹dku antyleksykograficznym.

W porz¹dku antyleksykograficznym ci¹g < x1, ... ,xn > poprzedza < y1..yn >, co zapisujemy     < x1, ... ,xn > <' <y1, ... ,yn >, gdy: 

� OSAD� Equation.2  ���



Przyk³ad uporz¹dkowania wszystkich permutacji zbioru { 1, 2, 3 } w porz¹dku:

LEKSYKOGRAFICZNYM  		ANTYYLEKSYKOGRAFICZNYM

	123					123

	132					213

	213					132

	231					312

	312					231

	321					321



Ci¹g permutacji zb. {1,...,n} w porz¹dku antyleksykograficznym ma nastêpuj¹ce w³asnoœci:

(1) w pierwszej permutacji elementy uporz¹dkowane s¹ rosn¹co, w ostatniej - malej¹co

(2) ci¹g permutacji mo¿na podzieliæ na n bloków o d³ugoœci (n-1)! odpowiadaj¹cych malej¹cym wartoœciom elementu na ostatniej pozycji. Pierwsze n-1 pozycji bloku zawieraj¹cego element P na ostatniej pozycji, okreœla ci¹g permutacji zb. {1,...,n}-{p} w porz¹dku antyleksykograficznym.

Algorytm 	(*Generowanie wszystkich permutacji w porz¹dku antyleksykograficznym*)

Dane: n; Wyniki: Ci¹g permutacji zb. {1,...,n}

1 procedure REVERSE(m) 	 	(* odwrócenie P[1]...P[m] *)

2 begin i:=1; j:=m;                  	(*P jest globaln¹ tablic¹ *)

3 while i<j do begin P[i]:=:P[j]  	(*swap*)

4		     i:=i+1; j:=j-1;

5	        end

6 end; 					(*REVERSE*)

 7 procedure ANTYLEX(m); 	(*P jest globalne*)

 8 begin

 9 if m=1 then write(P[1],...P[n]) 	(*nowa permutacja*)

10 else

11 	for i:=1 to m do

12 	begin ANTYLEX(m-1);

13 		if  i<m then begin P[i]<->P[m];

14 			         REVERSE(m-1) end;

15 	end

16 end 				(*ANTYLEX*)

17 begin 				(*program g³ówny*)

18 	for i:=1 to n do P[i]:=i; 	(*inicjalizacja*)

19 	ANTYLEX(n)

20 end.



P[1]		P[2] ... 	P[m-2]		P[m-1]		P[m] 

a1		a2		am-2		am-1		am    (*przed ANTYLEX(m-1)*)

am-1		am-2		a2		a1		am    (*po ANTYLEX(m-1)*)

am		am-2		a2		a1		am-1 (*P[1]<->P[m]*)

a1		a2		am-2		am		am-1 (*REVERSE(m-1)*)



Wygenerowaæ permutacje zbioru:

Æw 1. { 1,2,3 };  Æw 2. { 1,..,4}

w porz¹dku antyleksykograficznym.



2. GENEROWANIE PODZBIORÓW ZBIORU.

	Ka¿dy podzbiór n-elementowego zbioru mo¿na reprezentowaæ ci¹giem binarnym b1,...,bn, st¹d zbiór n-elementowy ma 2n ró¿nych podzbiorów.

* Poniewa¿ ka¿dy ci¹g b1,...,bn odpowiada pewnej liczbie z przedzia³u [0,2n -1], dlatego wszystkie podzbiory {1,...,n} mo¿na wygenerowaæ wymieniaj¹c wszystkie liczby z przedzia³u [0,2n -1] i generuj¹c na podstawie ich binarnej reprezentacji wszystkie podzbiory.

* W niektórych zastosowaniach istotne jest by ka¿dy nastêpny podzbiór ró¿ni³ siê od poprzednika tylko na jednej pozycji ( ( binarny kod Grey'a rzêdu n )

 Jeœli ci¹g C1,...,Cm zawiera wszystkie m=2k ci¹gów binarnych o d³ugoœci k, przy czym Ci ró¿ni siê od Ci+1 na jednej pozycji (i=1,...,m-1) to ci¹g C10,...,Cm0,Cm1,...,C11 zawiera wszystkie ci¹gi binarne o d³ugoœci k+1, a dwa kolekne ci¹gi binarne ró¿ni¹ siê na jednej pozycji.



Algorytm 		(*Generowanie podzbiorów zbioru n-elementowego*)

Dane: n; Wyniki: Wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego, ka¿dy nastêpny podzbiór ró¿ni siê od poprzedniego na jednej pozycji. Podzbiory s¹ reprezentowane ci¹giem binarnym B[1]...B[n]

1 begin

2 	for i:=1 to n do B[i]:=0 		(*zbiór pusty*)

3 	i:=0;    					(*liczba wygenerowanych podzbiorów*)

4 	repeat

5 		write( B[1],..,B[n] );

6 		i:=i+1; p:=1; j:=i;

7 		while j mod 2 =0 do

8		begin

9			j:=j/2; p:=p+1;

10 		end

11 		if p<=n then B[p]:=1-B[p]; 	(*zmiana na pozycji p*)

12	until p>n

13 end



Wygenerowaæ w powy¿szy sposób podzbiory:

Æw 1. {1,2,3}	

Æw 2. {1,...,4}



3. GENEROWANIE k-ELEMENTOWYCH PODZBIORÓW

	Ka¿demu k-elementowemu podzbiorowi X odpowiada ci¹g rosn¹cy o k elementach z X, np. podzb. {3,5,1} odpowiada ci¹g <1,3,5>.

Ci¹gi generowane s¹ w nastêpuj¹cy sposób: <a1,..,ak> ma nastêpnik

<b1,..,bk> = <a1,..ap-1, ap+1,...ap+k+1-p>, gdzie p=max{i: ai < n-k+1}, a <b1,..,bk> ma nastêpnik <c1,..,ck> = <b1,..,bp'-1,bp' +1,bp' +2...,bp' +k-p'+1>, gdzie

 p'={p-1 gdy bk =n   lub   k gdy bk <n}

Algorytm (*Generowanie k-elementowych podzbiorów zbioru {1..n} w porz¹dku leksykograficznym*)

Dane: n,k;

Wyniki: Ci¹g wszystkich podzbiorów k-elementowych zbioru {1..n} w porz¹dku leksykograficznym.

1 begin

2 for i:=1 to k do A[i]:=i;		 (* I podzbiór *)

3 p:=k;

4 while p>=1 do

5    begin write( A[1],...,A[k] );

6 	if A[k]=n then p:=p-1 else p:=k

7 	if p>=1 then

8 		for i:=k downto p do A[i]:=A[p]+i-p+1;

9    end

10 end.



Wygenerowaæ wszystkie podzbiory:

Æw 1. k=3, n=4

Æw 2. k=3, n=5



4. GENEROWANIE PODZIA£ÓW ZBIORU.

Def. Przez PODZIA£ zbioru n-elementowego X na k bloków rozumieæ bêdziemy dowoln¹ rodzinê (={B1,...,Bk} tak¹, ¿e B1 ( B2 ( ...Bk=X, Bi ( Bj=(, 1( i<j (k; Bk(( , 1 ( i ( k. Podzbiory B1...Bk nazywamy BLOKAMI.

Maj¹c dany podzia³ (={B1,...,Bk} zbioru {1,...,n-1} ³atwo znale¿æ wszystkie podzia³y ( zbioru {1,...,n} takie, ¿e (n-1=(, s¹ to:

	B1 ( {n}, B2,..Bk

	B1, B2 ( {n},...Bk

	B1,..., Bk ( {n}

	B1,..., Bk , {n}

Algorytm		 (*Generowanie wszystkich podzia³ów zbioru {1,..,n}, iteracyjnie*)

Dane: n; Wyniki: Ci¹g wszystkich podzia³ów zbioru {1,..,n}, w którym ka¿dy nastêpny podzia³ powstaje z poprzedniego przez przeniesienie jednego elementu do innego bloku.



 # bloku - najmniejszy element w bloku

POPRZ[i], NAST[i] - #poprzedniego / nastêpnego bloku dla bloku 1(i(n , NAST[i]=0, gdy blok i jest ostatni

BLOK[i] - # bloku zawieraj¹cego element i

PR[i] = true gdy element i porusza siê do przodu, false w przeciwnym przypadku



1  begin

2  for i:=1 to n do

3  begin BLOK[i]:=1; PR[i]:=true; NAST[i]:=0; POPRZ[i]:= 0;

4  end;

5  NAST[1]:=0;

6  Wypisz_podzia³;

7  j:=n;  					(*j -element aktywny- przesuwany*)

8  while j>1 do

9  begin k:=BLOK[j];

10 if  PR[j] then 				(* j porusza siê do przodu --> *)

11 	begin

12 	if NAST[k]=0 then 		 	(* k jest ostatnim blokiem *)

13		begin NAST[k]:=j;  POPRZ[j]:=k;  NAST[j]:=0

14		end;

15 	if NAST[k]>j then			(* j utworzy nowy blok *)

16 		begin  POPRZ[j] := k;  NAST[j] := NAST[k];

17		POPRZ[NAST[j]] := j; NAST[k] := j

18 		end;

19 	BLOK[ j ] := NAST[ k ]

20 	end

21 else 					(* j porusza siê do tylu *)

22 begin BLOK[j]:=POPRZ[k]

23 if k=j then  				(* j tworzy³ blok 1-elementowy *)

24    if NAST[k]=0 then NAST[ POPRZ[ k] ]:=0

25    else begin NAST[POPRZ[k]]:=NAST[k];

26 		POPRZ[ NAST[k]]:=POPRZ[k];

27           end

28    end 

29 wypisz_podzia³;

30 j:=n;

31 while ( j > 1) and ( (( PR[j]) and (BLOK[j] = j)) or ((not PR[ j ] ) and (BLOK[j] = 1)) ) do

32    begin PR[j] := not PR[j];  j := j-1

33    end

34 end

35 end



Æw1. Wygenerowaæ podzia³y zbioru {1,2,3}



ALGORYTMY GRAFOWE

1. REPREZENTACJA MASZYNOWA GRAFU.



MACIERZ INCYDENCJI                G(V,E)   |V|=n    |E|=m

					Pamiêæ O(n*m)

					Czas dostêpu O(m)



�				krawêdzie

����

�

���(1,1)�(1,3)�...�(i,j)�...�(n,n)��1����0����2����...����i���...�-1�...���j���...�1�...���n����0����



MACIERZ S¥SIEDZTWA		wierzcho³ki

����1�...�j�...�n��1���...����...���...����i�...�...�1����...�������n�������LISTA KRAWÊDZI

krawêdzie

�1�1�2��...�...�...��...�i�j��...�...�...��m����

LISTA INCYDENCJI	ZA / PRZED



�������������������������������� wierzcho³ki



Pamiêæ O(n+m)

Czas dostêpu O(n)















Æwiczenie: Podaæ wszystkie rodzaje reprezentacji dla grafów:

�����������������������������������



2. METODY PRZESZUKIWANIA GRAFU W G£¥B (DFS) I WSZERZ (BFS)

ALGORYTM PRZESZUKIWANIA DFS

1  procedure WG(V);				(*przeszukiwanie w g³¹b z wierzcho³ka v, zm. 							NOWY, ZA s¹ globalne  *)

2  begin odwiedŸ v;

3  	  NOWY(v):= false;

4  for  u(ZA[v] do if  NOWY[u] then WG(u)

5  end

6  begin

7  for  v (V do NOWY[v]:=true;		(*inicjacja*)

8  for  v (V do if NOWY[v] then WG(v)

9  end



ALGORYTM PRZESZUKIWANIA BFS

1  procedure WS(v);				(* przeszukiwanie grafu wszerz z wierzcho³ka v,

					 		zmienne NOWY, ZA s¹ globalne *)

2  begin 

3  	KOLEJKA:=0; KOLEJKA:=v; NOWY[v]:=false;

4  while KOLEJKA ( 0 do

5     begin  p ( KOLEJKA; odwiedŸ p;

6 	for  u ( ZA[p]  do

7  	    if NOWY[u] then begin  KOLEJKA(u; NOWY[u]:=false; end

8    end

9  end

Z³o¿onoœæ O(n+m), oba algorytmy mog¹ s³u¿yæ do wyznaczania sk³adowych spójnoœci grafu.



Æw. Wyznaczyæ kolejnoœæ odwiedzania wierzcho³ków przez DFS i BFS 

��������������������������������������������������������������������������



DRZEWA ROZPINAJ¥CE

DRZEWO - graf niezorientowany bez cykli

Dla grafu G(V,E), ka¿de drzewo (V,T), T(  E nazywa siê DRZEWEM ROZPINAJ¥CYM.

 e ( T ( ga³¹Ÿ,  e ( E-T (ciêciwa

ALGORYTM (*znajdowanie drzewa rozpinaj¹cego metod¹ DFS*)

DANE : Spójny graf G(V,E)- reprezentacja list¹ incydencji

WYNIKI: Drzewo rozpinaj¹ce w zmiennej T.

1  procedure WGD(v)				(*przeszukiwanie w g³¹b + znajdowanie krawêdzi

							 drzewa, zm. NOWY,ZA s¹ globalne *)

2  begin  NOWY[v]:=false

3  for   u ( ZA[v] do

4  if  NOWY [u] then begin T:=T ({v,u};  WGD(u)  end;

5  end;  					(*WGD*)

6  begin					(*program g³ówny*)

7  for  u( V do NOWY[u]:=true;		(*inicjacja*)

8  T:=0; 					(*T- zbiór dotychczas znalezionych ga³êzi*)

9  WGD(r);					(*r- dowolny wierzcho³ek grafu*)

10 end

		O(n+m)

Æwiczenie: Wyznaczyæ powy¿sz¹ metod¹ drzewa rozpinaj¹ce dla grafów:



��������������������������������������������������������������������������



DROGA  EULERA

DROG¥  EULERA  nazywamy dowoln¹ drogê przechodz¹c¹ przez ka¿d¹ krawêdŸ grafu 1 raz. Jeœli wierzcho³ek koñcowy = wierzcho³ek pocz¹tkowy to tak¹ drogê nazywamy CYKLEM EULERA.

Twierdzenie. (Euler  1732) Droga Eulera w grafie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy graf jest spójny i zawiera co najwy¿ej dwa wierzcho³ki stopnia nieparzystego .

Je¿eli w grafie s¹ 2 wierzcho³ki stopnia nieparzystego, to w celu zastosowania poni¿szego algorytmu trzeba po³¹czyæ je krawêdzi¹.

Algorytm (znajdowania cyklu Eulera).

DANE: Graf spójny G(V,E) bez wierzcho³ków  stopnia nieparzystego.

WYNIKI: Cykl Eulera  reprezentowany przez ci¹g w zmiennej CE

begin

STOS:=0; CE:=0; v:=dowolny wierzcho³ek; STOS (3;

while STOS�SYMBOL 185 \f "Symbol"�0 do 

	begin v:=top (STOS)		   (* v:=szczytowy element STOSU, nie zdejmuj ze stosu)

		if ZA[v]�SYMBOL 185 \f "Symbol"�0 then

			begin u:=pierwszy wierzcho³ek listy ZA[v];

				STOS�SYMBOL 220 \f "Symbol"�u 	(*usuñ (u,v) z grafu v)

				ZA[v]:=ZA[v]-u; ZA[u]:=-v;

				V:=U;

			end

		else 				(*ZA[v]=0*) 

		begin

			STOS�SYMBOL 222 \f "Symbol"�v; 

			CE�SYMBOL 220 \f "Symbol"�v 

		end

	end

��������������������

end

Æwiczenie: Wyznaczyæ cykl Eulera w grafie:

3. ALGORYTMY SIECIOWE

a) maksymalne przep³ywy w sieci ( max flows in networks )



Def. SIECI¥ nazywaæ bêdziemy skierowany, skoñczony graf G(V,E) bez pêtli i ³uków równoleg³ych, w których wyró¿niono wierzcho³ek s�SYMBOL 206 \f "Symbol"�V zwany Ÿród³em oraz wierzcho³ek t�SYMBOL 206 \f "Symbol"�V zwany ujœciem. Z ka¿dym ³ukiem e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E zwi¹zana jest dodatnia liczba rzeczywista c(e) tzw. pojemnoœæ ³uku (capacity��).



Def.  Przep³ywem 0 w sieci nazywamy dowoln¹ funkcjê rzeczywist¹ odwzorowuj¹c¹ zbiór ³uków E w zbiór nieujemnych liczb rzeczywistych i spe³niaj¹c¹ nastêpuj¹ce warunki:

�OSAD� Equation ���

�OSAD� Equation ���



gdzie IN(V) i OUT(V) to odpowiednio zbiory ³uków wchodz¹cych do i wychodz¹cych z wierzcho³ka V.

Def. Wartoœci¹ przep³ywu nazywamy liczbê:

�OSAD� Equation ���



Problem polega na znalezieniu takiego przep³ywu P, którego wartoœæ F jest maksymalna.										         _  	

Niech S oznacza taki podzbiór zbioru wierzcho³ków, ¿e  s�SYMBOL 206 \f "Symbol"�S   i   t�SYMBOL 207 \f "Symbol"�S, a S oznacza dope³nienie 

	          _

zbioru S tzn. S= V-S.

	     _

Niech (S, S)  oznacza zbiór ³uków sieci G, których wierzcho³ek pocz¹tkowy znajduje siê w S ,a 

	        _

koñcowy w S.

											    _

Def. Zbiór ³uków ³¹cz¹cych wierzcho³ki ze zbioru S z wierzcho³kami ze zbioru S (w  obu kierunkach) nazywa siê przekrojem (cut) zwi¹zanym z S.

Z definicji wartoœæ przep³ywu  F jest  okreœlona dla ujœcia. Mo¿na j¹ jednak mierzyæ w dowolnym przekroju.



Lemat [Ford,Fulkerson].

  Dla ka¿dego podzbioru S zbioru wierzcho³ków

�OSAD� Equation ���



c(e) �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)

�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���

		_

S={1,2,3}       S={4,5,6}

     _			    _	

(S, S)={(2,4),(3,5)}, (S, S)={(4,3)}

F=(2+5)-1=6      		(*lemat*)

�OSAD� Equation ���



Niech c(S) oznacza pojemnoœæ przekroju zwi¹zanego ze zbiorem S, okreœlon¹ w nastêpuj¹cy sposób 

					�OSAD� Equation ���



Lemat  [Ford,Fulkerson]

  Dla ka¿dego przep³ywu 0 o wartoœci F i ka¿dego przekroju

					F(c(s)



Wniosek

Jeœli F=c(S), to F osi¹ga wartoœæ maksymaln¹ a S okreœla przekrój o minimalnej pojemnoœci.

                  (min-cut   max-flow theonem).



Def. Œcie¿ka powiêkszaj¹ca przep³yw (flow augumenting path) dla danego przep³ywu �SYMBOL 70 \f "Symbol"� oznacza œcie¿kê od S do t (niekoniecznie drogê), któr¹ mo¿na wykorzystaæ do zwiêkszenia przep³ywu miêdzy S oraz t.

Jeœli ³uk e nale¿¹cy  do tej œcie¿ki ma zwrot od S do t, to aby by³o mo¿liwe zwiêkszenie przep³ywu musi zachodziæ �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)<c(e), w przeciwnym razie �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)>0



Przyk³ad                                         Sieæ i przep³yw czêœciowy �SYMBOL 70 \f "Symbol"�



c(e)

�SYMBOL 198 \f "Symbol"�(e)

�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



	Œcie¿ka powiêkszaj¹ca przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�



�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



Przep³yw mo¿na zwiêkszyæ o 1.

�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



Jest to przep³yw maksymalny ,bo

       _

c(S, S)=F=4



Pierwszy algorytm maksymalizacji  wartoœci przep³ywu  podali FORD i FULKERSON (62). Polega³ on na znajdowaniu kolejnych œcie¿ek powiêkszaj¹cych przep³yw i zwiêkszaniu w ten sposób przep³ywu. Poprawny tylko dla ca³kowitoliczbowych pojemnoœci z³o¿onoœæ pseudowielomianowa.

Kolejne metody opracowali: Edmonds, Karp[42] O(M3|E|) wybór najkrótszej œcie¿ki;

Dinic [70] O(M2|E|)  zastosowanie sieci warstwowej;

Karzanow [74] O(M3) metoda przep³ywów;

Czerkaski [76] O(M2|E|1/2)

Malhotra, Kumow, Makeswari [79] O(M3)



METODA DINICA.

Opiera siê na idei sieci warstwowej zawieraj¹cej wszystkie najkrótsze œcie¿ki powiêkszaj¹ce dany przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�. Umo¿liwia to jednoczesne zwiêkszanie przep³ywu we wszystkich takich œcie¿kach.

KrawêdŸ e=(u, v), przez któr¹ przep³ywa �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) jest U¯YTECZNA z u do v, jeœli jest spe³niony jeden z poni¿szych warunków:

1�SYMBOL 176 \f "Symbol"�   jeœli istnieje ³uk (u, v), to �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) < c(e)

2�SYMBOL 176 \f "Symbol"�   jeœli istnieje ³uk (v, u), to �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) > �SYMBOL 70 \f "Symbol"�



Algorytm 1 Konstrukcja sieci warstwowej dla danej sieci G(V, E) i danego przep³ywu �SYMBOL 70 \f "Symbol"�.

1. Podstaw V0:={s}, i:=0.

2. Skonstruuj zbiór T  wierzcho³ków w nastêpuj¹cy sposób:

        T:={v: v�SYMBOL 207 \f "Symbol"�Vj dla j(i oraz istnieje u¿yteczna ga³¹Ÿ z dowolnego wierzcho³ka zbioru Vi do v}

3. Jeœli T=�SYMBOL 198 \f "Symbol"�, to zakoñcz algorytm, gdy¿ aktualny przep³yw osi¹ga maksymaln¹ wartoœæ.

4. Je¿eli zbiór T zawiera wierzcho³ek t, to podstaw l:=i+1, Vl:={t} i przejdŸ do kroku 6.

5. Podstaw Vi+1:=T , i:=i+1  i wróæ do kroku 2.

6. Dla j=1,2,...,l podstaw Ej:={ ga³¹Ÿ u¿yteczna z wierzcho³ka z warstwy Vj-1 do wierzcho³ka            z warstwy Vj}.Dla ka¿dej ga³êzi e nale¿¹cej do Ej, j=1,2,...,l, okreœl now¹ wartoœæ pojemnoœci �SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(e) i zwroty w nastêpuj¹cy

    sposób:

    (a) jeœli u�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj-1, v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj oraz ³uk e jest okreœlony jako (u, v) to

�SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(e)=c(e)-�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)

    (b) jeœli u�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj-1, v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj oraz ³uk e jest okreœlony jako (v, u) to

�SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(e)=�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)

	Zmieñ zwroty ³uków nale¿¹cych do Ej, j=1,...,l tak aby wszystkie by³y skierowane od wierzcho³ków z warstwy Vj-1 do wierzcho³ków z warstwy Vj i zakoñcz algorytm.

Przyk³ad konstrukcji sieci warstwowej



�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



W tak okreœlonej nowej sieci warstwowej przyjmuje siê przep³yw pocz¹tkowy �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)=0 dla ka¿dego e i poszukuje siê przep³ywu maksymalnego, czyli takiego, który spe³nia warunek, ¿e dla ka¿dej œcie¿ki v0=s,v1,...,vl=t gdzie ej=(vj-1, vj) nale¿y do Ej, a vj nale¿y do Vj, j=1,...,l, istnieje co najmniej jeden ³uk ej taki, ¿e �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(ej)=�SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(ej).

  Tak skonstruowany przep³yw maksymalny nie musi osi¹gaæ wartoœci maksymalnej.

Przyk³ad: 



�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



F=1

Wartoœæ maksymalna F=2.

Algorytm 2  Konstrukcja przep³ywu maksymalnego w sieci warstwowej ( znajdowanie œcie¿ek powiêkszaj¹cych przep³yw za pomoc¹ przydzielania etykiet )

Podstaw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�1(e):=�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e):=0 oraz c1(e):=�SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(e), dla ka¿dego ³uku e nale¿¹cego do sieci warstwowej.

Przydziel wierzcho³kowi s etykietê 0.

Za³ó¿my, ¿e przydzielono ju¿ etykietê pewnemu wierzcho³kowi u z warstwy Vj+1. Przydziel etykietê "u" dowolnemu wierzcho³kowi v z warstwy Vj+1 , dla którego istnieje ³uk e=(u,v). Krok ten powtarzaj dopóty, dopóki albo wierzcho³ek t nie otrzyma etykiety, albo nie bêdzie to mo¿liwe (tzn. nie bêdzie istnia³a œcie¿ka powiêkszaj¹ca przep³yw).W pierwszym przypadku przejdŸ do kroku 4, w drugim zakoñcz algorytm, gdy¿ uzyskany przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"� jest przep³ywem maksymalnym w danej sieci warstwowej.

Okreœl œcie¿kê powiêkszaj¹c¹ przep³yw, cofaj¹c siê od wierzcho³ka t i wykorzystuj¹c przydzielone etykiety. Oznacz przez �SYMBOL 68 \f "Symbol"� minimaln¹ wartoœæ c1(e) spoœród pojemnoœci ³uków nale¿¹cych do tej œcie¿ki. Podstaw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�1(e):=�SYMBOL 68 \f "Symbol"� oraz �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)=�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)+�SYMBOL 70 \f "Symbol"�1(e) i c1(e):=c1(e)-�SYMBOL 68 \f "Symbol"� dla ka¿dego ³uku e nale¿¹cego do omawianej œcie¿ki.

Usuñ z sieci warstwowej wszystkie ³uki, dla których c1(e)=0. Usuñ z niej takie wszystkie wierzcho³ki, które nie maj¹ albo ¿adnego ³uku wchodz¹cego, albo ¿adnego ³uku wychodz¹cego, a tak¿e wszelkie ³uki incydentne z takimi wierzcho³kami. Powtarzaj ten krok dopóty, dopóki mo¿na w opisany sposób usuwaæ z sieci ³uki b¹dŸ wierzcho³ki.

Podstaw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�1(e):=0 dla ka¿dego ³uku e nale¿¹cego do sieci warstwowej i wróæ do kroku 2.

Przyk³ad:
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c1(e)=�SYMBOL 232 \f "Arial CE"�(e)

(1(e)=�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)=0



œcie¿ka powiêkszaj¹ca przep³yw: s v1 v3 t

	�SYMBOL 68 \f "Symbol"�:=min c1(e)=1

	�SYMBOL 70 \f "Symbol"�1(e):=�SYMBOL 68 \f "Symbol"�=1

��	�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)=�SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)+1	

�	c1(e)=c1(e)-1	   dla  œcie¿ki s v1 v3 t
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�SYMBOL 68 \f "Symbol"�:=2	,	(1(e):=2

		~( (e):= ~( (e)+2

		c1(e):=c1(e)-2
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�SYMBOL 68 \f "Symbol"�:=1	,	(1(e):=1

		~( (e):= ~( (e)+1



		c1(e):=c1(e)-1





	przep³yw maksymalny
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Okreœlony w powy¿szy sposób przep³yw maksymalny w sieci warstwowej s³u¿y do wyznaczenia nowego przep³ywu w oryginalnej sieci. W nastêpnej fazie tworzy siê now¹ sieæ warstwow¹ i opisane postêpowanie jest powtarzane do chwili, w której nie mo¿na skonstruowaæ sieci warstwowej. Istniej¹cy wówczas w sieci przep³yw jest przep³ywem o maksymalnej wartoœci. Podsumowuje to poni¿szy algorytm.



Algorytm 3 (Dinica) - konstrukcja przep³ywu o maksymalnej wartoœci.



Dla danego przep³ywu ( skonstruuj sieæ warstwow¹ zgodnie z algorytmem 1. Jeœli nie mo¿na skonstruowaæ sieci warstwowej, to dany przep³yw ( osi¹ga wartoœæ maksymaln¹.

Dla skonstruowanej w poprzednim kroku sieci warstwowej znajdŸ przep³yw maksymalny ~( zgodnie z algorytmem 2.

Okreœl nowy przep³yw  ( w oryginalnej sieci w nastêpuj¹cy sposób:

jeœli u�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj-1 i v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj w sieci warstwowej (w kroku 1), a w oryginalnej sieci istnieje ³uk e=(u,v) to ((e):= ((e)+ ~((e)

jeœli u�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj-1 i v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj w sieci warstwowej, a w oryginalnej sieci istnieje ³uk e=(v,u)   to   ((e):= ((e)- ~((e). Powtórz ten krok dla wszystkich wierzcho³ków nale¿¹cych do sieci warstwowej. Wróæ do kroku 1.

Z³o¿onoœæ    O(M2�SYMBOL 189 \f "Symbol"�E�SYMBOL 189 \f "Symbol"�) �SYMBOL 187 \f "Symbol"� O(n4)





b) Maksymalny przep³yw w sieci z dolnymi ograniczeniami na przep³ywy ³ukowe.

Za³o¿enie:



   W sieci dla ka¿dego ³uku e okreœlono oprócz pojemnoœci c(e) tak¿e dolne ograniczenie na wartoœæ przep³ywu b(e).

   Ka¿dy przep³yw ³ukowy �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) musi spe³niaæ nierównoœæ

b(e) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� c(e)

   Istotn¹ trudnoœæ stanowi w tym przypadku znalezienie pierwszego przep³ywu dopuszczalnego.



Przyk³ad:

   Sieæ, dla której nie istnieje przep³yw dopuszczalny:
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   Problem nale¿y zatem rozwi¹zaæ w dwóch etapach. W etapie I nale¿y okreœliæ przep³yw dopuszczalny, a w etapie II kolejno zwiêkszaæ ten przep³yw uzyskuj¹c przep³yw o maksymalnej wartoœci.

   Przedstawiony algorytm sprawdza, czy dla danej sieci okreœlonej przez G(V,E) oraz b(e), c(e) dla ka¿dego e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E, istnieje przep³yw dopuszczalny. Jeœli tak, to przep³yw taki jest konstruowany.

   Idea metody: konstruuje siê ekwiwalentn¹ sieæ G'(V',E'), dla której b'(e)=0 dla ka¿dego e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E' i znajduje siê w niej przep³yw maksymalny.



Algorytm 4. Konstrukcja przep³ywu dopuszczalnego w sieci z dolnymi ograniczeniami na przep³ywy ³ukowe [FORD, FULKERSON]



1. Okreœl nowy zbiór wierzcho³ków V' jako V'={s',t'} �SYMBOL 200 \f "Symbol"� V

    gdzie s',t' s¹ nowymi wierzcho³kami zwanymi odpowiednio dodatkowym Ÿród³em

    i dodatkowym ujœciem.

2. Dla ka¿dego wierzcho³ka v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�V skonstruuj ³uk e=(v,t') o pojemnoœci
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    gdzie OUT(v), podobnie jak poprzednio, oznacza zbiór ³uków grafu G wychodz¹cych z wierzcho³ka v. Przyjmij dolne ograniczenie równe zeru.

3. Dla ka¿dego wierzcho³ka v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�V skonstruuj ³uk e=(s',v) o pojemnoœci 
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    gdzie IN(v) jest zbiorem ³uków grafu G, które wchodz¹ do wierzcho³ka v.

    Przyjmij dolne ograniczenie równe zeru.

4. Przedstaw w nowej sieci wszystkie ³uki e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E, lecz zmieñ ich ograniczenia:

     górne (pojemnoœci) przyjmij równe c'(e)=c(e)-b(e), dolne przyjmij równe zeru.

5. Skonstruuj nowy ³uk e=(t,s) o pojemnoœci c'(e)=�SYMBOL 165 \f "Symbol"� i dolnym ograniczeniu równym 

    zeru.

6. Dla tak okreœlonej sieci dodatkowo okreœliæ przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�' o maksymalnej wartoœci.



Przyk³ad 1.

     Sieæ wyjœciowa
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Odpowiadaj¹ca sieæ o dolnych ograniczeniach b'(e)=0



		�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���





Twierdzenie:

	Dla oryginalnej sieci istnieje przep³yw dopuszczalny �SYMBOL 219 \f "Symbol"� przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�' o maksymalnej wartoœci w sieci dodatkowej nasyca wszystkie ³uki wychodz¹ce z s'

(to znaczy dla ka¿dego e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�OUT(s') zachodzi  �SYMBOL 70 \f "Symbol"�'(e) = c'(e)  ).



	Jeœli w sieci dodatkowej istnieje przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�' o powy¿szej w³aœciwoœci, to w sieci oryginalnej mo¿na skonstruowaæ przep³yw dopuszczalny  �SYMBOL 70 \f "Symbol"� wed³ug wzoru:

 �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) = �SYMBOL 70 \f "Symbol"�'(e) + b(e)



Przep³yw o maksymalnej wartoœci w sieci dodatkowej
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Przep³yw dopuszczalny w sieci oryginalnej
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	Po znalezieniu przep³ywu dopuszczalnego nale¿y zmaksymalizowaæ jego wartoœæ w sieci oryginalnej. Mo¿na w tym celu zastosowaæ zmodyfikowany algorytm Dinica.

   Zmiany:

	- u¿ytecznoœæ ga³êzi z u do v

		(2')	jeœli istnieje ³uk (v,u) to �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)>b(e)

	- algorytm 1 pkt. 6b

		(6b')	jeœli u�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj-1, v�SYMBOL 206 \f "Symbol"�Vj, a ³uk e okreœlony jest jako (v,u),

				~

				c(e) = �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e) - b(e)



Sieæ warstwowa i przep³yw maksymalny
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Sieæ oryginalna
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Sieæ warstwowa
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Poniewa¿   t   nie nale¿y do sieci warstwowej, wiêc przep³yw osi¹ga wartoœæ maksymaln¹.



c) Przep³ywy o minimalnym koszcie.



Rozpatrzmy problem, w którym z ka¿dym ³ukiem e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E zwi¹zany jest oprócz pojemnoœci tak¿e jednostkowy koszt przep³ywu ³ukowego a(e).



Def. Kosztem przep³ywu �SYMBOL 70 \f "Symbol"� nazywamy liczbê (wartoœæ)



		�OSAD� Equation ���



Problem polega na znalezieniu przep³ywu o minimalnym koszcie A dla zadanej wartoœci przep³ywu F.



Przyk³ad zastosowania:

  Problem przydzia³u:

	Danych jest n osób i n stanowisk pracy. Koszt przydzielenia osoby i do stanowiska j wynosi aij. ZnaleŸæ taki przydzia³ osób do stanowisk, aby sumaryczny koszt by³ minimalny.

	Nastêpuj¹ca sieæ dwudzielna odpowiada problemowi przydzia³u:
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   Przep³yw ca³kowitoliczbowy o minimalnym koszcie i wartoœci F=n okreœla rozwi¹zanie problemu przydzia³u.



Def. Zdefiniujmy teraz koszt œcie¿ki powiêkszaj¹cej przep³yw jako sumê kosztów ³uków œcie¿ki skierowanych zgodnie z przep³ywem od  s  do  t  minus suma kosztów ³uków skierowanych przeciwnie.



Zatem koszt œcie¿ki jest równy zmianie netto kosztu przep³ywu przypadaj¹cego na jednostkê powiêkszonego przep³ywu wzd³u¿ tej œcie¿ki.



W przypadku minimalizacji kosztu przep³ywu istotnym pojêciem jest tak¿e pojêcie cyklu powiêkszaj¹cego przep³yw.



Dla danego cyklu   q   nieskierowanego (tzn. zawieraj¹cego ³uki skierowane w obu kierunkach) wprowadŸmy funkcjê �SYMBOL 100 \f "Symbol"� opisuj¹c¹ przynale¿noœæ ³uków (i,j) do tego cyklu (o zadanej orientacji):



		�SYMBOL 236 \f "Symbol"�	 0	(i,j) �SYMBOL 207 \f "Symbol"� q

  �SYMBOL 100 \f "Symbol"�ij(q)  = 	�SYMBOL 237 \f "Symbol"�	 1	(i,j) �SYMBOL 206 \f "Symbol"� q   i zwrot (i,j) jest zgodny z orientacj¹ q

		�SYMBOL 238 \f "Symbol"�	-1	(i,j) �SYMBOL 206 \f "Symbol"� q   i zwrot (i,j) jest niezgodny z orientacj¹ q





(Podobnie definiuje siê przynale¿noœæ ³uku (i,j) do œcie¿ki p -   �SYMBOL 100 \f "Symbol"�ij(p)  ).



W ka¿dym cyklu   q   mo¿na zdefiniowaæ przep³yw f(q) zwi¹zany z tym cyklem (podobnie dla œcie¿ki p - przep³yw f(p)  ).



    Cykl q z przep³ywem f(q)>0 nazywaæ bêdziemy cyklem powiêkszaj¹cym przep³yw w �SYMBOL 70 \f "Symbol"�, jeœli



		0    �SYMBOL 163 \f "Symbol"�   �SYMBOL 70 \f "Symbol"�ij + �SYMBOL 100 \f "Symbol"�ij(q) f(q)   �SYMBOL 163 \f "Symbol"�  cij		, dla ka¿dego (i,j)�SYMBOL 206 \f "Symbol"�q.





Przyk³ad:



	�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



Cykl q = 1321 jest cyklem powiêkszaj¹cym przep³yw �SYMBOL 70 \f "Symbol"�. Zauwa¿my,

¿e cykl q' = 1231 nie powiêksza przep³ywu �SYMBOL 70 \f "Symbol"� (bo nie mo¿na zdefiniowaæ w nim przep³ywu f(q)  ).



Def. Kosztem cyklu q powiêkszaj¹cego przep³yw nazywaæ bêdziemy wartoœæ:
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(podobnie dla œcie¿ki p definiuje siê jej koszt a(p) ).



Powy¿szy koszt obrazuje zmianê kosztu dopuszczalnego rozwi¹zania (przep³ywu) w przypadku zwiêkszenia przep³ywu w cyklu   q   o jednostkê.



Ca³kowity koszt zmiany przep³ywu w cyklu   q   o   f(q)   jednostek wyrazi siê zatem wzorem    a(q) �SYMBOL 215 \f "Symbol"� f(q)       (podobnie dla  œcie¿ki p mamy a(p) �SYMBOL 215 \f "Symbol"� f(p)   ).



Z punktu widzenia mo¿liwoœci konstrukcji przep³ywu o minimalnym koszcie istotne s¹ poni¿sze dwa twierdzenia:



Twierdzenie IIIc1 [Jewelh, Busadar, Griwan]

Przep³yw o wartoœci F posiada minimalny koszt wtedy i tylko wtedy, gdy w sieci nie wystêpuje cykl powiêkszaj¹cy przep³yw o ujemnym koszcie.



Twierdzenie IIIc2 [Jewelh, Busadar, Griwan]

Powiêkszenie przep³ywu o minimalnym koszcie i wartoœci F o wartoœæ �SYMBOL 101 \f "Symbol"� wzd³u¿ œcie¿ki o minimalnym koszcie, powiêkszaj¹cej przep³yw, prowadzi do konstrukcji przep³ywu o minimalnym koszcie i wartoœci F+�SYMBOL 101 \f "Symbol"�.





Uwagi:

1. Jeœli wszystkie koszty przep³ywów ³ukowych a(e)�SYMBOL 179 \f "Symbol"�0, to przep³yw o wartoœci

    �SYMBOL 70 \f "Symbol"�(e)=0 dla ka¿dego e�SYMBOL 206 \f "Symbol"�E nie zawiera cykli powiêkszaj¹cych przep³yw o ujemnym 

    koszcie.

    (Przep³yw o minimalnym koszcie i wartoœci F mo¿na zatem konstruowaæ w oparciu 

    o twierdzenie IIIc2).

2. W   celu    wykorzystania  tw.  IIIc2   dogodnie   bêdzie    pos³u¿yæ   siê  algorytmami 

                                                                                                                                 _

znajdowania najkrótszych dróg w grafie i uogólnion¹ d³ugoœci¹ ³uku (i,j) aij.

Tê ostatni¹, przy za³o¿eniu aij³0 " (i,j)ÎE, definiuje siê dla ³uku (i,j) w nastêpuj¹cy sposób:



         æ aij jeœli Fij<cijÙFij=0 zwiêkszanie przep³ywu na œcie¿ce zawieraj¹cej "po³¹czenie" (i,j) powoduje

_     ç                                                     wzrost kosztu o aij na jednostkê przep³ywu

aij =   í-aji jeœli Fij£cijÙFij>0 zwiêkszanie przep³ywu na œcie¿ce zawieraj¹cej "po³¹czenie" (i,j) powoduje

       ç                                zmniejszenie kosztu o aij na jednostkê przep³ywu

       è +¥ jeœli Fij=cijÙFij=0 "po³¹czenie" (i,j) nie mo¿e byæ elementem ¿adnej œcie¿ki powiêkszaj¹cej

                                                                     przep³yw

gdzie aij=+¥ jeœli (i,j)ÏE.

                                                                                                                               _

Najkrótsza skierowana droga od s do t (wzglêdem uogólnionych d³ugoœci aij) odpowia-

da œcie¿ce powiêkszaj¹cej przep³yw o minimalnym koszcie.

                                                _

3. Powy¿sze    "odleg³oœci" aij   s¹   obliczane   dynamicznie   (zale¿¹ od przep³ywu F) i 

                                                           _   _

zazwyczaj nie s¹ symetryczne tzn. aij¹aji.



Korzystaj¹c z powy¿szych uwag mo¿na podaæ nastêpuj¹cy algorytm okreœlenia przep³ywu o minimalnym koszcie.



Algorytm 5. Konstrukcja przep³ywu o wartoœci F i minimalnym koszcie przy za³o¿eniu nieujemnych kosztów ³ukowych aij [Lawer, Klein, Busacher, Gawen].

1. Niech F bêdzie dowolnym dopuszczalnym przep³ywem o wartoœci F'£F. (*Przep³yw F mo¿e byæ przep³ywem zerowym, tzn. Fij=0, "(i,j)ÎE *)

(* Jeœli zosta³ znaleziony (np. przez alg. Dinica) przep³yw F' o wartoœci F'>F, to mo¿na przyj¹æ "(i,j)ÎE:

Fij:=(F/F')F'ij *)                           _

2. Okreœl uogólnione d³ugoœci aij.

(*skonstruowany przep³yw zerowy nie ma cykli powiêkszaj¹cych przep³yw o ujemnym koszcie*)

3a) Jeœli wartoœæ przep³ywu F'=F, to jest to przep³yw optymalny i obliczenia koñcz¹ siê. W przeciwnym razie idŸ do punktu 3b).

b) Zastosuj   algorytm   znajdowania   najkrótszej   drogi  z  s  do  t, bior¹c  pod uwagê 

                _

d³ugoœci aij. Jeœli nie istnieje droga z s do t, to zakoñcz obliczenia - nie istnieje przep³yw o wartoœci F.

c) Powiêksz   przep³yw  F o wartoœæ e, gdzie F'+e£F, wzd³u¿ drogi okreœlonej w pkt. 3b). 

                                                                             _

Oblicz nowe wartoœci uogólnionych d³ugoœci aij i przejdŸ do pkt. 3a).



Optymalnoœæ: Wynika z poprzedzaj¹cej dyskusji.

Z³o¿onoœæ: Jeœli zaczynamy obliczenia od przep³ywu zerowego i nie istniej¹ w sieci cykle powiêkszaj¹ce przep³yw o ujemnym koszcie (co zachodzi, jeœli aij³0 "(i,j)ÎE), to co najwy¿ej F powiêkszeñ przp³ywu jest obliczanych w punkcie 3c) (dla ca³kowitoliczbowych wartoœci pojemnoœci ³ukowych). Poniewa¿ ka¿de zwiêkszenie przep³ywu wymaga wyznaczenia najkrótszej drogi, co w ogólnym przypadku zajmuje O(n^3) jednostek czasu zatem ³¹czna z³o¿onoœæ jest  O(Fn^3).

Zauwa¿my, ¿e jest to algorytm pseudowielomianowy.



Uwagi:

1. Jeœli skonstruowany w pkt. 1 powy¿szego algorytmu przep³yw pierwotny zawiera cykle o ujemnym koszcie (gdy¿ np. aij<0 dla pewnych ³uków), to w punkcie 2 nale¿y wyeliminowaæ wszystkie takie cykle, poprzez zastosowanie zmodyfikowanych algorytmów   okreœlania    najkrótszej   drogi  i  zwiêkszenie     przep³ywu  w  cyklach  o                                                                                                                                      minimalnym koszcie (cykle zostan¹ zlikwidowane, gdy¿ uogólnione d³ugoœci aij bêd¹ zmienia³y wartoœci).

2. Mo¿liwe s¹ ulepszenia zaproponowanego podejœcia. Wykorzystanie metody skalowania [Edmonds, Karp] pozwala obni¿yæ z³o¿onoœæ do 

              O(nlogF(m+nlogn))

a wiêc uzyskaæ alg. wielomianowy.

Lepsze algorytmy uzyskali Röck, Oalin, Tardos, tzw. algorytmy w pe³ni wielomianowe (genuinely polynomial).

   Zagadnienie transportowe.



   Od zwyk³ego problemu minimalizacji kosztu przep³ywu ró¿ni siê tym, ¿e w innej postaci wystêpuje prawo zachowania przep³ywu:



         å F(e) - å F(e)=bi

      eÎIN(i)          eÎOUT(i)



               æ < 0, to wêze³ i jest magazynem (supply node)

               ç    

Jeœli bi    í > 0, to wêze³ i jest klientem (demand node)

               ç 

               è = 0, to wêze³ i jest wêz³em przesy³owym (transshipment)



   Nale¿y znaleŸæ przep³yw spe³niaj¹cy ¿¹dania klientów przy minimalnym koszcie.



Przyk³ad: Hitchcock - Koopmans transportation problem



   G=(S,T,E), graf dwudzielny
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             magazyny        E            klienci

                      S                                    T



   Ka¿dy problem transportowy mo¿na zredukowaæ do standardowego problemu minimalizacji kosztu przep³ywu w sieci o jednym Ÿródle s i jednym odp³ywie t.

   Zauwa¿my najpierw, ¿e aby problem by³ rozwi¹zywalny, suma ¿¹dañ klientów musi byæ mniejsza lub równa sumie towarów w magazynach



                 m             m+n 

                 å |bi| ³ å bi = F

                 i=1           i=m+1



   Do sieci wprowadzamy Ÿród³o S i ³¹czymy z ka¿dym wêz³em-magazynem i ³ukiem o pojemnoœci csi=-bi i koszcie asi=0. Nastêpnie wprowadzamy odp³yw t, ³¹cz¹c z nim ka¿dy wêze³-klienta j, ³ukiem o pojemnoœci cjt=bj i koszcie ajt=0. W sieci tej ponownie obowi¹zuje standardowe prawo zachowania przep³ywu.
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   Znajduj¹c w tak okreœlonej sieci przep³yw o minimalnym koszcie i wartoœci F, rozwi¹zujemy tym samym zagadnienie transportowe.

   Do rozwi¹zania zagadnienia transportowego mo¿na te¿ zastosowaæ specjalizowane procedury (np. Hitchcock'a).

d) Skojarzenia w grafach



   Skojarzeniem w grafie nieskierowanym G=<V,E> nazywamy dowolny zbiór krawêdzi MÍE taki, ¿e ¿adne dwie krawêdzie ze zbioru M nie s¹ incydentne ze wspólnym wierzcho³kiem. 

   Innymi s³owy, M jest skojarzeniem, jeœli dla ka¿dych dwóch krawêdzi e1, e2ÎM mamy e1=e2 lub e1Çe2=0.



   Dla ka¿dej krawêdzi {u, v}ÎM mówimy, ¿e M kojarzy u z v, natomiast ka¿dy wierzcho³ek, który nie jest incydentny z ¿adn¹ krawêdzi¹ skojarzenia bêdziemy nazywaæ wolnym.



   Wa¿nym podproblemem s¹ skojarzenia w grafie dwudzielnym, tzn. grafie niezorientowanym G=<V,E> takim, ¿e zbiór wierzcho³ków mo¿na rozbiæ na dwa roz³¹czne zbiory: V=XÈY, XÇY=0 takie, ¿e ka¿da krawêdŸ eÎE ma postaæ e=(x,y), gdzie xÎX, yÎY. Graf taki oznaczaæ bêdziemy zwykle przez <X,Y,E>.

(Oznaczenie takie zak³ada ustalenie pewnego rozbicia zbioru wierzcho³ków na zbiory X, Y - na ogó³ nie jest ono jednoznacznie wyznaczone przez zbiory V i E).



   Poszukuje siê skojarzenia o maksymalnej mocy (licznoœci). Znalezienie maksymalnego skojarzenia w grafie dwudzielnym jest równowa¿ne problemowi kojarzenia ma³¿eñstw.



   Problem znajdowania maksymalnego skojarzenia w grafie dwudzielnym mo¿na sprowadziæ do wyznaczenia maksymalnego przep³ywu w pewnej sieci.

   Niech G=(X,Y,E) bêdzie dowolnym grafem dwudzielnym. Utwórzmy sieæ S(G) o Ÿródle s, ujœciu t (s¹t, s,tÏXÈY), zbiorze wierzcho³ków:



     V={s,t}ÈXÈY



zbiorze ³uków (skierowanych):



     E*={ (s, x) : xÎX } È { (y, t) : yÎY } È { (x, y) : xÎX Ù yÎY Ù (x, y)ÎE }

i pojemnoœci c(v, u)=1 dla ka¿dego ³uku (v, u)ÎE*.



Przyk³ad:



Graf G=(X,Y,E) i skojarzenie maksymalne M={ (x1,y1), (x3,y2), (x2,y4) }



                   �OSAD� MSDraw   \* mergeformat���



Odpowiadaj¹ca sieæ S(G) i przep³yw

   c(e)=1, F=3





�OSAD� MSDraw   \* mergeformat���









Twierdzenie

   Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednioœæ pomiêdzy skojarzeniami w G i przep³ywami zerojedynkowymi w S(G), przy której skojarzeniu M={ (x1, y1),...,(xk, yk) } o licznoœci k (xiÎX, yiÎY dla 1£i£k) odpowiada przep³yw FM o wartoœci k okreœlony nastêpuj¹co:



      FM(s,xi)=FM(xi,yi)=FM(yi,t)=1, 1£i£k



oraz FM(e)=0 dla pozosta³ych krawêdzi e sieci S(G). Przep³ywowi F o wartoœci k odpowiada natomiast skojarzenie MF, |MF|=k okreœlone nastêpuj¹co:



   MF={ (x,y):xÎX Ù yÎY Ù F(x, y)=1 }



   Powy¿sze twierdzenie pozwala u¿yæ do wyznaczenia skojarzenia o maksymalnej mocy dowolnego algorytmu znajdowania maksymalnego przep³ywu. Zatem wykorzystuj¹c np. algorytm Dinica uzyskujemy z³o¿onoœæ O(n    ).



   Specjalizowany algorytm Hopcrofta-Karpa, wykorzystuj¹cy dwudzielnoœæ sieci i 0-1 wartoœci przep³ywów, konstruuje maksymalne skojarzenie w O(n    ) krokach.

   { œciœlej O((m+n)sqrt(n)) }



e) systemy ró¿nych reprezentantów

   Niech <A1, . . . ,An> bêdzie dowolnym ci¹giem zbiorów (niekoniecznie roz³¹cznych i niekoniecznie ró¿nych)

Systemem ró¿nych reprezentantów dla <A1, . . . ,An> nazywamy dowolny ci¹g <a1,...,an> taki, ¿e aiÎAi, 1£i£n oraz ai¹aj dla i¹j. Mówimy, ¿e w takim systemie ró¿nych reprezentantów element ai reprezentuje zbiór Ai.

   Problem istnienia i konstrukcji s.r.r. znany jest w wielu nieformalnych sformu³owaniach. Jednym z nich jest tzw. "problem komisji":



   Mamy n komisji, przy czym Ai  jest zbiorem osób nale¿¹cych do i-tej komisji. Nale¿y wybraæ w ka¿dej komisji przewodnicz¹cego tak, by ¿adna osoba nie przewodniczy³a wiêcej ni¿ jednej komisji.

   

   Nietrudno zauwa¿yæ, ¿e problem komisji sprowadza siê do szczególnego przypadku problemu kojarzenia ma³¿eñstw.

   Istotnie, utwórzmy zbiory



   X=A1 È ... È An={ x1,...,xm }

   Y={ y1,...,yn }



(elementy x1,...,xm,y1,...,yn s¹ parami ró¿ne), oraz

   E={ { xi,yj }: 1£i£m Ù1£j£n Ù xiÎAj }



   Oczywiœcie ka¿dy s.r.r. <a1,...,an> odpowiada jednoznacznie skojarzeniu o licznoœci n w grafie dwudzielnym H=<X,Y,E>, tj. skojarzeniu { { a1,y1 },...,{ an,yn } }.

                                                                                                                        n

   Bior¹c   pod   uwagê  fakt,    ¿e    graf  H   ma  m+n  wierzcho³ków  i  å|Aj|  krawêdzi, 

                                                                                                                           j=1

otrzymujemy



Wniosek

   Dla danego ci¹gu zbiorów <A1,...,An> mo¿emy znaleŸæ system ró¿nych   reprezentantów   lub   te¿    stwierdziæ,    ¿e    ¿aden    system   nie   istnieje   w  czasie 

                n

O(sqrt(n)å|Aj|).

               j=1



Dowód.

   Liczba  faz  w algorytmie Hopcrofta-Karpa zastosowanym do grafu H nie przekracza 

                                                                                                      n

2ësqrt(n)û+1. St¹d liczba kroków algorytmu jest O(sqrt(n)(n+å|Aj|)).

                                                                                                      j=1 

   Mo¿emy zak³adaæ, ¿e wszystkie zbiory Aj s¹ niepuste, w przeciwnym razie system ró¿nych reprezentantów oczywiœcie nie istnieje. Przy takim za³o¿eniu 

                            n             n

                       n+å|Aj|£2å|Aj|

                           j=1           j=1

co daje ¿¹dane oszacowanie z³o¿onoœci algorytmu.

  Podamy teraz klasyczne twierdzenie Halla podaj¹ce warunek konieczny i dostateczny istnienia systemu ró¿nych reprezentantów dla danego ci¹gu zbiorów.



Twierdzenie

   System ró¿nych reprezentantów dla ci¹gu <A1,...,Ak> istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

                           | U Aj |³|J|, dla ka¿dego JÍ{1,...,n}  (*)

                            jÎJ



Dowód.

   Jeœli istnieje system ró¿nych reprezentantów <a1,...,an> to mamy dla ka¿dego J

                     | U Aj |³| U {aj} |=|J|

                      jÎJ             jÎJ

Za³ó¿my teraz, ¿e nie istnieje system ró¿nych reprezentantów dla <A1,...,An> i rozwa¿my skojarzenie M o maksymalnej licznoœci w grafie H=<X,Y,E> odpowiadaj¹cym ci¹gowi <A1,...,An>. Oczywiœcie |M|£n, a wiêc istnieje w Y wierzcho³ek wolny, powiedzmy b0. Oznaczmy przez X0 zbiór tych wierzcho³ków xÎX, do których istnieje "czêœciowa œcie¿ka naprzemienna" z b0, postaci:

                    b0,a1,b1,...,bk-1,ak

gdzie k³1, ak=x, { ai, bi }ÎM dla 1£i£k-1 oraz { bi-1, ai }ÎE\M dla 1£i£k. X0 nie zawiera oczywiœcie wierzcho³ków wolnych, jako ¿e taki wierzcho³ek odpowiada³by œcie¿ce naprzemiennej, wbrew za³o¿eniu, ¿e M ma maksymaln¹ licznoœæ.

Niech Y0 bêdzie zbiorem wierzcho³ków skojarzonych przez M z wierzcho³kami z X0.

Oznaczmy przez J={j: 1(j(n ( yj (Y0 ({b0}}.

Nietrudno zauwa¿yæ , ¿e

   (j(J  Aj=X0  , a wiêc

|(j(J  Aj| = |X0| = |Y0| = |J|-1 < |J|

tzn. warunek (*) nie jest spe³niony.



Wniosek 

W dowolnym grafie dwudzielnym minimalna licznoœæ pokrycia wierzcho³kowego jest równa maksymalnej licznoœci skojarzenia.

     Inne równowa¿ne sformu³owanie powy¿szego faktu , w terminach macierzy zerojedynkowych jest nastêpuj¹ce. ( Przez liniê takiej macierzy bêdziemy rozumieæ jej wiersz lub kolumnê ). Poni¿sze twierdzenie jest zwane czêsto „ twierdzeniem wêgierskim”.



Twierdzenie  [ König , Egervary ].

     Dla dowolnej macierzy zerojedynkowej, maksymalna licznoœæ zbioru ( wyst¹pieñ ) jedynek , z których ¿adne dwie nie le¿¹ na jednej linii jest równa minimalnej liczbie linii , którymi mo¿na pokryæ wszystkie jedynki.



Dowód

     Dla danej macierzy zerojedynkowej �A=[ai j ] o n wierszach i m kolumnach utwórzmy graf dwu dzielny H=<X,Y,E> gdzie X={x1;xn},Y={y1,ym} oraz  E={{xi ,yj}:1<= i<=n ( 1<=j<=m ( ai j=1} 

£atwo zauwazyæ, ¿e zbiory jedynek w A, z których ¿adne dwie nie le¿¹ na tej samej linii odpowiadaj¹ dok³adnie skojarzeniom w H, natomiast ka¿dy zbiór linii  w A

pokrywaj¹cych wszystkie jedynki reprezentuje pokrycie wierzcho³kowe w H.

Nasze twierdzenie jest wiêc po prostu innym sformu³owaniem powy¿szego wniosku. 



Wniosek

   Zarówno pokrycie wierzcho³kowe o minimalnej licznoœci ,jak i niezale¿ny zbiór wierzcholków o maksymalnej licznoœci w dowolnym grafie dwudzielnym H=<X,Y,E> mog¹ byæ znalezione w czasie O((m+n) Ön),  gdzie n=|XÈY| i m=|E|.





4. ALGORYTMY ZACH£ANNE



Algorytm zach³anny, rozwi¹zuje problem optymalizacji kombinatorycznej, wybieraj¹c w ka¿dym kroku element ekstremalizuj¹cy funkcjê celu i nie naruszaj¹cy ograniczeñ. Wybranego elementu nie usuwa siê ju¿ z rozwi¹zania.



Przyk³ad I.

I.Dany jest graf z wagami na krawêdziach. ZnaleŸæ minimalne drzewo rozpinaj¹ce (tj. (i) drzewo zawieraj¹ce ka¿dy wierzcho³ek grafu, o minimalnej sumie wag krawêdzi (ii))

Algorytm 1.

1.Wybierz najl¿ejsz¹ spoœród niewybranych krawêdzi, która nie powoduje powstania cyklu.

2.Powtarzaj krok 1 dopóty, dopóki istniej¹ krawêdzie, których dodanie nie narusza warunku(i)

( *** rysunek ***)I



Ca³kowity koszt = 53.



Przyk³ad  II.

II. Dana jest macierz A o wspó³czynnikach nieujemnych. ZnaleŸæ podzbiór elementów macierzy,taki ¿e :

(i)  w ka¿dej kolumnie znajduje siê co najwy¿ej jeden wybrany element oraz 

(ii) suma wybranych elementów jest najwiêksza z mo¿liwych

Algorytm 2

1.Wybierz najwiêkszy spoœród nie wybranych elementów, który mo¿na dodaæ do ju¿ wybranych, nie naruszaj¹c warunku (i),

2.Powtarzaj krok 1 dopóty, dopóki istniej¹ elementy, których dodanie nie narusza warunku (i)



����                        3   1   3             po zastos. ALG. 2       3   1   3

���                        5   3   1                                                5   3   9

                        8   6   2                                               8     6   2



Algorytm ten zawsze znajduje optymalne rozwi¹zanie problemu II.



Przyk³ad III

III. ZnaleŸæ w macierz A o wspó³czynnikach nieujemnych taki podzbiór elementów, ¿e :

    (i) w ka¿dej kolumnie i w ka¿dym wierszu znajduje siê co najwy¿ej jeden wybrany element,

    (ii) suma wybranych elementów jest najwiêksza z mo¿liwych.

Po zastosowaniu ALG.2 do macierzy

��

�             3     1    3

�             5     3    4

�             8     6    2                     (=13



Rozwi¹zanie lepsze nie jest zach³anne.

���

�              3     1    3

�              5     3    1                     (=14

              8     6    2



W przypadku problemu III  ALGORYTM 2 nie zawsze znajduje rozwi¹zanie optymalne.



Powstaje pytanie: kiedy algorytmy zach³anne daj¹ rozwi¹zanie optymalne? (dla jakich problemów?)



Problemy II i III mo¿na uogólniæ przedstawiaj¹c je w nastêpuj¹cej postaci:

Dany jest skoñczony zbiór E, rodzina jego podzbiorów J(2E oraz funkcja w : E(R+ (tj. na zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych). ZnaleŸæ podzbiór S(J o najwiêkszej sumie ( w(e)

                                                                                                                       e(S

W obu przypadkach E jest zbiorem pozycji macierzy, w przyporz¹dkowuje pozycji (i,j) macierzy A liczbê  ai j.



           { Problem II: ka¿da kolumna zawiera co najwy¿ej jedn¹ pozycjê ze zbioru S

s(J( {  Problem III: ka¿da kolumna i ka¿dy wiersz zawiera co najwy¿ej jedn¹ pozycjê ze zb. S



Mo¿na wykazaæ, ¿e algorytm zach³anny 2 rozwi¹zuje optymalnie problem 2 jeœli para (E,J) tworzy MATROID.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla problemów I,III i innych problemów optymalizacji kombinatorycznej.

{ Problem I : E - zb.krawedzi, S(J ( S jest drzewem }



Def. MATROIDEM nazywa siê dowolna parê M=(E,J) , gdzie E jest zbiorem skoñczonym, a J(2E

spe³nia warunki :

	(a) ((J oraz

          (b) jeœli A(J i B(A, to B(J,

          (c ) dla dowolnych A,B(J, takich ¿e |B| = |A| +1istnieje element e(B-A, taki, ¿e A({e}(J



Pojêcie matroidu sformu³owano na gruncie teorii zale¿noœci liniowej badaj¹cej zale¿noœæ miêdzy wektorami  w przestrzeni liniowej. Obecnie matroidy s³u¿¹ do opisu zagadnieñ kombinato-rycznych, analizy ich w³aœciwoœci i konstrukcji algorytmów rozwi¹zuj¹cych te zagadnienia.



5. ROZWI¥ZYWANIE PROBLEMÓW OBLICZENIOWO TRUDNYCH



A) METODA PODZIA£U I OGRANICZEÑ

Wykazanie, ¿e problem jest NP - trudny oznacza w praktyce, i¿ nie nale¿y oczekiwaæ istnienia algorytmów wielomianowych dla tego problemu.

Dla pewnych zastosowañ istotne jest znalezienie rozwi¹zania dok³adnego (optymalnego),czas obliczeñ jest czynnikiem drugoplanowym. Mo¿na wówczas zastosowaæ algorytm wyk³adniczy.

Metoda podzia³u i ograniczeñ (Branch & Bound) jest podstawow¹ ogóln¹ metod¹ wyznaczania optymalnych rozwi¹zañ dla problemów obliczeniowo trudnych.

Alg. B&B zdefiniowany zostanie na przyk³. problemów permutacyjnych (np. szeregowanie,TSP i in.)

Def. Problem PERMUTACYJNY o rozmiarze n, tj. problem optymalizacyjny zdefiniowany przez trójkê (P,X,f) :

P - przestrzeñ rozwi¹zañ - n elementowych permutacji (

X - przestrzeñ parametrów ; x(X reprezentuje dane problemu (instancjê)

f - funkcja celu,  f : P(X(R,  f((,x) jest wartoœci¹ funkcji celu dla  rozwi¹zania ( i danych (instancji) x

Rozwi¹zanie (globalnie) optymalne (* dla instancji x spe³nia :

             (   f((*,x)<= f((,x)     (minimalizacja)

          ((P

Dla zbioru M={i1, ... , ij }(N={1,2,...,n}, (M oznacza permutacjê zbioru M. (M jest permutacj¹ KOMPLETN¥ je¿eli M=N, w przeciwnym razie jt. permutacj¹ CZÊŒCIOW¥. Pojêcie permutacji czêœciowej i czêœciowego rozwi¹zania s¹ zamienne. Dla danej permutacji (rM=(r1, ...,rj ) definiujemy :

* ROZMIAR PERMUTACJI : |(rM| = |M| = j

��* (RM o l = (r1, ... , rj,l), gdzie l(M     (M=N-M) 



		  UWAGA  wszêdzie tu i poni¿ej  l  to ma³a litera L



* (RM o (sk = { r1, ... , rj , s1 ,..., s|k| )

���*UZUPE£NIENIE   (rM : {(rM o}={(rM o (kM  : (kM  jest permutacj¹ M  }

   iu.  jt. zb. wszystkich permutacji kompletnych zawieraj¹cych (rM 

�* NASTÊPNIK (rM  jt. dowolna permutacja (sp = (rM o (tk , gdzie k(M   

�* BEZPOŒREDNI NASTÊPNIK (rM ,jt. permutacja czêœciowa (xp =(rM o l i l(M

* POPRZEDNIK (rM jt. permutacja (qL taka, ¿e (rM =(qL o (tk i k<>0. Analogicznie definiuje siê bezpoœredni poprzednik.

   

ALGORYTM PODZIA£U i OGRANICZEÑ (B&B)

Alg. B&B zdefiniowany jest przez nastêpuj¹ce elementy

(Bp,S,F,D,L,U,E,BR,RB)

1. Bp - regu³a podzia³u zb.permutacji kompletnych na roz³¹czne podzbiory.Okreœla ona sposób/proces tworzenia drzew przegl¹danych rozwi¹zañ, w którym ka¿dy wierzcho³ek reprezentuje jeden zb.rozwi¹zañ.

Ka¿dy wierzcho³ek w drzewiw poszukiwañ jest cechowany przez permutacjê (yM , która repre-zentuje zb. permutacji kompletnych {(yM o} .

(yM jest poprzednikiem ka¿dej permutacji w {(yM o} .

PODZIA£ iu. ROZGA£ÊZIENIE (yM oznacza podzia³ {(yM o} na podzbiory:

� {(yMo}=  ( l(M  {{(yM o l}o}.

Wynika st¹d , ¿e {{(yM o i}o}({{(yM o j}o}=( dla i<>j.  

((y o l) jest bezpoœrednim nastêpnikiem (y        

(y  nazwiemy wierzcho³kiem podzia³owym 

((y o l ) nazwiemy wierzcho³kiem generowanym



S - regu³a wyboru , okreœla sposób wyboru wierzcho³ka nastêpnego (do rozwa¿enia) ze zb. wierz-cholków aktywnych. Wierzcho³ek jest aktywny gdy zosta³ wygenerowany , ale nie rozga³êzionym lub wyeliminowanym.

Cztery najczêœciej stosowane regu³y :

LLB - Least Lower Bound - w kolejnoœci najmniejszego dolnego ograniczenia

FIFO - breadth first - poszukiwanie wszerz ,  wybierz wierzcho³ek wygenerowany jako I

LIFO - depth first - poszukiwanie w g³¹b 

DF/LLB - depth first/least lower bound - ze zb. ostatnio wygenerowanych wierzcho³ków wybierz wierzcho³ek z najmniejszym dolnym ograniczeniem f. celu (minimalizacja)

F - funkcja charakterystyczna s³u¿¹ca do eliminacji permutacji czêœciowych , o których wiadomo, ¿e nie maj¹ uzupe³nienia w zbiorze rozwi¹zañ dopuszczalnych P :

a) ( (yM { (yM o} ( P<>( ( F((yM )=1  

b) (yN (P ( F((yN )=1



Zauwa¿my , ¿e nie ¿¹da siê , aby { (yM o} ( P=( ( F((yM), czyli wystarczy, aby F nie eliminowa³o rozwi¹zañ dopuszczalnych.



D- relacja dominacji. Rozwi¹zanie czêœciowe (yM dominuje nad (ZM’ , co zapisujemy (yMD(ZM’,  gdy najlepszy nastêpnik (yM jest lepszy od najlepszego nastêpnika (yM’ .

Przynale¿noœæ rozwi¹zañ czêœciowych do relacji D mo¿na ewentualnie wykorzystaæ do eliminacji zdominowanych rozwi¹zañ czêœciowych.

L - funkcja dolnego ograniczenia (minimalizacja) przyporz¹dkowuje ona ka¿demu rozwi¹zaniu czêœciowemu (yM liczbê rzeczywist¹ L((yM) reprezentuj¹c¹ dolne ograniczenie f. celu dla wszystkich rozwi¹zañ kompletnych w zbiorze {(yMo}(P.

L musi spe³niaæ warunki :

a) (ZM’ jest nastêpnikiem (yM ( L((ZM’) ( L((yM)

b) dla rozwi¹zania kompletnego (yN , L((yN) = f ((yN, x).



Przy wyborze L konieczny jest kompromis miêdzy dok³adnoœci¹ a czasem wyznaczenia.

U - górne ograniczenie funkcji celu. J np. wartoœæ funkcji celu dla pewnego rozwi¹zania kompletnego pUN znanego przed rozpoczêciem dzia³ania algorytmu . U mo¿na te¿ wyznaczyæ heurystycznie i aktualizowaæ je w razie znalezienia rozwi¹zania lepszego.



E - regu³y eliminacji - wykorzystywane w celu eliminacji wierzcho³ków aktywnych. Oznaczamy:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	pb - wierzcho³ek podzia³owy;

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	pb�SYMBOL 181 \f "Symbol"� - bezpoœredni nastêpnik pb;

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	pa - wierzcho³ek aktywny pa �SYMBOL 185 \f "Symbol"� pb.

Podstawowe regu³y eliminacji:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	U/DBAS - je¿eli L(pb �SYMBOL 181 \f "Symbol"�) > U = f(pUN,x) to pb�SYMBOL 181 \f "Symbol"� jest eliminowany, je¿eli L(pa) > U to pa jest eliminowany.

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	AS/DB - je¿eli pa D (pb�SYMBOL 181 \f "Symbol"�), to pb�SYMBOL 181 \f "Symbol"� jest eliminowany.

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	DB/AS - je¿eli (pb�SYMBOL 181 \f "Symbol"�) D pa, to eliminowany jest pa

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Jeœli E zawiera AS/DB i DB/AS to zbiór wierzcho³ków aktywnych mo¿e zale¿eæ od kolejnoœci stosowania regu³.



BR - tolerancja - jest liczb¹ rzeczywist¹ �SYMBOL 206 \f "Symbol"�[0,1], wyra¿aj¹c¹ maksymalne wzglêdne odchylenie funkcji celu od wartoœci optymalnej. Jeœli (U-L)/U �SYMBOL 163 \f "Symbol"� BR, to (1-BR)U �SYMBOL 163 \f "Symbol"� f(p*,x) �SYMBOL 163 \f "Symbol"� U i mo¿na zaniechaæ dalszych obliczeñ. BR ~5%



RB = <TIMELIMIT, MAXAS, MAXDB> - ograniczenie nak³adów 

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	TIMELIMIT - maksymalny akceptowalny czas obliczeñ,

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	MAXDB �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 1 - maksymalna akceptowalna licznoœæ zbioru nastêpników wierzcho³ka podzia³owego

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	MAXAS �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 1 - maksymalna akceptowalna licznoœæ zbioru wierzcho³ków aktywnych.



Porównanie Nak³adów Obliczeniowych



Tw. Nak³ady obliczeniowe w algorytmie B&B nie wzrosn¹ (a mog¹ zmaleæ), gdy wierzcho³ki s¹ eliminowane z powodu przekroczenia górnego ograniczenia funkcji celu przez dolne ograniczenie.

Tw. Nak³ady obliczeniowe nie wzrosn¹ gdy zastosuje siê silniejsz¹ funkcje charakterystyczn¹, do eliminacji rozwi¹zañ niedopuszczalnych.

Tw. Nak³ady obliczeniowe mog¹ wzrosn¹æ, gdy zastosuje siê silniejsz¹ relacjê dominacji

rozwi¹zanie czêœciowe z "p³ytszym" poddrzewem mo¿e zostaæ usuniête nie usuniête prowadzi do szybszego ciêcia drugiego poddrzewa.

Tw. Gdy S=LLB lub DF/LLB, to zastosowanie œciœlejszej funkcji dolnego ograniczenia mo¿e spowodowaæ wzrost czasu obliczeñ 

funkcja L staje siê bardziej "p³aska" i dobre rozwi¹zania mog¹ zostaæ odwiedzone póŸniej (Rys.1)

Tw. Gdy S=LLB lub DF/LLB, to lepsze oszacowanie górnego ograniczenia nie zwiêksza nak³adów obliczeniowych.



Rys1.



� OSAD� Word.Picture.6  ���PRZYK£AD I

Problem komiwoja¿era. ZnaleŸæ najkrótszy cykl w grafie

� OSAD� Word.Picture.6  ���



�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	Rozpoczynamy poszukiwania z górnego ograniczenia. U=�SYMBOL 165 \f "Symbol"�, stosujemy metody DF/LLB i U/DBA.

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	poniewa¿ poszukujemy cyklu, dlatego mo¿emy za³o¿yæ, ¿e zaczyna siê on w wierzcho³ku 1.

� OSAD� Word.Picture.6  ���

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	po znalezieniu rozwi¹zania 1-3-2-4-1, U=17



PRZYK£AD II

problem plecakowy (maksymalizacja !)



w = [4,3,2,6], s=[2,5,3,6],  b=10

- dolne ograniczenie funkcji celu - upakowanie uzyskane przez wybór elementów w kolejnoœci wartoœci stosunku wi/si

{a1,a4}: w(a1)+w(a4) = 10, s(a1)+s(a4) = 8

- górne ograniczenie funkcji celu - suma wartoœci elementów w plecaku + iloczyn wolnego miejsca * najlepszy stosunek wi/si elementów który mo¿na do³o¿yæ.



� OSAD� Word.Picture.6  ���

�SYMBOL 172 \f "Symbol"�Rozwi¹zanie z górnym ograniczeniem funkcji celu mniejszym ni¿ wartoœæ dla znanego rozwi¹zania.

�SYMBOL 172 \f "Symbol"�Rozwi¹zania niedopuszczalne ze wzglêdu na rozmiar plecaka - eliminowane przez funkcje charakterystyczn¹ F.





�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	zauwa¿my, ¿e to ju¿ nie jest problem permutacyjny

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	zauwa¿my asymetriê drzewa poszukiwañ.



b) METAHEURYSTYKI

	Wœród algorytmów heurystycznych, wiele jest silnie zwi¹zanych z rozwi¹zywanym problemem. S¹ to tzw. algorytmy "szyte" i specjalnie przeznaczone dla pewnego problemu. Z drugiej strony mo¿na wyró¿niæ grupê algorytmów heurystycznych ogólnego przeznaczenia - tzw.  metaheurystyk.

Okreœlenie metaheurystyka ma dwojakie znaczenie:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	jest to. szkielet (schemat) nak³adany na heurystyki specyficzne dla problemu (Wy¿szy poziom abstrakcji)

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	jest to. metoda ogólnego przeznaczenia- niespecyficzna dla ¿adnego szczególnego problemu.

Omówione zostan¹ 3 metaheurystyki:

�SYMBOL 168 \f "Symbol" \s 8 \h�	GENETIC SEARCH - metoda genetyczna

�SYMBOL 168 \f "Symbol" \s 8 \h�	TABU - metoda tabu

�SYMBOL 168 \f "Symbol" \s 8 \h�	SIMULATED ANNEALING -metoda symulowanego wy¿arzania.



METODA GENETYCZNA [Hollant'70, Goldberg '89]

Metoda ta nawi¹zuje do idei selekcji naturalnej, wyboru z najlepszych przypadków. Poni¿ej metaheurystka ta zostanie zdefiniowana.

X=Nm jest przestrzeni¹ rozwi¹zañ, ka¿dy punkt s �SYMBOL 206 \f "Symbol"� X mo¿e byæ reprezentowany przez wektor m symboli ze zbioru {1..N}

Okreœlona jest funkcja sprawnoœci (fitness function, inaczej f. celu, f. optymalnoœci)

f: X�SYMBOL 174 \f "Symbol"�R+

Dana jest równie¿ populacja rozwi¹zañ dopuszczalnych S �SYMBOL 205 \f "Symbol"� X.

Okreœlony musi zostaæ zbiór operatorów genetycznych. Dwa najczêœciej stosowane to krzy¿owanie i mutacja.

Krzy¿owanie "�SYMBOL 163 \f "Wingdings"�"

Za³ó¿my, ¿e dane s¹ dwa rozwi¹zania x=[x1,...,xm] i y=[y1,...,ym]. Krzy¿owanie mo¿na zdefiniowaæ nastêpuj¹co:

�SYMBOL 36 \f "Symbol"� k : 1 �SYMBOL 163 \f "Symbol"� k �SYMBOL 163 \f "Symbol"� n �SYMBOL 217 \f "Symbol"� [x1,...,xm]�SYMBOL 163 \f "Wingdings"�[y1,...,ym]={[x1,...,xk-1,yk,...,ym],[y1,...,yk-1,xk,...,xm]}



mo¿na to zilustrowaæ nastêpuj¹co:

1                     m��1          k        m����SYMBOL 230 \f "Wingdings"�           �SYMBOL 228 \f "Wingdings"������SYMBOL 163 \f "Wingdings"������SYMBOL 228 \f "Wingdings"�           �SYMBOL 230 \f "Wingdings"����1                     m��1          k        m��

Mutacja 

mo¿na j¹ zdefiniowaæ jako nastêpuj¹c¹ funkcjê M

				   M

�SYMBOL 36 \f "Symbol"� k : 1 �SYMBOL 163 \f "Symbol"� k �SYMBOL 163 \f "Symbol"� n �SYMBOL 217 \f "Symbol"� [x1,...,xk ,...,xm]�SYMBOL 174 \f "Symbol"�[x1,...,xk',...,xm] �SYMBOL 217 \f "Symbol"� xk �SYMBOL 185 \f "Symbol"� xk'



co mo¿na zilustrowaæ

1          k         m�M�1�k�m���----------------->������mutacja�����Proces poszukiwania optymalnego rozwi¹zania (czyli metodê genetyczn¹) okreœliæ mo¿na nastêpuj¹co:



1.	Inicjacja; (*poszukiwanie rozwi¹zañ startowych, tworzenie populacji*)

2.	Selekcja;

3.	Krzy¿owanie;

4.	Mutacja;

5.	IF NOT stop_criterion THEN GOTO 2;



Kryterium zatrzymania mog¹ byæ:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	osi¹gniêcie wartoœci optymalnej f* gdy ta wartoœæ jest znana

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	wykonanie okreœlonej liczby iteracji

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	wykonanie okreœlonej liczby iteracji od ostatniego istotnego ulepszenia rozwi¹zania



Efektywnoœæ metody zale¿y od :

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	sposobu zdefiniowania X oraz funkcji sprawnoœci

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	sposobu zdefiniowania operatorów genetycznych

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	sposobu selekcji

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	wielkoœci populacji



METODA TABU [Glower '86-88]

	Metodê Tabu zaproponowano do rozwi¹zania problemu mieszanego programowania liniowego. Jest to metoda poszukiwania w kierunku najwiêkszego spadku i najmniejszego wzrostu wartoœci funkcji celu. Zwyk³a procedura poszukiwania w kierunku najwiêkszego spadku rozpoczyna dzia³anie od rozwi¹zania dopuszczalnego i, w jego s¹siedztwie Si znajduje rozwi¹zanie j. Je¿eli f(j) < f(i) to procedura przyjmuje rozwi¹zanie j za nowy punkt startowy. Je¿eli jednak lepsze rozwi¹zanie nie mo¿e byæ znalezione, to procedura zatrzymuje siê - jest to minimum lokalne.

	Metoda tabu rozpoczyna w³aœnie z takiego punktu Si. Wybierane jest rozwi¹zanie j*, które nie musi byæ lepsze od bie¿¹cego. Mo¿e to spowodowaæ cykliczny powrót do rozwi¹zania poprzednio odwiedzonego.

	Aby zapobiec wpadniêciu w cykl wprowadza siê kolejkê T, która przechowuje pewn¹ liczbê rozwi¹zañ (ruchów, które nie mo¿na odwiedziæ-wykonaæ). Kolejka ta nazywana jest list¹ TABU.

	Poniewa¿ zabronienie odwiedzenia pewnego rozwi¹zania mo¿e byæ zbyt restrykcyjne, dlatego powrót do rozwi¹zania z listy tabu jest dopuszczalny, je¿eli rozwi¹zanie to jest na danym etapie obliczeñ dostatecznie dobre. Rozwi¹zanie j�SYMBOL 206 \f "Symbol"�T jest dostatecznie dobre aby przejœæ do niego z rozwi¹zania i, gdy f(j) < A(f(i)). A jest to tzw. funkcja aspiracji.

	Zauwa¿my, ¿e f jest funkcj¹ ca³kowitoliczbow¹. A(z) mo¿emy nadaæ pocz¹tkow¹ wartoœæ z. W czasie wykonywania algorytmu tabu, A(z) jest uaktualniana tak, ¿e A(z) jest najmniejsz¹ wartoœci¹ , któr¹ osi¹gniêto przy ruchu do rozwi¹zania lub z rozwi¹zania o wartoœæ z.

	Kryterium zatrzymania jest najczêœciej wykonanie pewnej liczby iteracji bez poprawy jakoœci rozwi¹zania.

Metodê tabu mo¿na zdefiniowaæ nastêpuj¹co:

(*

	istart - rozwi¹zanie startowe;	ibest - najlepsze rozwi¹zanie znalezione

	i - rozwi¹zanie bie¿¹ce	j* - rozwi¹zanie nastêpne

	A(z) - funkcja aspiracji	T - lista tabu

	k - licznik aspiracji	f - funkcja celu

	Si - s¹siedztwo	V�SYMBOL 205 \f "Symbol"�Si - zbiór rozwi¹zañ przegl¹danych

*)



procedure TabuSearch;

begin

  Initialize(istart, ibest, T);

  i := istart;

  k := 0;

  for each possible value z of f do A[z] := z;

  repeat

    Generate(V); (* j �SYMBOL 206 \f "Symbol"� V �SYMBOL 222 \f "Symbol"� j �SYMBOL 207 \f "Symbol"� T �SYMBOL 218 \f "Symbol"� (j �SYMBOL 206 \f "Symbol"� T �SYMBOL 217 \f "Symbol"� A[f(i)]>f(j)) *)

    j* := x �SYMBOL 206 \f "Symbol"� V dla ka¿dego f(x) jest najmniejsze w Vi

    if f(j*) < A[f(i)] then 

      A[f(i)] := f(j*);

    else

      if f(i) < A[f(j*)] then

        A[f(j*)] := f(i);

    Update(T);  (* Dodaj do T i lub ruch j �SYMBOL 174 \f "Symbol"� i  *)

    if f(j*) < f(ibest) then

    begin

      ibest := j*;

      k := 0;

    end;

    i := j*;

    k := k+1;

  until k > nbmax;

end;



Przyk³ad Wierzcho³kowe kolorowanie grafu.

Nale¿y znaleŸæ podzia³ zbioru wierzcho³ków V na najmniejsz¹ mo¿liw¹ liczbê niezale¿nych zbiorów V1,..,Vk (czyli takie, ¿e wierzcho³ki nale¿¹ce do Vi nie s¹ po³¹czone krawêdzi¹)

X - zbiór wszystkich rozwi¹zañ czyli zbiór wszystkich mo¿liwych podzia³ów zbioru V na V1,..,Vk.

f(V1,..,Vk) = E(V1) + E(V2) + ... + E(Vk), funkcja celu gdzie

E(Vi) - liczba krawêdzi z oboma kolorami w Vi.

Kolorowanie k kolorami istnieje gdy znalezione zostanie rozwi¹zanie  i: f(i) = 0 = f*.

Si - sk³ada siê ze wszystkich rozwi¹zañ uzyskanych przez dokonanie nastêpuj¹cej modyfikacji:

przemieœæ wierzcho³ek przylegaj¹cy do krawêdzi z oboma koñcami w tym samym Vi do Vk , k �SYMBOL 185 \f "Symbol"� i.

T ' - jeœli x jest przenoszone z Vi do Vk to na liœci tabu umieszczamy parê (x, i). Eksperymentalnie jako dobr¹ d³ugoœæ T przyjêto |T| �SYMBOL 187 \f "Symbol"� 7.

Eksperymentalnie ustalono, ¿e metoda zachowuje siê poprawnie gdy zbiór generowanych rozwi¹zañ próbnych ma �SYMBOL 187 \f "Symbol"� (V/z) elementów.



Na efektywnoœæ metody tabu wp³ywaj¹ 

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	definicja X, Si, f (f nie powinno byæ zbyt p³askie);

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	rozmiar zbioru przekszta³canych elementów z Si;

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	d³ugoœæ listy tabu |T|



METODA SYMULOWANEGO WY¯ARZANIA (Simulated Annealing)

	Metoda ta symuluje ewolucjê stanu równowagi termodynamicznej cia³a sta³ego. Algorytm symuluj¹cy przebieg takiej ewolucji zaproponowano w 1953r. [Metropolis i in.]. Do rozwi¹zywania problemów optymalizacji kombinatorycznej zastosowano na pocz¹tku lat '80. 

Podstaw¹ metody S.A. jest tzw. algorytm Metropolis generuj¹cy sekwencje stanów cia³a sta³ego. Dla danego stanu bie¿¹cego zachodzi ma³a przypadkowa perturbacja przypadkowo wybranej cz¹stki. Je¿eli zmiana prowadzi do zmniejszania energii uk³adu, to jest ona akceptowalna, a proces jest kontynuowany z tego stanu. Je¿eli zmiana prowadzi do wzrostu energii uk³adu (DE �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 0), to jest ona akceptowana z prawdopodobieñstwem okreœlonym przez rozk³ad:	e-DE/kBT, 	gdzie:

kB - sta³¹ Boltzmana, T - temperatura.



W przypadku problemu optymalizacji kombinatorycznej rozwi¹zanie dopuszczalne i pe³ni rolê "stanu", funkcja celu f - pe³ni rolê energii, parametr kontrolny c rolê temperatury. W stanie równowagi termodynamicznej prawdopodobieñstwo wyst¹pienia rozwi¹zania i d¹¿y  do rozk³adu  Boltzmana:	<*** Eq *>, gdzie Q(c) - wspó³czynnik normalizacyjny. Prawdopodobieñstwo zaakceptowania rozwi¹zania j gorszego od i wynosi <**** Eq ****>.



Parametr kontrolny c jest zmniejszany a¿ do 0. Koñcowe "zamro¿one" rozwi¹zanie jest uznawane za optymalne. 

Metodê S.A. mo¿na zdefiniowaæ nastêpuj¹co:



Ck - wartoœæ parametru kontrolnego w k-tej iteracji

Si - s¹siedztwo rozwi¹zania i

Lik - liczba perturbacji generowanych w k-tej iteracji.



0:	procedure SimulatedAnnealing;

1:	begin

2:	  Initialize(istart, C0,  L0);

3:	  k := 0;

4:	  i := istart;

5:	  repeat

6:	    for l := 1 to Lk do

7:	    begin

8:	      Generate(j �SYMBOL 206 \f "Symbol"� Si);

9:	      if f(j) <= f(i) then i := j

10:	        else 

11:	          if exp(-[f(j) - f(i)]/ck) >= random[0,1) then i := j;

12:	    end;

13:	    k := k+1;

14:	    CalculateLength(Lk);  (*Liczba perturbacji nastêpnej iteracji*)

15:	    CalculateControl(Ck); (* temperatura nastêpnej iteracji*)

16:	  until STOP_CRITERION

17:	end.



Konieczne jest jeszcze okreœlenie sposobu zmieniania parametrów Lk i Ck (linie 14 i 15), sposób ten okreœla siê jako schemat ch³odzenia (coolin schedule). Najczêœciej stosowany schemat ch³odzenia jest nastêpuj¹cy:

C0 - pocz¹tkowa wartoœæ parametru kontrolnego (temperatury) powinna byæ na tyle du¿a, aby umo¿liwiæ wszystkie przejœcia miêdzy stanami. W praktyce mo¿na rozpocz¹æ od dowolnej wartoœci c0, mno¿¹c j¹ przez wartoœæ �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 1. Po¿¹dane C0 osi¹gniemy gdy wspó³czynnik akceptacji przejœæ miêdzy stanami bêdzie bliski 1.

Ck - sposób zmniejszania "temperatury", np.

	Ck+1 = Ck*d,		gdzie d �SYMBOL 206 \f "Symbol"� [0.8, 0.99];

Lk - liczba rozwi¹zañ zbadanych dla danej wartoœci Ck wynika z za³o¿enia, ¿e stany po zmianie Ck ma zostaæ odzyskany stan równowagi termodynamicznej. Intuicyjnie przyjmuje siê, i¿ stan ten jest odtworzony, gdy pewna okreœlona liczba przejœæ miêdzy stanami zostanie zaakceptowana (np.:1000). Z drugiej strony w miarê jak Ck �SYMBOL 174 \f "Symbol"� 0, Lk �SYMBOL 174 \f "Symbol"� �SYMBOL 165 \f "Symbol"�. Wprowadza siê wiêc górne ograniczenie na wartoœæ Lk.

STOP_CRITERION - procedurê zatrzymuje siê zwykle po kilkakrotnym obni¿eniu Ck bez poprawy f.

Efektywnoœæ metody zale¿y od:

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	doboru X, Si, f

�SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h�	schematu ch³odzenia.



Optymalizacja kombinatoryczna - wyk³ad
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