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obrazona zadna opcja polityczna i nie stwierdzono ataku filozoficznych zombie.
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1 Wprowadzenie

jeciach ze Sztucznej Inteligencji i Sztucznego Zycia. Przedmiot to zacny i gleboki, acz
dla nieprzygotowanego umystu ciezki do zgtebienia. Majac tedy powyzsze na uwadze, ten
dokument w Twoje rece oddajemy. StaraliSmy si¢ w nim, w sposéb mozliwie intuicyjny i pro-
sty, przedstawi¢ najwazniejsze idee optymalizacji dotyczace. Réwniez czesto popelniane btedy tu
przedstawiliSmy, bo uchroni¢ Cie przed tego typu potknieciami na zaliczeniach czy tez egzaminie.

S TUDENCIE lub studentko kognitywistyki, przeznaczenie chcialo, zeby$ uczestniczyl/a w za-

1.1 Prawa autorskie i tym podobne

Niektére obrazki w tym dokumencie pochodza z http://www.freepik.com.


http://www.freepik.com
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2 Optymalizacja — informacje wstepne

W codziennym zyciu caly czas mamy do czynienia z sytuacjami, w ktérych zalezy nam
na osiggnieciu w czym$ jak najlepszego rezultatu. Mozemy na przyklad by¢ na zakupach i
chcie¢ kupi¢ dobre buty w jak najnizszej cenie. W innym wypadku mamy egzamin i musimy tak
zaplanowaé nauke, by osiagnaé jak najwyzsza ocene (albo po prostu zdaé — cele zaleza od osoby).
W tej czeci przedmiotu zajmiemy sie spojrzeniem na problem szeroko pojetej optymalizacji
z perspektywy matematyki i informatyki. Takie spojrzenie poza wiedza teoretyczng dostarcza
réwniez ,praktyczne”! metody rozwiazywania tego typu probleméw.

Wartoscia optymalng dla pewnego konkretnego problemu optymalizacji nazywamy taka
warto$é¢ (np. ceny), ktorej nie bylibySmy w stanie poprawi¢ nawet gdybysmy bardzo sie starali.
Inaczej méwiac, majac do wyboru nasz optymalny element i jakikolwiek inny, zawsze wybrali-
bysmy ten optymalny. Wartos¢ optymalna w danym problemie zazwyczaj bedzie minimalna lub
maksymalna mozliwa do osiagniecia wartoécig. Czasami jednak optimum wypada po srodku,
jak to ma miejsce na przyktad w przypadku temperatury: nie powinna by¢ ani zbyt niska ani
zbyt wysoka. W takich wypadkach mozemy jednak przeformutowaé problem jako réznice miedzy
aktualna a nasza ulubiong temperatura.

2.1 Problem imprezy

Wyobrazmy sobie pewien konkretny problem, na przyktadzie ktérego oméwimy podstawowe
pojecia zwiazane z optymalizacja. Bedzie to problem organizacji imprezy. Zapraszamy znajomych
i chcemy ich ugosci¢ jakim$ jedzeniem i piciem. Wiemy, jak bardzo znajomych ucieszy obecno$¢
pewnego produktu podczas imprezy — w ponizszej tabelce informacja ta zawarta jest w kolum-
nie ’aprobata gosci’. Niestety, nasz budzet jest ograniczony do 60 zl (reszte pensji wydaliSmy
na wczesniejsze imprezy). Zakladamy, ze albo zapewniamy dany produkt wszystkim
gosciom, albo nikomu, tak by nikt nie czul sie poszkodowany. Ceny w tabelce sg suma-
rycznymi kwotami wymaganymi do zapewnienia kazdemu gosciowi danego jedzenia lub picia.
Chcemy zapewni¢ go$ciom takie produkty, ktére sumarycznie uczynia ich najbardziej szczesli-
wymli i nie przekrocza naszego budzetu 60 zt.

produkt cena [z1] | aprobata gosci [1-5]
i 30 5
) 2
10 1
12 3
18 4
20 )

2.2 Rozwigzanie problemu optymalizacji

Rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego jest pewne podstawienie wartoéci do zmien-
nych decyzyjnych w nim wystepujacych. Intuicyjnie, zmienne decyzyjne to te ,elementy” w

W ich praktycznym zastosowaniu pomaga czesto umiejetnoéé programowania, choé nie zawsze jest wymagana
(patrz: programowanie liniowe) :)
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Rysunek 1: Wizualizacja przestrzeni przeszukiwania dla problemu imprezy. W kazdym rzedzie
przedstawione sa wszystkie mozliwe zbiory (produktéw) o zadanym rozmiarze. Kazde pole w ta-
beli to pewne rozwiazanie — zbiér produktow do kupienia. Chcemy wybraé¢ sposrdd nich wszyst-
kich ten najlepszy ze wzgledu na nasze kryterium (funkcja celu) oraz spelniajacy ograniczenia.

problemie, ktére mozemy wedle Zyczenia zmieniac.

W naszym problemie imprezy zmiennymi decyzyjnymi nie sg ani cena, ani aprobata gosci
przypisana do konkretnego produktu, poniewaz sa one zadane z géry, stale. Zastanéwmy sie, co
mozemy zmienia¢ w tym problemie. Hmm. . . hmm. .. produkty, ktore zakupimy? Dokladnie tak!
Jedyne na co mamy wplyw to zakupienie lub tez nie pewnego produktu. Kiedy zmienne sg nie
tyle liczbowe, ile udzielaja raczej odpowiedzi tak’ lub 'nie’ na pewne pytanie, to nazywamy je
zmiennymi binarnymi. W tym wypadku nasze zmienne sg wtasnie tego typu. We wszelkich
rownaniach matematycznych bedziemy je interpretowaé jako 1 w przypadku ’tak’ i jako 0 w
przypadku ’nie’.

2.3 Przestrzen przeszukiwania

Jednym z podstawowych pojeé¢ w optymalizacji jest przestrzen przeszukiwania. Zawiera
ona w sobie wszystkie mozliwe potencjalne rozwigzania dla naszego problemu optymalizacji.
Intuicyjnie, sg to wszystkie opcje spomiedzy ktérych mozemy wybierac.

Na Rysunku 1 przedstawione sa wszystkie mozliwe opcje w naszym problemie organizacji
imprezy. W celu wizualizacji pogrupowane zostaly one w rzedy, a kazdy rzad zawiera opcje
reprezentujace zakupienie pewnej liczby produktéw (0, 1, 2, itd.). Jedna z nich (a byé moze
nawet kilka!) jest opcja optymalna. Nie wiemy jednak, ktéra to sposréd tych wypisanych na
rysunku. Chcemy ja znalez¢!

W algorytmach dokladnych zasadniczo przeszukujemy wszystkie rozwigzania z przestrzeni
rozwiazan, gdyz zalezy nam na gwarancji optymalnosci. Czesto jednak ,struktura” problemu
pozwala na niesprawdzanie czesci rozwigzan. Gdy jakis zbiér produktéw nie spelnia ograniczenia
na maksymalng cene, to dodanie kolejnych elementow nie poprawi nam sytuacji, prawda?

2.4 Funkcja celu

Funkcja celu wskazuje na to, co chcemy osiagnaé¢. Dokonuje ona tego poprzez przypisy-
wanie pewnej wartoéci (oceny) kazdemu rozwiazaniu problemu. Szukamy takiego rozwiazania,
ktére bedzie miato jak najlepsza ocene zwrdocong przez funkcje celu. Oceng zawsze chcemy albo
maksymalizowaé¢ albo minimalizowaé, zaleznie od rozwazanego problemu.
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W naszym problemie imprezy funkcja celu przypisuje kazdemu rozwigzaniu sume aprobaty
gosci. Cheemy, by aprobata byta jak najwyzsza, wiec jest to problem maksymalizacji. Zauwaz,
ze cena nie jest brana pod uwage w funkcji celu (jest ona ograniczeniem, o czym za chwile).
Przyktadowe wartosci, ktére zwrocitaby nasza funkcja celu, przedstawione sa w ponizszej tabelce:

nr rozwiazanie warto$é¢ funkcji celu

1 % @ 4+3=8

=

2 % 4+5+5=14

J

Zwr6é uwage, ze niekupienie zadnych produktéw (rozwiazanie nr 3 w tabelce) tez jest jednym
z mozliwych rozwigzan tego problemu, jednak widaé¢, ze na pewno nie bedzie to rozwiazanie
optymalne. Wazne: praktycznie nigdy w momencie rozpoczynania przeszukiwania nie
znamy wartosci funkcji celu dla optymalnego rozwigzania.

2.5 Ograniczenia

Zazwyczaj nie jest tak, ze wszystkie rozwiazania sa dozwolone. Praktycznie zawsze pojawiaja
sie pewne ograniczenia, czyli stwierdzenia dotyczace tego, ktére rozwigzania sa dopuszczalne,
a ktore nie. Wazne: ograniczenia sa funkcja (méwigc matematycznie) zmiennych decy-
zyjnych, czyli musza je w jaki$ spos6b uwzgledniaé. Cata idea ograniczen polega na tym,
ze pewne zakresy wartosci zmiennych decyzyjnych staja sie ,niedopuszczalne” z perspektywy
rozwazanego problemu.

W naszym problemie imprezy mamy ograniczenie na ilo$¢ pieniedzy, ktére mozemy wydaé
(60 zl). Interesuja nas wylacznie te rozwiazania, ktérych suma kosztéw jest mniejsza niz 60
zt. Dopuszczalne beda wiec te zbiory produktéw, ktore zmieszcza sie ponizej tej kwoty. W
ponizszej tabelce znajduja sie wyliczone sumaryczne ceny dla przyktadowych zbioréw.

nr rozwiazanie sumaryczna cena [zl]

A
1 % @ 18 + 12 = 30
2 | R 18 +30 + 20 = 68

§\

Jak mozna zauwazy¢, zbiory produktéw 1 i 3 maja sumaryczna cene mniejsza od 60 zi.
Inaczej sytuacja wyglada dla zbioru produktéw 2, ktérego cena wynosi 68 zt. Tak wigc pomimo
tego, ze zbiér produktéw 2 ma bardzo dobra wartosé funkeji celu, nie moze on by¢ rozwiazaniem
optymalnym, gdyz tamie nasze ograniczenie.

3 Programowanie matematyczne

Programowanie matematyczne jest metoda optymalizacji, w ktérej konstruowany jest model
matematyczny problemu.
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3.1 Zmienne decyzyjne

Rozwigzanie problemu modelowane jest przez zmienne decyzyjne. Rozne zestawy warto-
Sci jakie mogg przyja¢ zmienne decyzyjne odpowiadaja réznym rozwiazaniom problemu. Dla
rozpatrywanego powyzej problemu imprezy rozwiazaniem jest zbior produktéw, ktore zostana
zakupione. Zauwazylismy, ze dla kazdego produktu musimy podjaé¢ decyzje czy kupimy go czy
nie. W zwigzku z tym, mozemy zdefiniowaé nastepujace zmienne decyzyjne:

x; - decyzja czy i-ty produkt zostanie zakupiony, z; € {0,1},i=1,..,6
Przykladowe rozwiazania to np.:
(a) 1 = 1,29 = 1,23 = 0,24 = 0,25 = 1, 26 = 0: kupujemy pizze, chleb i tort
(b) 1 = 0,29 = 1,23 = 1,24 = 0,25 = 0,26 = 0: kupujemy chleb i mleko
(¢c) 21 =0,29 = 0,23 = 0,24 = 1,25 = 1,26 = 0: kupujemy kawe i tort

W rozpatrywanych przez nas problemach bedziemy mie¢ najczesciej do czynienia z nastepuja-
cymi typami zmiennych:

rzeczywiste zmienna moze przyja¢ dowolng wartos¢, nie nakladamy zadnych ograniczen na
wartosci przyjmowane przez zmienng

calkowitoliczbowe, z; € Z, zmienna moze przyjmowacé tylko wartosci catkowite, np. problem
produkcji, gdzie nie mamy mozliwosci wyprodukowania 2% stotu

binarne, z; € {0,1}, warto$¢ zmiennej nalezy do zbioru {0, 1}, np. problem w ktérym odnosnie
kazdego z elementéw rozwiazania musimy podjaé¢ decyzje tak (1) lub nie (0)

3.2 Funkcja celu

Aby odnalezé rozwiazanie najlepsze pod wzgledem przyjetych przez nas kryteriéw niezbed-
na jest funkcja celu. Funkcja ta przypisuje kazdemu rozwigzaniu wartos¢ okreslajaca na ile jest
ono dobre. Skoro funkcja celu ma pozwoli¢ poréwnaé pomiedzy soba rozwigzania, a rozwigza-
nia sa modelowane za pomocg zmiennych decyzyjnych, funkcja ta musi by¢ funkcja zmiennych
decyzyjnych. Ustaliliémy Zze w problemie imprezy chcemy maksymalizowaé zadowolenie gosci.
Zadowolenie gosci z konkretnego rozwiazania, np. rozwiazania (a) z poprzedniego rozdzialu mo-
zemy policzy¢ jako:

5+2+4=11

Zadowolenie z dowolnego rozwiazania obliczmy w nastepujacy sposob:
z=x1-a1+Tg a2+ T3 a3+ T4 a4+ T5- a5+ T ag

gdzie a; to stala okreslajaca aprobate dla i-tego produktu. Bardziej zwiezle mozna to zapisaé
jako:

6
Z:Zl‘i-ai
=1

3.3 Ograniczenia

W wigkszosci rzeczywistych probleméw pojawiaja sie ograniczenia, np. czas, powierzchnia
czy jak w problemie imprezy, pieniadze. Ograniczenia, podobnie jak funkcja celu, sa funkcjami
zmiennych decyzyjnych. Rozwiazania, ktére spelniaja ograniczenia nazywamy rozwiazaniami
dopuszczalnymi, takie ktore ich nie spelniaja, rozwigzaniami niedopuszczalnymi. W problemie
imprezy liczbe produktéw, ktére mozemy zakupié, ogranicza ich sumaryczna cena — nie mozemy
wydaé¢ wiecej niz 60 zi. Koszt konkretnego rozwiazania, np. rozwiazania (a) z poprzedniego
rozdziatu mozemy policzy¢ jako:

30+5+4+18 =253
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Koszt dowolnego rozwiazania obliczmy w nastepujacy sposob:
koszt =x1-c1+x2-co+x3 -3+ T4 Cq4 + 255+ T6 - Co

gdzie ¢; to stala okreslajaca cene i-tego produktu. Bardziej zwiezle mozna to zapisaé¢ jako:

6
koszt = ZSEZ e
i=1

Poniewaz koszt nie moze by¢ wickszy niz 60 zl ostatecznie ograniczenie bedzie wygladaé naste-

pujaco:
6

W standardowej postaci problemu programowania liniowego? dodawane jest jeszcze ograniczenie
na nieujemnosé zmiennych decyzyjnych:

W praktycznych problemach jest to tez czesto ograniczenie zdroworozsadkowe, nie jesteSmy
przeciez w stanie wyprodukowaé —2 stoléw.

3.4 Definicja problemu programowania matematycznego

Podsumowujac, ogélna definicja problemu programowania matematycznego wyglada naste-
pujaco:
max/min z = f(x1,xa,...,xy,)

przy ograniczeniach:
g1(x1, 2, .oy 2p) <0

X
g2(z1, 22, ..y ) <O

N

0

gm(ﬁlu .CUQ, an)

Jesli funkcja celu i wszystkie ograniczenia sa funkcjami liniowymi to mamy do czynienia z pro-
blemem programowania matematycznego liniowego, jesli natomiast chociaz jedna z tych funkcji
jest nieliniowa, to mamy do czynienia z problemem nieliniowym. Rysunek 2 przedstawia pro-
blem z liniowa i nieliniowa funkcja celu. W przypadku probleméw programowania liniowego
rozwiazanie, o ile istnieje, znajduje sie w wierzchotku obszaru rozwigzan dopuszczalnych.

4 Modelowanie probleméw optymalizacji

4.1 Optymalizacja kombinatoryczna

W poprzednim rozdziale zamodelowaliémy problem ustalenia menu imprezy jako problem
programowania matematycznego. Nasz problem moglibySmy zamodelowaé¢ réwniez jako problem
optymalizacji kombinatorycznej. Problem optymalizacji kombinatorycznej cechuje sie zbiorem
instancji, gdzie instancja to para: (S, f), S to zbiér wszystkich rozwiazan, a f to funkcja celu
przypisujaca rozwiazaniom warto$¢ funkcji oceny. Nasz problem utozenia menu z 5 produktow
jest instancja problemu ukladania menu, rozmiar zbioru wszystkich rozwiazan S okreslimy w
punkcie 4.3, funkcje oceny rozwiazania zdefiniowaliSmy w punkcie 3.2.

2pl.wikipedia.org/wiki/Programowanie_liniowe
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Rysunek 2: Problem z liniowa (a) i nieliniowa (b) funkcja celu.

4.2 Okreslenie czym jest rozwigzanie w problemie optymalizacji

Modelowanie problemu rozpoczynamy od okreslenia co jest rozwigzaniem tego problemu.
W przypadku problemu imprezy rozwigzaniem jest lista produktéw, ktore zakupimy na impreze.
WyobraZzmy sobie, ze naszym pomystem na startup jest aplikacja ukladajaca optymalne menu
na rézne okazje (Rysunek 3). Uzytkownik aplikacji wprowadzalby maksymalny koszt zakupow
oraz preferencje swoje i gosci, ktérych postanowil zaprosié¢ (np. stodkie, stone, obiadowe, trady-
cyjne, niskokaloryczne, chinskie, tajskie, wegetarianskie, bezglutenowe itd.). Nastepnie aplikacja
wykluczataby ze zbioru produktéw te ktére wykluczaja preferencje uzytkownika, np. produkty
miesne w przypadku menu wegetarianskiego. Kazdemu z pozostalych produktéw, bytaby przypi-
sywana aprobata, wyliczana na podstawie preferencji uzytkownika. Po odnalezieniu rozwiazania
posiadajacego najwieksza warto$¢ funkcji celu (sumarycznej aprobaty) byloby ono prezentowane
uzytkownikowi w postaci listy zakupow. Zwréémy uwage, ze tym co interesuje uzytkownika nie
jest koszt (jest on ustalony), ani warto$é¢ funkcji celu, tylko rozwigzanie — lista zakupéw do

zrobienia na impreze.

Rysunek 3: Interfejs aplikacji uktadajacej optymalne menu, wersja pre-alfa.

Po okreéleniu czym jest rozwigzanie w rozpatrywanym problemie optymalizacji mozemy za-
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stanowic sie jak reprezentowaé rozwiazanie, tak aby mozna bylo zastosowaé¢ do niego algorytmy
optymalizacji. Pomoze nam to tez okredli¢ ile jest wszystkich potencjalnych rozwigzan danego
problemu. Jak juz zauwazyliémy, w problemie menu dla kazdego z rozpatrywanych produktow
mozemy podja¢ dwie decyzje - tak lub nie. Rozwiazanie mozemy wiec reprezentowac za pomoca
ciagu binarnego, gdzie 1 odpowiada wybraniu danego produktu, a 0 niewybraniu go, np.:

pizza | chleb | mleko | kawa | tort | napdj
1 0 1 1 0 1

4.3 Okreslenie liczby rozwigzan

Dla pierwszego produktu (pizzy) mamy dwie mozliwoéci wyboru (tak lub nie), dla drugiego
(chleba) réwniez dwie, itd. Ponadto, wyb6r danego produktu nie wplywa na mozliwo$é wyboru
innego. Ostatecznie, liczba wszystkich potencjalnych rozwiazan to:

2.2.2.2.2.2=296

Rozpatrzmy inny problem — problem komiwojazera. Ma on odwiedzi¢ n miast, trasa musi
przechodzi¢ przez kazde miasto doktadnie raz. Zatem rozwigzaniem w tym problemie jest trasa —
lista miast, ktore po kolei odwiedzi komiwojazer. Reprezentacja rozwiazania jest permutacja n-
elementowa, gdzie n to liczba miast. Ile jest wszystkich permutacji bez powtorzen n elementow?
Pierwsze miasto mozemy wybrac sposréd n miast, kolejne juz tylko spo$réd n—1, poniewaz jedno
z miast juz znalazlto sie na trasie, nastepne sposrod n — 2, itd. Ostatecznie, liczba permutacji n
elementéw to:

n-(n—1)-(n—-2)-...-1=nl

Zastanéwmy sie jednak, czy wszystkie z n! permutacji reprezentuja rozne trasy? Zaktada-
jac, ze wracamy do miasta poczatkowego trasa Poznan-Warszawa-Krakow-Wroclaw jest taka
sama trasa jak Warszawa-Krakéw-Wroctaw-Poznan. Takich tras, gdzie miasta sa w tej samej
kolejnosci, ale réznia sie pozycja miast na liscie jest n. Dodatkowo, jezeli jako miare odlegtosci
przyjmujemy dystans w kilometrach, to problem jest symetryczny i trasa Poznan-Warszawa-
Krakow-Wroctaw jest taka samag trasa jak Wroctaw-Krakéw-Warszawa-Poznan. Zatem kazda
trasa jest wyrazona na 2 - n réznych sposobow, wiec liczbg réznych rozwiazan bedzie %

4.4 Zdefiniowanie funkcji oceny i ograniczen

Funkcja oceny pozwala na poréwnanie pomiedzy soba rozwiazan i wybér najlepszego. Funkcje
celu dla problemu ulozenia menu zdefiniowaliémy w punkcie 3.2 jako sumaryczne zadowolenie
gosci. W pierwotnej wersji problemu zatozyliSmy, ze mamy dana z géry aprobate gosci, zatem
rozwigzania oceniamy tylko na jednym kryterium - aprobacie goéci, wiec funkcja oceny jest
jednokryterialna.

Projektujac aplikacje, chcemy obarczyé¢ uzytkownika jak najmniejsza iloScia pracy przy ukta-
daniu menu. W zwiazku z tym nie zakladamy, ze dostarczy liste wszystkich mozliwych produk-
téw, nasza aplikacja bedzie w nia wyposazona. Nie oczekujemy tez, ze uzytkownik bedzie obliczal
aprobate dla kazdego z mozliwych produktéw, ma on tylko wprowadzi¢ swoje preferencje odno-
$nie menu (np. stodkie, stone, obiadowe, tradycyjne, niskokaloryczne, chinskie, tajskie, wegeta-
rianskie, bezglutenowe itd.)3. Widzimy wiec, ze rozwiazania beda ocenianie na wielu kryteriach.
Zastanowmy sie nad innymi udogodnieniami w organizacji imprezy jakie mogtaby oferowaé apli-
kacja. Jesli dysponowaliby$Smy informacja o tym czy dany produkt znajduje si¢ w konkretnym
sklepie moglibyémy dodaé kolejne kryterium oceny rozwiazania — sumaryczna odlegto$é do naj-
blizszych sklepow, w jakich znajduja sie produkty.

3W wersji ptatnej mozna by rozwazyé zastosowanie metod uczenia maszynowego do ustalenia preferencji uzyt-
kownika na podstawie jego aktywnosci na urzadzeniu mobilnym.



5 ALGORYTMY 10

Definicja funkcji oceny i ograniczen zalezy od celu. W przypadku organizacji imprezy zalo-
zylidmy, ze chcemy maksymalizowa¢ zadowolenie gos$ci mierzone przez aprobate dla produktow
spozywczych. Nie mozemy kupi¢ kazdego ze wszystkich rozpatrywanych produktéw, poniewaz
ogranicza nas budzet. Chcemy, aby projektowana przez nas aplikacja miata jak najszerszy za-
kres uzytkownikéw, wiec zastanawiamy czy moze sa jacys potencjalni uzytkownicy o odmiennych
celach. Rozpatrzmy problem osoby, ktora organizuje tradycyjne wesele. Ma ona juz bardzo ogra-
niczone Srodki, poniewaz duzo pieniedzy przeznaczyla na sale, orkiestre itd. Zalezy jej, aby na
stole znalazly sie potrawy spelniajace okre$lone kryteria, ale chce przeznaczy¢ na ten cel jak
najmniej srodkéw. W tym przypadku funkcja oceny méglby byé sumaryczny koszt menu, a
ograniczeniem sumaryczna aprobata wynikajaca z preferencji co do potraw. Rozwazamy wiec
wprowadzenie trybu maksymalizacji aprobaty i trybu minimalizacji kosztu, w zaleznosci od celu
uzytkownika.

5 Algorytmy

Po stworzeniu modelu problemu nadchodzi czas na rozwiazanie go za pomoca wybranego
algorytmu/algorytméw. W tym rozdziale krotko oméwimy ogdlna idee heurystyki i algorytmu
przeszukiwania, natomiast w rozdziale 6 i 7 doktadniej zostang omoéwione algorytmy przeszu-
kiwania lokalnego i algorytmy ewolucyjne. Heurystyki ,konstruujace” odrézniamy od meta-
heurystyk. Czasem mozna spotka¢ sie z uzyciem okredlenia ,heurystyka” w odniesieniu do
metaheurystyk, dlatego dla ujednoznacznienia dodajemy stowo ,konstruujaca”.

5.1 Heurystyki ,konstruujace”

Heurystyka jest algorytmem, ktéry buduje rozwigzanie wykorzystujac wiedze na temat pro-
blemu. Jaka heurystyke moglibyémy zaproponowaé dla problemu ulozenia menu? Wiadomo ze
naszym celem jest maksymalizacja aprobaty gosci. Mozna by wiec posortowaé produkty po
aprobacie gosci, wtedy lista wygladataby nastepujaco:

1. napdj — b5
2. pizza — 5
3. tort — 4

4. kawa — 3
5. chleb — 2
6. mleko — 1

Zauwazmy, ze pizza i nap0j maja taka samg aprobate gosci — mozemy np. przyjac zasade, ze jesli
produkty maja taka sama aprobata jako pierwszy na lidcie umieszczamy ten, ktéry ma nizsza
cene. Teraz wybieramy produkty zaczynajac od poczatku listy tak dlugo, az nie przekroczymy
budzetu. Na poczatku umieszczamy w menu napdj, poniewaz ma najwiekszg aprobate, nastep-
nie dodajemy pizze. Nie mozemy juz dodaé trzeciego pod wzgledem aprobaty tortu ani czwartej
kawy, poniewaz przekroczylibySmy budzet. Mozemy natomiast doda¢ chleb. To juz ostatni pro-
dukt, ktory mozemy dodaé¢ nie przekraczajac budzetu. Rozwiazaniem wygenerowanym przez
heurystyke jest zbiér {napdj, pizza, chleb}. Warto$é¢ funkcji oceny dla tego rozwiazania to 12, a
koszt to 55 zt.

Oczywiscie, mozemy zaproponowaé wiele innych heurystyk generujacych rozwiazanie dla tego
problemu. Zaleta heurystyki jest szybkosé¢ dziatania, wada brak gwarancji znalezienia rozwiaza-
nia optymalnego i koniecznos¢ znajomosci dziedziny problemu.

5.2 Algorytm przeszukiwania

W algorytmach przeszukiwania generowane i oceniane sa rozwiazania ze zbioru wszystkich
mozliwych rozwiazan.
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Algorytm przeszukiwania dokladnego Pierwszym pomystem na algorytm przeszukiwanie
moze by¢ przeszukiwanie dokladne — wygenerowanie i ocena wszystkich potencjalnych rozwia-
zan. Niewatpliwa zaletg tego algorytmu jest gwarancja znalezienia rozwigzania optymalnego.
Niestety, ze wzgledu na rozmiar przestrzeni rozwiazan dla niektérych probleméw niemozliwe
moze by¢ uzyskanie rozwigzania w sensownym czasie.

Algorytm przeszukiwania losowego Kolejnym podejéciem do przeszukiwania przestrzeni
rozwigzan moze by¢ generowanie losowych rozwigzan, tak dlugo az nie upltynie okreslony czas.
Kazdorazowo po wygenerowaniu losowego rozwiazania sprawdzamy, czy wartos$¢ jego funkcji celu
jest lepsza niz dla najlepszego dotad znalezionego rozwiazania. Jedli tak, staje si¢ ono nowym
najlepszym dotad znalezionym rozwiazaniem.

Metaheurystyki Metaheurystyki sa strategiami przeszukiwania przestrzeni rozwiazan, ktére
nie wymagaja, w przeciwienstwie do heurystyk, wiedzy o problemie. Np. te sama metaheury-
styke lokalnego przeszukiwania mozemy zastosowaé¢ do problemu ukladania menu na impreze
i dla problemu komiwojazera, po uprzednim zdefiniowaniu reprezentacji rozwigzania i relacji
sasiedztwa. Metaheurystyki nie daja gwarancji znalezienia rozwiazania optymalnego, ale zwykle
pozwalaja na znalezienie rozwigzania bliskiego optymalnemu.

6 Przeszukiwanie lokalne

Niektore problemy w praktyce okazuja sie zbyt trudne aby moéc je opisa¢ metoda programo-
wania liniowego, badz tez stworzy¢ algorytm gwarantujacy znalezienie rozwigzania optymalnego
w rozsadnym czasie. Przykladem takiego problemu moze byé problem komiwojazera (TSP,
traveling salesman problem).

Przeszukiwanie lokalne (LS, local search) jest metaheurystyka. Oznacza to dwie rzeczy:

a) nie daje ono gwarancji znalezienia rozwiazania optymalnego,
b) mozna je zastosowaé do praktycznie dowolnego problemu.

Jednoczesnie jednak, LS bedzie zazwyczaj dziata¢ szybko i czesto bedzie znajdywaé stosunkowo
dobre rozwigzania, w zwiazku z czym jest to metoda optymalizacji czesto stosowana w praktyce.

Zanim przejdziemy dalej, warto w paru zdaniach podsumowaé calg ide¢ przeszukiwania lo-
kalnego. Przyjmijmy najpierw trzy zalozenia:

a) jesteSmy w stanie oceni¢ jakosé kazdego rozwiazania (jego fitness),

b) dla kazdego rozwiazania jesteSmy w stanie podaé¢ zbiér rozwiazan podobnych (jego sa-
siedztwo),

¢) rozwiazania podobne beda podobne nie tylko pod wzgledem zapisu, ale réwniez wartosci
funkcji celu.

Zaczynamy poszukiwania naszego dobrego rozwigzania od pewnego losowego, niekoniecznie do-
brego rozwiazania. Sprawdzamy jakosé¢ kazdego z jego sasiadow i przechodzimy do najlepszego z
nich jesli jest lepszy od naszego rozwiazania aktualnego. Rozwigzanie do ktérego przechodzimy,
staje sie naszym nowym rozwiazaniem aktualnym. Powtarzamy ten proces tak dtugo, az zaden
z sasiadOw naszego rozwiazania aktualnego nie jest od niego lepszy (rozwiazanie takie nazwiemy
optimum lokalnym, w odréznieniu od optimum globalnego ktére jest najlepszym mozliwym
rozwiazaniem) — koniczymy wtedy wykonanie algorytmu.

Przydatnym moze okazaé sie wyobrazenie sobie dziatania LS jako wspinaczke gérska we mgle.
Chcemy wejs¢é na szczyt, nie wiemy jednak gdzie sie on znajduje — mgla ogranicza nasze pole
widzenia jedynie do naszego najblizszego otoczenia (rozwiazania podobne, sasiedzi). Nie wiedzac
nic o geografii okolicy, naturalnym pomystem bedzie wiec kierowanie sie w strone gdzie teren sie
najbardziej podwyzsza. Ostatecznie skoniczymy w punkcie, ktéry jest lokalnie najwyzszy. Jako
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Rysunek 4: Nie zawsze najbardziej stromy szczyt jest najwyzszy.

ze jest mgla i nie mozemy stwierdzi¢ czy jest to nasz wysniony szczyt czy tez nie — konczymy
wedrowke.

6.1 Greedy i Steepest

Gwoli $cistosci, przeszukiwanie lokalne wystepuje w dwéch odmianach: greedy i steepest.
Powyzszy opis dotyczy odmiany steepest, ktéra (jak sama nazwa wskazuje) zawsze bedzie prze-
chodzita do najlepszego rozwiazania sasiedniego (odwolujac sie do naszej metafory: wspina sie
zawsze tam gdzie najbardziej stromo). Istnieje jednak réwniez odmiana greedy, ktéra rézni sie
od steepest’a tym, ze nie przechodzi do najlepszego rozwiazania sasiedniego, ale do pierwszego
przejrzanego rozwiazania sasiedniego ktére jest lepsze niz aktualne (a wiec jest zachlanna / nie-
cierpliwa). Zauwaz, iz w przypadku metody greedy istotna moze okazaé sie kolejnosé przegladania
rozwigzan sgsiednich!

Ktére z tych dwbéch podejsé jest lepsze? Mozna to oceniaé¢ na podstawie dwdch kryteriéw:
predkosci dziatania i jakosci znajdywanych rozwigzan. Na pierwszy rzut oka moze sie¢ wydawac,
ze greedy bedzie szybszy (w konicu nie przeglada wszystkich rozwiazan w sasiedztwie!) a steepest
bedzie znajdowadé lepsze rozwiazania (w koncu zawsze idzie w najlepszym mozliwym kierunku!).
W praktyce okazuje sie jednak, iz nie ma istotnych réznic miedzy tymi podejSciami.
Dlaczego?

Najpierw spdjrzmy na czas dziatania. Podczas gdy prawdziwym jest stwierdzenie, iz greedy
sprawdza w kazdym kroku mniej rozwigzan sasiednich, w praktyce oznacza to, ze jego podroz
do optimum lokalnego nie idzie najkrétsza Sciezka! W zwiazku z tym, érednia liczba rozwigzan
odwiedzonych przez metode greedy w trakcie dziatania catego algorytmu jest poréwnywalna do
tej uzyskiwanej przez metode steepest.

Jesli chodzi o jakosé znajdowanych rozwiazan, to czy lepsze rozwiazanie znajdzie greedy czy
steepest bedzie zalezalo zaréwno od rozwigzywanego problemu, jak i od obranego rozwiazania
startowego. Mogloby sie wydawad, iz steepest powinien osiagac lepsze rezultaty, poniewaz zawsze
wybiera najlepsze rozwigzanie w sasiedztwie. Zauwaz jednak, iz nie ma podstaw aby twierdzié,
ze przechodzac do rozwiazania ktore nie jest lokalnie najlepsze pogarszamy swoje szanse na zna-
lezienie optymalnego rozwiazania — tak dtugo jak zawsze przechodzimy do rozwiazania lepszego
niz aktualne, mamy gwarancje, iz rozwigzanie aktualne bedzie sie poprawia¢ w ramach naszej
podrézy! Wracajac raz jeszcze do goérskiej metafory: czasem steepest zaprowadzi nas na jakas
pomniejszg iglice skalna, podczas gdy greedy spokojnym trawersem pozwoli nam dotrzeé na sam
szczyt!

Gdyby powyzsze rozwazania nie wystarczyly aby Cie przekonac¢, na Rysunku 5 znajduja sie
wyniki eksperymentéw dla réznych zestawéw miast (0§ X) w problemie komiwojazera.
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(d) Liczba krokéw algorytmu.

Rysunek 5: Poréwnanie dzialania metod greedy i steepest.

6.2 Schemat algorytmu
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Ponizszy (pythonopodobny) kod pokazuje ogblny schemat algorytmu lokalnego przeszukiwa-
nia (w tym wypadku w odmianie greedy). Jak wida¢ jest on bardzo prosty (podobnie jak sam
algorytm). Dysponujac wiedza na temat sposobu dzialania LS, sprébuj przeanalizowaé¢ ponizszy
kod. Jakie jest znaczenie zmiennej better? Co by sie stato gdybyémy pomineli polecenie break

z linii 107
r = losowe_rozwiazanie ()
better = True

while better:
better = False
for n in sasiedzi(r):

if fitness(n) > fitness(r):

r = n
better
break

= True

6.3 Sasiedztwo

Definicja sgsiedztwa jest prawdopodobnie najwazniejszym elementem przygotowania pro-
blemu do bycia rozwiazanym za pomoca metody LS. Sasiedztwo rozwigzania r to w praktyce
skonczony zbiér rozwiazan podobnych (najlepiej semantycznie) do rozwiazania r. Zazwyczaj
rozwiazania podobne syntaktycznie beda jednoczeénie podobne semantycznie, aczkolwiek nie
zawsze musi tak by¢. Przykladem moga by¢ programy komputerowe — zmiana jednego warunku
if (ich syntaktyka) moze mieé olbrzmymi wplyw na zwracane przez nie wartosci (ich semantyka)!
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Uzywajac nieco $cidlejszego jezyka: sasiedztwem rozwigzania r bedziemy nazywali taki zbior
rozwiazan N(r), ze dla kazdego rozwiazania n € N(r) zachodzi distance(r,l) < e (dla obranej
miary odlegloéci distance miedzy rozwiazaniami i wartosci €). W praktyce, zazwyczaj € = 1
ale mozemy je zwieksza¢ w celu powiekszenia naszego sasiedztwa (zauwaz, ze im wieksze € tym
wiecej rozwiazan bedzie naleze¢ do naszego zbioru N(7)). Miara odleglosci distance moze by¢
ustalona w dowolny sposéb, nalezy jednak pamietaé, iz zalezy nam aby rozwiazania ktére sa
blisko siebie (niska wartosé¢ distance) mialy podobna warto$é¢ funkeji celu. Nalezy tez upewnié
sie, iz nasza miara distance spelnia warunek distance(a,b) = distance(b,a) dla kazdej pary
rozwiazan a,b (oznacza to tyle, iz odleglo$é z punktu a do punktu b jest réwna odleglosci od
punktu b do punktu a).

Poprawnie zdefiniowane sasiedztwo powinno spelniaé¢ nastepujace warunki:

Ograniczenie na rozmiar Kazde rozwiazanie powinno zawiera¢ w swoim sasiedztwie conajm-
niej jedno rozwiazanie inne niz ono samo - w przeciwnym razie nigdy nie bedziemy w stanie
go opuscié, a wiec cala idea przeszukiwania lokalnego (przechodzenie pomiedzy sasiadami)
przestaje mie¢ sens!

7 drugiej strony, sasiedztwo nie powinno tez nigdy zawiera¢ wszystkich mozliwych rozwia-
zan. Oznaczaloby to bowiem, iz w kazdym kroku metody steepest dokonujemy pelnego
przegladu wszystkich rozwigzan (a w koncu uzywamy algorytmu LS aby tego wlasnie
uniknadl!).

W praktyce, rozmiar sasiedztwa powinien by¢ zawsze zbalansowany. Mniejsze sasiedztwo
oznacza, iz kazdy krok algorytmu bedzie trwal krécej (poniewaz bedziemy w nim przegla-
daé¢ mniej rozwiazan), jednak krokéw tych bedzie wiecej, a ponadto mamy wigksza szane
utkna¢ w optimum lokalnym (poniewaz mamy niewiele opcji opuszczenia go). Z drugiej
strony, duze sasiedztwo minimalizuje szanse na utkniecie w optimum lokalnym i liczbe
potrzebnych krokéw, jednak znacznie wydluza czas potrzebny no wykonanie kazdego z
nich.

Podobienstwo sasiadéw Rozwiazania sasiednie powinny by¢ do siebie podobne (najlepiej se-
mantycznie) z dwoch wzgledéw.
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(a) Gladki krajobraz dostosowania — LS bedzie (b) Poszarpany krajobraz dostosowania — LS szyb-
dziatal bardzo dobrze. ko ugrzeznie w optimum lokalnym.

Rysunek 6: Poréwnanie rodzajéw krajobrazu przystosowania (0§ pozioma — rozwiazania, podob-
ne sa blisko siebie; 0§ pionowa — jakos$é rozwiazan).

Po pierwsze, jesli rozwigzania sasiednie sa do siebie podobne, nasza przestrzen przeszuki-
wanych rozwiazan (tzw. fitness landscape, krajobraz dostosowania) bedzie gladka —
patrz Rysunek 6a. Gladki krajobraz dostosowania ogranicza liczbe optiméw lokalnych, a
tym samym podnosi szanse iz LS zaprowadzi nas do optimum globalnego. Sytuacja gdy
rozwiazania sasiednie nie sa do siebie podobne (a wiec krajobraz dostosowania jest bar-
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dzo poszarpany) przedstawiona jest na Rysunku 6b — jak widaé¢ w takiej przestrzeni nasz
algorytm nie bylby w stanie zbyt wiele zdziatac.

Po drugie, jesli rozwiazania réznia sie jedynie w niewielkim stopniu, mozliwe, iz nie be-
dziemy musili oblicza¢ jakosci rozwiazan sasiednich od zera (co dla bardziej zlozonych
probleméw moze zajaé sporo czasu), a jedynie zmodyfikowaé warto$¢ funkcji celu naszego
aktualnego rozwiazania (co moze byé znacznie szybsze).

Brak odizolowanych rozwigzan Nasza definicja sasiedztwa musi zapewniaé, iz bedziemy w
stanie przej$¢ z kazdego rozwiazania do kazdego innego rozwigzania poruszajac sie od
sasiada do sasiada. Jesli warunek ten nie bedzie spelniony, napotkamy problem podobny
do tego gdy wielko$¢ sasiedztwa wynosi 1 — mozliwe, iz nie bedzie istniata Sciezka od
naszego rozwigzania startowego do rozwiazania optymalnego, a wigc nie bedziemy w stanie
go znalezdé!

6.4 Przyktad praktyczny — problem komiwojazera

Aby zwizualizowa¢ w praktyce dziatanie przeszukiwania lokalnego, sprobujmy rozwigzaé z
jego pomocsg problem komiwojazera. W tym celu musimy opracowaé trzy rzeczy:

a) reprezentacje rozwiazania,
b) funkcje celu,
c¢) definicje sasiedztwa.

Reprezentacja Dla kazdego problemu istnieje wiele mozliwych sposobow reprezentacji rozwia-
zania. Kazda z tych reprezentacji bedzie interpretowana w inny sposéb.

W problemie komiwojazera rozwigzaniem jest trasa przechodzaca przez wszytkie miasta,
przez kazde dokladnie raz. Jedli ponumerujemy miasta (od 1 do n, gdzie n to liczba miast),
mozemy reprezentowaé trase jako ciag liczb od 1 do n bez powtérzen. Cata informacja o
trasie jest zatem zawarta w kolejnosci wystepowania liczb — kazda permutacja takiego ciggu
bedzie osobnym, poprawnym rozwiazaniem. Przyktadowo, jesli mamy problem z piecioma
miastami, mozemy zapisaé jakie$ (losowe) rozwiazanie jako ciag:

(3421 5]

Rozwiazanie takie mozemy interpretowaé nastepujaco: zaczynajmy od miasta 3, potem
odwiedzamy po kolei miasta 4, 2, 11 5 po czym wracamy do miasta 3.

W dalszej czesci naszego rozwiazania bedziemy korzystali z reprezentacji opisanej powy-
zej. W celu dydaktycznym przedstawimy jednak ponizej reprezentacje alternatywana, aby
pokazaé, ze nie istnieje nigdy ,jedyna wladciwa reprezentacja” (chociaz niektére beda w
praktyce lepsze niz inne).

Wyobrazmy sobie tablice n wartosci, gdzie n to liczba miast. i-ta pozycja tablicy odpowia-
da¢ bedzie miastu o numerze i. Na kazdej pozycji tablicy mamy liczbe z zakresu < 0;1 >.
Mozemy wtedy interpretowac taka reprezentacje w nastepujacy sposob: odwiedzamy naj-
pierw miasto o najnizszej wartosci w tablicy, nastepnie miasto o kolejnej wyzszej wartosci,
itd. Przykladowym rozwiazaniem dla pieciu miast mogloby by¢:

[0.67 0.5 0.23 0.29 0.72]

Jego interpretacja jest doktadnie sama jak dla przyktadu w reprezentacji permutacyjnej.

Funkcja celu W przypadku problemu komiwojazera funkcjg celu bedzie dtugosé trasy. Moze-
my ja obliczy¢ sumujac odlegtoéci pomiedzy parami miast miedzy ktérymi przejezdzamy.
Nalezy pamietaé¢ jednak o dodaniu ponadto odlegto$ci miedzy pierwszym i ostatnim od-
wiedzonym miastem (droga powrotna).
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W problemie komiwojazera bedziemy chcieli minimalizowaé¢ warto$¢ tak zdefiniowanej
funkcji celu.

Definicja sasiedztwa Popularnym sasiedztwem dla rozwiazan reprezentowanych jako permu-
tacje (jak ma to miejsce w naszym przypadku) jest tzw. k-zamiana (k-opt, k-swap).
Polega ona na usunieciu z ciagu k elementéw a nastepnie wstawieniu ich ponownie na
wolne miejsca, w zmienionej kolejnoéci. Przyktadowo, dla 3-opt jednym z sasiadéw rozwia-
zania

[37482156}

bedzie rozwiazanie
(3247815 6]

(zmienili$my kolejno$¢ wystepowania trzech zaznaczonych elementéw).

Zastosujemy dla naszego problemu sasiedztwo 2-opt (zamiana dwoch elementéw miejsca-
mi). Jako odlegto$é¢ miedzy dwoma rozwiazaniami przyjmiemy ilo$é 2-zamian ktore trzeba
zastosowaé aby przejsé miedzy nimi. Ponadto, przyjmiemy ¢ = 1 a wiec w sasiedztwie
naszego rozwigzania tymczasowego bedziemy mieli jedynie takie rozwiazania ktére réznig
sie elementami na dwdch pozycjach.

W oczywisty sposob tak zdefiniowane sasiedztwo spelnia wymagania na rozmiar sasiedztwa
i brak odizolowanych rozwigzan. Jak wyglada jednak kwestia podobienstwa bliskich sobie
rozwigzan? Spdjrzmy na przyktad ponizej:

[123456789}
[128456739}

Facilities (8) Facilities (8)
Agents (1) Agents (1)

=

optifacility mooncader.com - 475 km optifaciiity mooncoder.com 476 km

Jak widaé jest catkiem dobrze - zmienita si¢ dtugosé jedynie czterech fragmentéw trasy.

Okazuje sie jednak, iz dla symetrycznego problemu komiwojazera da sie stworzyé lepsze
sasiedztwo (tj. takie gdzie rozwigzania sasiednie sg jeszcze bardziej do siebie podobne)!
Jako ze w symetrycznej wersji problemu komiwojazera kierunek odwiedzania miast nie ma
wplywu na jakosé funkeji celu (poniewaz odlegtosé z miasta A do miasta B jest zawsze
réwna odleglosci z miasta B do miasta A) mozemy zmodyfikowaé sasiedztwo 2-opt i zamiast
zamienia¢ dwa miasta miejscami na trasie, mozemy odwracaé caly przebieg trasy pomiedzy
nimi! Jak wida¢ na ponizszym przyktadzie, skutkuje to zamiang jedynie dwéch odcinkow
(w kontrascie do klasycznego 2-opt gdzie musieliSmy zamieniaé¢ az 4 odcinki).

[123456789]

[128765439]
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(8) #)
Agents (1) Agents (1)

iy

optifaciity moancoder.com TS km optifacility.mooncoder.com - ATSKkm -

W przypadku symetrycznego problemu komiwojazera bedziemy chcieli korzystaé ze zmo-
dyfikowanego sasiedztwa 2-opt — sasiedzi beda tu bardziej podobni do aktualnego rozwia-
zania, a wiec krajobraz dostosowania bedzie bardziej gtadki, a wiec bedzie w nim mniej
optiméw lokalnych, a wiec mamy wieksze szanse na znalezienie rozwiazania optymalnego
(optimum globalne)! Jednoczesnie jedak zauwaz, iz w przypadku asymetrycznej wersji TSP
nasz zmodyfikowany 2-opt bedzie dziatal bardzo Zle (czy potrafisz uzasadnié dlaczego?).

6.4.1 Wizualizacja procesu optymalizacji problemu komiwojazera

Szerokosc geograficana

A wiec mamy juz gotowe wszystko co bedzie nam potrzebne aby zminimalizowaé¢ diugosé
trasy przechodzacej przez polskie miasta. Ponizej, na Rysunku 7 zwizualizowano proces optyma-
lizacji pewnej losowej trasy poczatkowej, przy uzyciu permutacyjnej reprezentacji rozwiazania,
zmodyfikowanego sasiedztwa 2-opt oraz metody greedy. Czerwone odcinki reprezentuja odcinki
ktére sg w danym kroku usuwane z trasy, a zielone przerywane odcinki — te ktore sa dodawane.
Czarne odcinki reprezentujg czes¢ trasy, ktéra nie podlega zmianie.

531

52

51

49

5
[}

w1
=

Szerokosc geograficzna

w1
=

=) L L 49

12 14 16 15 20 22 24 26 1z 14 16 13 20 2 24 26
Diugosc geagraficzna Diugosc geograficzna

(a) Dlugosé trasy = 2603.77km (b) -8.55km
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Szerokosc geograficzna

Szerokosc geograficzna

Szerokosc geograficzna

Szerokosc geograficzna
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Rysunek 7: Proces optymalizacji dlugosci trasy w problemie komiwojazera przy uzyciu przeszu-
kiwania lokalnego.

7 Algorytmy ewolucyjne

Chociaz LS jest w stanie znalezé w bardzo szybkim czasie rozwiazania optymalne lokalnie
(optima lokalne), dla trudniejszych probleméw optymalizacji jako$é takich rozwiazan moze nie
by¢ zadowalajaca. Mozemy wyrdznié¢ dwie istotne cechy (wady?) metody LS ktére sa odpowie-
dzialne za ten stan rzeczy.

Po pierwsze, metoda ta dziala lokalnie, co oznacza, iz fragment przestrzeni rozwigzan, ktéry
bedzie przeszukany jest niezwykle maly w poréwnaniu do rozmiaru calej tej przestrzeni (w do-
wolnym momencie nasze aktualne rozwigzanie jest tylko kropla w calym oceanie mozliwosci!).
W praktyce skutkuje to tym, iz znalezione rozwiazanie jest bardzo silnie zalezne od obrane-
go punktu startowego. W zaleznoéci od charakterystyki problemu, procent rozwigzan bedacych
optimami lokalnymi moze sie rézni¢, jednak gdy liczba wszystkich mozliwych rozwiazan jest
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bardzo duza, nawet niewielki jej ulamek bedzie mégt byé bardzo duzg wartoscia. Oznacza to,
ze godzac sie na zbieznosé¢ do najblizszego optimum lokalnego co prawda zmiejszamy rozmiar
przestrzeni rozwiazan (a ich érednia jako$é bedzie wyzsza niz Srednia jakos$é rozwiazan w orygi-
nalnej przestrzeni), jednak w tej nowej przestrzeni wybieramy po prostu losowe rozwiazanie (lub
— w przypadku wielokrotnych powtérzen LS z réznych pozycji startowych — uzywamy random
search’a).

Po drugie, LS nie pozwala nam nigdy na podjecie akcji ktére pogorszyltyby jakos¢ naszego
aktualnego rozwiazania. Oznacza to, iz optimum lokalne dziata jak swego rodzaju putapka — w
momencie gdy je znajdziemy algorytm konczy sie, poniewaz nie jesteSmy juz w stanie dokonaé
zadnego innego ruchu.

Algorytmy ewolucyjne (evolutionary algorithms, EA) sa metaheurystyka, ktéra prébuje ,wy-
leczy¢” obie w wymienionych powyzej ,,chorob” metody LS. Zamiast skupiaé¢ sie w dowolnym
momencie tylko na jednym z rozwigzan, EA bedzie przygladac sie jednoczesnie duzej grupie réz-
nych rozwigzan. Ponadto, zamiast przemieszczaé sie¢ w przestrzeni rozwiazan w systematyczny
i deterministyczny sposéb jak ma to miejsce w LS, EA bedzie przegladaé przestrzen rozwiazan
w sposOb znacznie bardziej chaotyczny, co powinno pozwoli¢ mu uniknaé¢ zatrzymania sie w
wiekszosci optiméw lokalnych.

7.1 Poréwnanie z ewolucja biologiczna

Sama nazwa algorytmu ewolucyjnego sugeruje jakis zwiazek z ewolucjg biologiczna. Nalezy
jednak pamieta¢, iz ewolucja biologiczna stuzyta tutaj zaledwie jako inspiracja do stworzenia
metody EA, a wiec nie wszystkie elementy wystepujace w biologii musza mie¢ swoje odzwiercie-
dlenie w algorytmie i vice versa. Algorytm ewolucyjny NIE jest symulacja ewolucji biologicznej,
a jedynie metaheurystyczng metoda optymalizacji!

Pomimo powyzszych zastrzerzen, skorzystanie z metafory biologicznej moze by¢ pomocne dla
celu lepszego zrozumienia dziatania algorytmu EA (zaréwno jak on dziala, jak réwniez dlaczego
on dziala). Ponizej zamieszczona jest tabelka zestawiajaca istotne elementy ewolucji biologicznej
z ich algorytmicznymi odpowiednikami.

H Ewolucja (biologia) ‘ Algorytm ewolucyjny

osobnik || Pojedynczy unikalny organizm. Pojedyncze rozwigzanie dopusz-
czalne.
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jak jest opisany?

Genotyp w postaci kodu DNA
zlozonego z zasad azotowych nu-
kleotydow (litery A, C, T i G).

Genotyp zalezny od problemu
optymalizacji (np. permutacja
miast [1 6 2 5 4 3] dla pro-
blemu TSP lub wektor binarny
00110101 dla problemu plecako-
wego).

co jest opisane?

Struktura ciata i moézgu orga-
nizmu, jego predyspozycje oraz
pewne wrodzone instynkty (jego
zachowanie)

Konkretne rozwigzanie problemu
(np. konkretna trasa w problemie
TSP) oraz jego jakosé (wartosé
fitnessu)

grupa

Populacja podobnych, jednak
réznorodnych organizméw ktore
moga wchodzi¢ ze soba w inte-
rakcje i sie rozmnazaé (np. stado
antylop).

Populacja
(zazwyczaj o pewnym stalym,
ustalonym rozmiarze) pokrywa-
jaca pewien obszar przestrzeni
rozwiazan.

roznych rozwiazan

rozmnazanie

W zalezno$ci od gatunku, plcio-
we lub bezplciowe: stworzenie
nowego, niezaleznego organizmu
podobnego do organizméw rodzi-
cielskich.

Stworzenie nowego rozwiazania
w oparciu o inne rozwiazanie
(rozwiagzania).

mutacja

Losowa zmiana wprowadzana do
genotypu w ramach procesu roz-
mnazania.

Operator mutacji wprowadza lo-
sowa, drobng modyfikacje do ist-
niejacego juz rozwiazania. Mo-
ze by¢ traktowany jak zastgpie-
nie rozwiazania innym, losowym
rozwigzaniem z jego sasiedztwa
(zdefiniowanego tak samo jak w
przypadku metody LS). Dla pro-
blemu TSP moze by¢ to zamiana
pozycji dwoch miast w permuta-
¢ji (np. [12345] — [14325)).

krzyzowanie

Polaczenie genotypéw rodzicéw
poprzez losowy wybdr dla kaz-
dego z gendow rodzica od kté-
rego gen ten bedzie wrziety.
W uproszczeniu: dla osobnikéw
ATTGGCAC oraz CTCG-
GAAT, przykladowym efektem
krzyzowania moze by¢ osobnik
ATTGGAAT.

Operator krzyzowania ma na ce-
lu stworzenie nowego rozwiaza-
nia na podstawie dwéch (lub
wiecej) rozwiagzan rodzicielskich.
Cho¢ implementacja tego opera-
tora bedzie si¢ réznita w zalez-
nosci od problemu, zawsze po-
winien on spelnia¢ nastepujace
wymagania: a) efekt krzyzowa-
nia (dziecko) powinno byé po-
prawnym rozwiazaniem dopusz-
czalnym, b) dziecko powinno la-
czy¢ w sobie cechy obu rozwiazan
rodzicielskich (np. w przypadku
problemu TSP: czes¢ miast jest
odwiedzana w kolejnosci zgodnej
z jednym rodzicem, a cze$¢ w ko-
lejnosci zgodnej z drugim rodzi-
cem).

21
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presja selekcyjna

Presja selekcyjna wynika z wie-
lu czynnikéw, takich jak zdolnosé
przetrwania i zdobywania pozy-
wienia, ogoélne zdrowie i atrak-
cyjnosé w oczach osobnikéw plci
przeciwnej, troska o przetrwanie
potomstwa itd. Mozemy powie-
dzieé, iz srodowisko w ktérym zy-
ja osobniki wywiera na nie presje,
ktéra sprawia, iz niektore osobni-
ki beda z wigkszym sukcesem niz
inne propagowaé dalej swéj ma-
terial genetyczny. Wtlasnosci po-
pulacji osobnikéw beda sie wiec
zmienia¢ w taki sposob, aby jak
najlepiej dostosowaé sie do wa-
runkéw otoczenia.

7.2 Schemat algorytmu ewolucyjnego

Presja selekcyjna ustalana jest
przez operator selekcji, ktéry wy-
biera z populacji rozwigzania do
rozmnazania na podstawie ich ja-
kosci (fitnessu). Lepsze rozwiaza-
nia powinny mie¢ wieksza szan-
se na zostanie wybranym do roz-
mnazania niz rozwigzania o ni-
skiej jakosci, jednak operator se-
lekcji powinien by¢ stochastycz-
ny, t.j. pozwala¢ z pewnym praw-
dopodobienstwem na wybér kaz-
dego (nawet stabego) rozwiaza-
nia. Istnieja rézne wersje opera-
tora selekcji, np. selekcja ruletko-
wa (proporcjonalna) czy tez se-
lekcja turniejowa.

22

Mozliwych jest wiele implementacji algorytmoéw ewolucyjnych réznigcych sie szczegdtami,

jednak jednoczesnie zachowujacych wszystkie wymienione wyzej elementy i wtasnosci. Opiszemy
dokladniej tylko dwie z nich — podejscie generacyjne (bedace de facto najbardziej klasyczna
wersja EA) oraz tzw. steady-state.

7.2.1 Podejscie pokoleniowe

Podejscie pokoleniowe mozna opisa¢ za pomoca ponizszego schematu:

1. Stwérz pusta populacje startowg P o rozmiarze N.
2. Wypelnij populacje P rozwiazaniami losowymi.

3. Dopdki nie zostanie spelniony warunek koncowy (okreslona liczba iteracji, czas obliczen
badz jako$¢ najlepszego znalezionego rozwiazania) powtarzaj:
(a) Kazdemu rozwiazaniu z P przypisz jego jako$¢ (fitness).
(b) Stwoérz pusta populacje P’.
(¢) Dopdki populacja P’ ma mniej niz N elementéw, powtarzaj:
i. Losowo zdecyduj ktérego operatora genetycznego (mutacja badz krzyzowanie)
uzyjesz do stworzenia nowego rozwigzania.
ii. Korzystajac z operatora selekcji, losowo wybierz rozwiazanie(a)-rodzica(6w).

iii. Uzyj wybranego uprzednio operatora genetycznego na rodzicach aby stworzy¢
rozwiazanie-dziecko.

iv. Dodaj nowo utworzone rozwigzanie do populacji P’.
(d) Ustaw P = P'.

7.2.2 Steady-state

Podejscie steady-state mozna opisa¢ za pomocg ponizszego schematu:

1. Stwoérz pusta populacje startowa P o rozmiarze V.
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2. Wypelij populacje P rozwigzaniami losowymi.
3. Kazdemu rozwiazaniu z P przypisz jego jakos¢ (fitness).

4. Dopo6ki nie zostanie spelniony warunek koncowy (okreslona liczba iteracji, czas obliczen
badz jako$¢ najlepszego znalezionego rozwiazania) powtarzaj:

(a) Korzystajac z operatora selekcji negatywnej (np. losowego) wybierz i usun z populacji
jedno z rozwiazan.

(b) Losowo zdecyduj ktérego operatora genetycznego (mutacja badz krzyzowanie) uzyjesz
do stworzenia nowego rozwigzania.

(c¢) Korzystajac z operatora selekcji (tym razem pozytywnej), losowo wybierz rozwiazanie(a)-
rodzica(6w).

(d) Uzyj wybranego uprzednio operatora genetycznego na rodzicach aby stworzy¢ rozwiazanie-
dziecko.

(e) Nowo utworzonemu rozwiazaniu przypisz jego jako$é (fitness).

(f) Dodaj nowo utworzone rozwiazanie do populacji P.

Jak widzisz, w podejsciu steady-state nigdy nie tworzymy od nowa calej populacji, lecz raczej
w kazdej jego iteracji usuwamy i dodajemy tylko jedno rozwiazanie. Oznacza to, iz informacja
o nowo przebadanym punkcie przestrzeni rozwigzan moze byé¢ uzyta przez nasz algorytm tak
szybko jak to mozliwe (tj. juz w kolejnej jego iteracji). W praktyce skutkuje to czesto tym, iz by
odnalezé optimum globalne EA w odmianie steady-state potrzebuje sprawdzi¢ mniejsza liczbe
rozwigzan niz EA w odmianie pokoleniowej.

7.3 Eksploracja i eksploatacja

Dwoma bardzo istotnymi hastami zwigzanymi z algorytmami ewolucyjnymi jest eksploracja
oraz eksploatacja.

O eksploracji mozemy méwi¢ w momencie gdy prébujemy testowaé nowe obszary w prze-
strzeni rozwiazan. W algorytmach ewolucyjnych za eksploracje odpowiedzialne sa operatory
genetyczne (sekcja 7.4) pozwalajace tworzyé nowe rozwiazania. Zauwaz, iz same operatory ge-
netycze sa ,Slepe” — tworzac nowe rozwigzanie nie wiedzg czy bedzie ono lepsze, gorsze czy tez
rownie dobre co rozwigzania-rodzice! Oznacza to, iz operatory genetyczne stuza do prébkowania
przestrzeni rozwiazan w celu znalezienia czego$ (jakiego$ rozwiazania) ktére moze okazaé sie
przydatne w przyszlosci (byé¢ wysokiej jakosei).

Niestety, eksploatacja bez eksploracji nie bedzie w stanie odkryé zadnych ponadprzeciet-
nie dobrych rozwigzan, poniewaz nie zwaza ona na jako$¢ tworzonych rozwigzan. O eksploracji
mozemy méwi¢ w przypadku gdy skupiamy sie na poszukiwaniu rozwigzania optymalnego w
obiecujacych okolicach przestrzeni rozwiazan, tj. w sasiedztwie znanych nam juz rozwigzan o
wysokiej wartoéci fitnessu. Do tego celu stuzyé nam bedzie w EA operator selekcji, oméwio-
ny dokladniej w sekcji 7.5. Przykladem metaheurystyki, ktéra skupia sie jedynie na aspekcie
eksploatacji (jednoczesnie radosnie ignorujac aspekt eksploracji) jest znany Ci juz algorytm LS.

Aby skutecznie znalezé dobre rozwiazanie musimy utrzymywacé balans pomiedzy aspektami
eksploracji i eksploatacji. Wyobraz sobie, iz stoisz w lodziarni przed lada z lodami o réznych,
nieznanych ci smakach i probujesz znajezé taka kombinacje, ktora bedzie dla Ciebie jak naj-
smaczniejsza. Zaczniesz od sprawdzenia losowych smakéw, jednak jesli przy kolejnych wizytach
bedziesz zamawiaé jedynie te ktére najbardziej Ci do tej pory smakowaly, mozesz nigdy nie
znalez¢ tych ktére w rzeczywistosci byty by dla ciebie najlepsze. Z drugiej strony, nie byloby
rozsadnym zawsze zamiawia¢ jakies nowe, nieznane ci smaki, poniewaz istnieje ryzyko, ze wiek-
szo$¢ z nich by ci nie pasowala. Najlepsza strategia byloby wiec zamawiaé kombinacje uwgled-
niajac te smaki o ktérych juz wiesz, ze ci odpowiadaja, jednoczesnie jednak od czasu do czasu w
ramach eksperymentow testujac nowe, nieznane smaki. Innymi stowy, najlepsza strategia byloby
zbalansowanie aspektow eksploracji i ekploatacji.
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7.4 Rola operatoréw genetycznych

Aby zrozumieé role mutacji i krzyzowania, warto przeanalizowaé¢ dzialanie algorytmu ewo-
lucyjnego w ktérym brakuje jednego z tych elementow.

Jesli zabraknie nam operatora mutacji (bedziemy mieé tylko krzyzowanie), ré6znorodnosé ge-
notypéw w naszej populacji bedzie bardzo szybko spadaé, az w koncu skonczymy z populacja
peina klonéw! Dlaczego? Zauwaz, iz krzyzowanie nie wprowadza nowych rozwigzan do puli ge-
nowej, a jedynie laczy te juz istniejace. W kazdym pokoleniu niektére z fragmentéw genotypow
z poprzedniego pokolenia zostana ,zagubione”, tj. nie znajda sie one w zadnym z genotypow
wystepujacych w nowej populacji. Takie zagubione fragmenty genotypéw sg dla nas niestety
nieodwracalnie utracone, a co gorsza w kazdym pokoleniu bedziemy traci¢ kolejne. Oznacza to,
iz r6znorodnos$é¢ genetyczna populacji bedzie bardzo szybko maleé¢ (w szczegdlnodei jesli ustalimy
wysoka presje ewolucyjna), az w konicu wszystkie osobniki w naszej populacji beda dokladnie
takie same! Zwré¢ ponadto uwage, ze bez operatora mutacji nie jesteSmy w stanie znalezé zad-
nego rozwiazania ktore nie jest kombinacja rozwigzan istniejacych w populacji poczatkowej —
oznacza to, ze najprawdopodobniej nasz algorytm nie bedzie nawet w stanie odkry¢ zadnego
optimum lokalnego!

Przyjrzyjmy sie teraz sytuacji alternatywnej — posiadamy operator mutacji, jednak brakuje
nam operatora krzyzowania. Tym razem réznorodnos$¢ genetyczna nie bedzie az tak istotnym
problemem, poniewaz kazda z mutacji moze wprowadzi¢ do naszej puli genowej zupelnie nowe
»geny”. Bedziemy rowniez mogli odkryé¢ rozwiazania w okolicy rozwigzan optymalnych lokal-
nie. Czy oznacza to, ze EA nie potrzebuje operatora krzyzowania? Nie catkiem. Co prawda EA
bez krzyzowania jest w stanie znajdowaé calkiem dobre rozwiazania, jednak w takim wypadku
nie bedziemy niestety wykorzystywaé pelnego potencjalu tej metaheurystyki. Wyobraz sobie
nastepujaca sytuacje. Posiadamy w populacji dwa rézne, dobre rozwigzania. Kazde z nich jest
dobre w inny sposéb — odwolujac sie do przyktadu TSP, by¢ moze jedno z nich zawiera ,rozpla-
tany” fragment trasy na pélnocy Polski, podczas gdy drugie rozwigzanie zawiera ,rozplatany”
fragment trasy na potudniu. Gdyby$my posiadali operator krzyzowania, ich dziecko mogtoby po-
taczyé¢ dobre cechy obu rodzicéw — w naszym wypadku cala trasa bylaby ,rozplatana”. Niestety,
bez operatora krzyzowania nie istnieje zaden sposéb aby te dwa rozwiazania ze sobg potaczy¢.
Oznacza to, ze predzej czy pdzniej jedno z tych rozwigzan wyginie, a drugie bedzie musiato
rozplataé¢ druga czesé trasy samemu, przy uzyciu tysiecy mutacji. Przyznasz chyba, iz brzmi to
bardzo nieefektywnie!

Podsumowujac: aby stworzyé¢ skuteczny algorytm ewolucyjny potrzebujemy zaréwno ope-
ratora mutacji jak i krzyzowania. Mutacja dziala jak paliwo dorzucane do ognia ewolucji, po-
zwalajace ewolucji dziata¢ dluzszy czas i znajdywaé lepsze rozwiazania. Krzyzowanie pelni role
wymiany wiedzy miedzy réznymi rozwiazaniami, wiec bez niego kazde z rozwiazan musi si¢ uczy¢
samemu (a wyobraz sobie jak wygladalby dzisiejszy stan nauki gdyby ludzie przez ostatnie kilka
tysiecy lat nie wymieniali sie miedzy soba pomystami i obserwacjami!). Ponadto, mutacja zwiek-
sza réznorodno$é genetyczna populacji, podczas gdy krzyzowanie ja zmniejsza (tym niejmniej
oba z nich podpadaja pod aspekt eksploracji, nie eksploatacji).

7.5 Metody selekcji

Operator selekcji ma na celu w losowy sposéb wybieraé¢ rozwiazania na podstawie ktérych
beda tworzone nowe rozwiazania, zapewniajac jednoczesnie, ze rozwiazania o wyzszej jakosci
beda mialy wyzsza szanse na zostanie wybranym. Istnieje wiele sposobéw na zaimplementowanie
tego operatora, jednak oméwimy tutaj jedynie dwa z nich: selekcje ruletkowa (proporcjonalna)
i selekcje turniejows.

7.5.1 Selekcja ruletkowa

Selekcja ruletkowa przypisuje kazdemu osobnikowi (rozwiazaniu) w populacji prawdopodo-
bienstwo bycia wylosowanym proporcjonalne do jego wartoéci fitnessu. Ponizej znajduje sie przy-
ktad wyznaczania prawdopodobienstw dla populacji zawierajacej 5 osobnikow:
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nr ranga fitness prawdopodobienstwo

1 2 5.5 5.5/22 = 25%
2 5 1.5 1.5/22 ~ 7%
3 1 8 8/22 ~ 36%
43 5 5/22 ~ 23%
5 4 2 2/22 ~ 9%
suma 22 100%

W praktyce selekcja ruletkowa jest uzywana bardzo rzadko z kilku powoddéw.

Po pierwsze, jesli jedno z rozwigzan jest znacznie lepsze od pozostatych, moze ono szybko
zdominowaé calg populacje. Ryzyko zajscia tego zjawiska jest szczegdlnie wysokie na poczatku
ewolucji, gdy wiekszoS¢ rozwiazan jest jeszcze bardzo staba. Oznacza to, ze w przeciggu kilku
pierwszych pokolen réznorodno$é dostepnej nam puli genetycznej moze zostaé¢ bardzo szybko
zredukowana co jest z naszej perspektywy bardzo niepozadane.

Po drugie, w momencie gdy fitness wszystkich osobnikéw w populacji jest réwnoczesnie
wysoki i bardzo podobny (np. 999, 1000, 995 i 1003), prawdopodobienistwo bycia wybranym dla
kazdego z nich bedzie niemal identyczne, co oznacza, iz presja selekcyjna w naszym algorytmie
bedzie niemal niezauwazalna. To z kolei bedzie skutkowaé tym, ze poprawa rozwigzan bedzie
nastepowaé bardzo powoli.

7.5.2 Selekcja turniejowa

Selekcja turniejowa rézni sie od selekcji turniejowej tym, ze zamiast bazowaé¢ prawdopodo-
bienstwa wyboru osobnikéw bezposrednio na ich jakosci, bedziemy je uzaleznia¢ od ich rangi
w obecnej populacji. Jako range rozumiemy miejsce w ,rankingu jakosci” sporzadzonego dla
pelnej populacji, a wiec najlepszy osobnik bedzie mial range 1, drugi najlepszy range 2 itd. W
ten sposob bedziemy mogli uwolnié sie od probleméw opisanych powyzej dla selekcji ruletkowej
(czy potrafisz wyttumaczy¢ dlaczego?).

W praktyce, selekcja turniejowa realizowana jest w nastepujacy sposéb. Najpierw ustalamy
wartos¢ parametru t, nazywanego rozmiarem turnieju. Im wyzsza wartos$¢ t, tym wyzsza presja
selekcyjna w naszej populacji — innymi stowy tym bardziej bedziemy preferowali rozwiazania
dobre i tym bardziej bedziemy dyskryminowaé rozwiazania o niskiej jakosci (np. t = 1 oznacza
brak presji selekcyjnej, t = 3 Srednia presje, a t = 20 bardzo silna presje; w praktyce zalezy to
réwniez w pewnym stopniu od wielkosci naszej populacji, wigksze populacje wymagaja wiekszych
rozmiaréw turnieju). Nastepnie wybieramy z populacji w sposéb zupelnie losowy t rozwiazan.
Na koniec wybieramy do rozmnazania najlepsze z tych t rozwiazan. Dla t = 2 wykres zaleznosci
prawdopodobienstwa selekcji od rangi rozwigzania jest zaleznoscia liniowa, dla wyzszych wartosci
t staje sie on coraz bardziej wygiety w strone punktu (0,0) (a wiec ro$nie prawdopodobienstwo
wyboru osobnikéw bardzo dobrych, spada prawdopodobienistwo wyboru pozostatych osobnikéw).

8 Branch and Bound (WORK IN PROGRESS)

Tymczasowo odsytamy do prezentacji pod adresem http://www.cs.put.poznan.pl/mkomosinski/
materialy/optymalizacja/BB_DP.pdf
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