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Opis obrazu: cechy obiektów, ich pomiar i analiza
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Co to jest cecha?

Ang. feature
Dwa znaczenia tego terminu w analizie obrazów:

1 WartoúÊ (zazwyczaj skalarna) obliczona z obrazu (lub pola widzenia, region of
interest, ROI)

Np. obwód obiektu.
2 (Zazwyczaj drobny) obiekt/fragment obrazu który moøe wystÍpowaÊ w obrazie

wielokrotnie.
Np. w sensie feature tracking w sekwencjach wideo.

W tym rozdziale przyjmujemy interpretacjÍ 1.
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Cechy obiektów

Cel: uzyskanie opisu obrazu/obiektu o nastÍpujπcych w≥aúciwoúciach:
wysokiej zawartoúci informacyjnej,
zwiÍz≥oúci,
niezmienniczoúci (ang. invariant) ze wzglÍdu na róøne transformacje obrazu

najczÍúciej ze wzglÍdu na przesuniÍcie (T), skalowanie (S), obrót (R),
rzadziej: niezaleønoúÊ od innych zniekszta≥ceÒ (np. wynikajπcych z transformacji
3D).
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Cechy geometryczne i niegeometryczne

Cechy geometryczne: dotyczπ kszta≥tu obwiedni obiektu (np. pole powierzchni,
obwód, etc.).

(co wcale nie oznacza øe muszπ siÍ ograniczaÊ do analizy konturu obiektu)

Cechy niegeometryczne: zaleøπ od funkcji charakterystycznej (jasnoúci w obrazach
z gradacjπ stopni szaroúci), np. intenstywnoúÊ, kolor, tekstura.

Analiza tekstury.
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Proste cechy geometryczne
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Obwód

Definicja:

L =
⁄ 

x2(t) + y 2(t)dt

gdzie:
t — zmienna “kroczπca” (run length)
dt — odleg≥oúÊ kolejnych elementów

Na kracie kwadratowej, w zaleønoúci od wzajemnej orientacji sπsiadów:

dt = 1 lub dt =
Ô

2
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Pole powierzchni

Definicja:

A =
⁄ ⁄

dxdy

Obliczanie na podstawie brzegu:

A = 1
2

3⁄
y(t)dx(t)

dt dt ≠
⁄

x(t)dy(t)
dt dt

4

(+ wartoúÊ bezwzglÍdna)
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Przyk≥ad

0 1 2 3 4 50
1
2
3
4
5
6

t x y dx dy ydx ≠ xdy
1 1 1
2 2 1 1 0 1
3 3 1 1 0 1
4 4 1 1 0 1
5 4 2 0 1 -4
6 4 3 0 1 -4
7 4 4 0 1 -4
8 4 5 0 1 -4
9 3 5 -1 0 -5

10 2 5 -1 0 -5
11 2 4 0 -1 2
12 2 3 0 -1 2
13 1 3 -1 0 -3
14 1 2 0 -1 1
15 1 1 0 -1 1q

= ≠20

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Krzywizna

Definicja:

|Ÿ(t)|2 =
3

d2x
dt2

42

+
3

d2y
dt2

42

Naroøniki to lokalne maksima krzywizn

Bending energy (energia krzywizny):

1
L

L⁄

1

|Ÿ(t)|2dt
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Przyk≥ad

1 2 3 4 5 6 7
1
2
3
4
5
6
7

1
2

3
4

5
6

7
8

9

t x y dx dy d2x d2y Ÿ(t)2

1 1 1
2 2 2 1 1
3 3 3 1 1 0 0 0
4 4 4 1 1 0 0 0
5 5 5 1 1 0 0 0
6 5 6 0 1 -1 0 1
7 6 5 1 -1 1 -2 5
8 6 4 0 -1 -1 0 1
9 7 3 1 -1 1 0 1

t – kolejnoúÊ odwiedzania punktów

Pytanie
W jakiej sytuacji (dyskretnej) krzywizna jest maksymalna?
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Zastosowania

poszukiwanie naroøników,
testowanie symetrii obiektu,
na konturze, ale nie tylko, np.

przybliøeniu wielokπtami,
przybliøeniu funkcjami sklejanymi.
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Proste cechy geometryczne
Sygnatura
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Sygnatura

Jednowymiarowa (1D) reprezentacja brzegu (konturu) obiektu.

Moøe byÊ uzyskana w róøny sposób, zazwyczaj jako zaleønoúÊ pewnej miary odleg≥oúci
od pewnego punktu jako funkcja pewnej zmiennej niezaleønej, np.

odleg≥oúÊ euklidesowa od centroidu jako funkcja kπta: r(◊),
odleg≥oúÊ euklidesowa od centroidu jako funkcja zmienej kroczπcej krawÍdzi (np.
numeru punktu brzegowego),

W≥asnoúci: NiezmienniczoúÊ T, ale nie R i S.
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Sygnatury - przyk≥ady

Okrπg o promieniu a:
r(◊)

◊2fi

a a
◊

Kwadrat (romb) o boku a:

r(◊)

◊2fi

1/2
1/

Ô
2

a

◊
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Sygnatury

Zapewnienie niezmienniczoúci R: standaryzacja wyboru punktu startowego, np.
punkt najbardziej odleg≥y od centroidu
punkt na osi g≥ównej sk≥adowej (principal axis) najbardziej odleg≥y od centroidu
(lepsze, bo oparte na wszystkich punktach konturu).
kody ≥aÒcuchowe

Zapewnienie niezmienniczoúci S: normalizacja r(◊)
do przedzia≥u [0,1]; moøe byÊ zawodne, bo max i min mogπ wynikaÊ z szumów
poprzez dzielenie przez wariancjÍ r(◊) (przy za≥oøeniu øe niezerowa i
wystarczajπco duøa, øeby nie doprowadziÊ do k≥opotów zmiennoprzecinkowych).
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Proste cechy geometryczne
Szkielet
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Szkielet

Skeleton (thinning, skeletonizing)
Cel: redukcja kszta≥tu obiektu do grafu.

Definicja
Punkt szkieletowy (oú úrodkowa, ang. skeleton, medial axis) zbioru (obszaru) R to
punkt, który ma wiÍcej niø jednego najbliøszego sπsiada na brzegu B zbioru R. Szkielet
R to zbiór wszystkich punktów szkieletowych R.

Inaczej: punkty szkieletowe to punkty o tej w≥asnoúci, øe sπ úrodkami okrÍgów
ca≥kowicie zawartych w R, przy czym nie ma innego okrÍgu o tym samym úrodku
i wiÍkszym promieniu zawartego ca≥kowicie w R.
èród≥o: MAT (Medial Axis Transform) [Blum 67].
Nadaje siÍ g≥ównie do analizy cienkich obiektów.
PodatnoúÊ na drobne zniekszta≥cenia brzegów.
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Szkielet - przyk≥ady ciπg≥e
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Szkielet - przyk≥ad dyskretny

Problem z okreúleniem dok≥adnej równoúci odleg≥oúci.
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Szkielet

Twierdzenie
Jeøeli punkt P jest úrodkiem krzywizny punktu naleøπcego do brzegu B zbioru R, gdzie
krzywizna brzegu ma lokalne maksimum, to istnieje ga≥πü szkieletu koÒczπca siÍ w
punkcie P.

(Krzywizna to odwrotnoúÊ promienia okrÍgu stycznego do brzegu).
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Algorytmy wyznaczania szkieletu

wg definicji: pomiar odleg≥oúci od punktów konturowych
nieefektywne;

algorytmy wykorzystujπce operacje morfologiczne
efektywne,

algorytmy dedykowane, tzw. pocienianie (thinning)
efektywne, najczÍúciej stosowane w praktyce,

algorytmy szybkie, ale przybliøone, np. oparty na grafie przyleg≥oúci linii (GPL),
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Algorytmy wyznaczania szkieletu

Problem w geometrii dyskretnej:
trudnoúÊ ze zdefiniowaniem równoúci odleg≥oúci

?
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Algorytm szkieletyzacji przez pocienianie

Polega na iteracyjnym usuwaniu punktów konturowych, które nie sπ jednoczeúnie
punktami szkieletowymi.
Iteracje powtarza siÍ do momentu, gdy kolejny krok nie wprowadza zmian
(wszystkie punkty sπ jednoczeúnie konturowe i szkieletowe).
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Pocienianie - algorytm dedykowany

Funkcja pomocnicza: oblicza liczbÍ przejúÊ 0-1 w sπsiedztwie N8 bieøπcego punktu,
przeglπdajπc sπsiadów w porzπdku zgodnym z numeracjπ (kierunek przeciwny od ruchu
wskazówek zegara).

1: function N8Trans(p)
2: n Ω 0
3: for i Ω 0 . . . 7 do

4: if N8(p,i)=0 · N8(p,(i + 1) mod 8)=1 then

5: n Ω n + 1
6: end if

7: end for

8: return n
9: end function

Przyk≥ady:

N8Trans=1 N8Trans=2
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Pocienianie - algorytm dedykowany

1: procedure Szkielet(R)
R - zbiór punktów obszaru (zapalone, 1)
D - zbiór punktów do usuniÍcia (w kaødej iteracji alg.)

2: repeat

3: for p œ R do Û pÍtla po punktach obszaru
4: if |N8(p)| œ [2, 6] · N8Trans(p)=1 then

5: if (N8(p, 2) ú N8(p, 4) ú N8(p, 6) = 0 · Û warunek A
6: N8(p, 4) ú N8(p, 6) ú N8(p, 8) = 0)
7: xor

8: (N8(p, 2) ú N8(p, 4) ú N8(p, 8) = 0 · Û warunek B
9: N8(p, 2) ú N8(p, 6) ú N8(p, 8) = 0) then

10: D Ω D fi {p}
11: end if

12: n Ω n + 1
13: end if

14: end for

15: R Ω R \ D
16: until D = ÿ
17: end procedure

1
2 3

4
567

8
9

Kodowanie sπsiadów:
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Interpretacja

(warunek A)
...

(N8(p, 2) ú N8(p, 4) ú N8(p, 6) = 0 ·

N8(p, 4) ú N8(p, 6) ú N8(p, 8) = 0)
...

1 Przynajmniej jeden z N8-sπsiadów 2,4,6 nie naleøy do R
(tj. nie naleøa≥ do obszaru lub zosta≥ usuniÍty w jednej z poprzednich iteracji),

2 i przynajmniej jeden z N8-sπsiadów 4,6,8 nie naleøy do R.

1
2 3

4
567

8
9

Kodowanie sπsiadów:
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Przyk≥ad: kandydaci do usuniÍcia

Obszar Warunek A Warunek B

Ale: punkty naroønikowe nie zostanπ usuniÍte poniewaø tylko jeden z warunków A i B
moøe byÊ spe≥niony równoczeúnie (xor — exclusive or)
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Szkielet - algorytm dedykowany

MoøliwoúÊ usprawnienia:
szybkie ustalanie zbioru punktów konturu, które moøna usunπÊ w kolejnej iteracji,
zamiast przeglπdania wszystkich punktów w R, który moøe byÊ duøy.

Obserwacja:
punkty rozwaøane w bieøπcej iteracji muszπ leøeÊ w sumie sπsiedztw N8 punktów
rozwaøanych w poprzedniej iteracji.
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Szkieletyzacja a definicja odleg≥oúci

Definicja odleg≥oúci — wymagana:
nieujemnoúÊ,
zwrotnoúÊ,
symetrycznoúÊ,
spe≥nienie nierównoúci trójkπta.
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Definicja odleg≥oúci

Euklidesowa D2

D2 ((x1, y1), (x2, y2)) =
#
(x1 ≠ x2)2 + (y1 ≠ y2)2$ 1

2

Blokowa (city block, Manhattan) D4

D4 ((x1, y1), (x2, y2)) = |x ≠ x2| + |y1 ≠ y2|

“szachownicowa” (chessboard distance, norma Czebyszewa) D8

D8 ((x1, y1), (x2, y2)) = max(x1 ≠ x2, y1 ≠ y2)

W≥asnoúci:
D8 to liczba punktów w najkrótszej N8 úcieøce,
D4 to suma wartoúci bezwzglÍdnych sum przyrostów dx i dy (pomiÍdzy kolejnymi
punktami) w dowolnej úcieøce
wszystkie majπ sπ dyskretny zbiór wartoúci; ponadto D4 i D8 dajπ wartoúci
ca≥kowite.
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Definicja odleg≥oúci - przyk≥ad

OkrÍgi D4 oraz D8 o promieniu 4:
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Szkielet dla odleg≥oúci D2
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Szkielet dla odleg≥oúci D8

(Za≥oøenie: wymagamy, aby kwadrat by≥ styczny do krawÍdzi obiektu dwoma róønymi
bokami).
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Szkielet dla odleg≥oúci D8

Tak natomiast gdy stosujemy definicjÍ szkieletu dos≥ownie.
Takie podejúcie daje szkielet:

sk≥adajπcy siÍ z duøej liczby punktów,
bardzo wraøliwy na obroty obiektu
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Po (nieznacznym nawet) obrocie

Skokowa zmiana kszta≥tu szkieletu
=∆ koniecznoúÊ uprzedniej standaryzacji ze wzglÍdu na obrót.
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Proste cechy geometryczne
Opis krawÍdzi i konturów
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Opis krawÍdzi/konturu

Cel: uproszczony opis przebiegu konturu/krawÍdzi.
CzÍsto sprowadza siÍ do pewnej segmentacji krawÍdzi, polegajπcej na:

podziale krawÍdzi na fragmenty,
zastπpieniu krawÍdzi ≥amanπ, krzywπ, etc.

Przetwarzanie wstÍpne:
Naleøy zastosowaÊ wstÍpne wyg≥adzanie krawÍdzi, aby zapobiec powstaniu wielu
drobnych segmentów wynikajπcych z dyskretnej natury obrazu i niedoskona≥oúci
procesu jego akwizycji.
Na przyk≥ad: poprzez wÍdrówkÍ po brzegu i zastÍpowanie wspó≥rzÍdnych punktu
wypadkowπ (np. úredniπ) wspó≥rzÍdnych m sπsiadów.
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Kod ≥aÒcuchowy

Kod ≥aÒcuchowy reprezentuje brzeg obiektu przez sekwencjÍ prostych linii o okreúlonej
d≥ugoúci i kierunku.

kod 4-kierunkowy:

2 0

3

1

1

1

1
0 0

3 0
3

23
22

kod 8-kierunkowy:

4 0

6

2

5

13

7

1

2

3
0 0 0

5

6

7
444
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Shape number

Shape number (shape#, liczba/numer kszta≥tu) jest obliczany nastÍpujπco:
1 kod ≥aÒcuchowy =∆
2 wzglÍdny kod ≥aÒcuchowy (róønicowy) =∆
3 “normalizacja” poprzez takie obrócenie, aby kod potraktowany jako liczba mia≥

jak najmniejszπ wartoúÊ.
Czyli: pierwsza róønica (pochodna) o najmniejszej magnitudzie.

Rzπd liczby kszta≥tu: liczba cyfr (d≥ugoúÊ kodu)

Jak moøna zapewniÊ niezmienniczoúÊ R:
wyznaczyÊ major i minor axis
obróciÊ (nowy uk≥ad wspó≥rzÍdnych)
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Przyk≥ady

Kod ≥ancuchowy 0321
Di� 3333

Shape# 3333

Kod ≥ancuchowy 003221
Di� 303303

Shape# 033033

2 0

3

1

3 æ 2 = 3
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Przybliøenia wielokπtami

Ang. polygonal approximation

Cel: wyznaczenie „zgrubnego” kszta≥tu obiektu.

Algorytmy:
„gumka-recepturka”,
procedury ≥πczenia,
procedury podzia≥u.
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Algorytm „gumka-recepturka”

ang. minimum perimeter polygon

Wyobraü sobie, øe zbiór punktów brzegu figury to „kana≥” wyryty w bloku jakiegoú
materia≥u. Weü gumkÍ recepturkÍ i w≥óø ja do tego kana≥u; otrzymasz (pewne)
przybliøenie kszta≥tu wielokπtem.
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Algorytm „gumka-recepturka”

W≥asnoúci:
b≥πd rozumiany jako róønica pomiÍdzy d≥ugoúciπ gumki a rzeczywistym obwodem
figury dla kaødego punktu wynosi nie wiÍcej niø d

Ô
2, gdzie d to skok kraty.

czu≥e na szumy/zak≥ócenia,
wspó≥rzÍdne punktów opisujπcych ≥amanπ nie odpowiadajπ wÍz≥om kraty
(rozumianym jako úrodki punktów).
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Procedura ≥πczenia

Ang. merging
1 Idü wzd≥uø krawÍdzi tak d≥ugo, aø b≥πd úredniokwadratowy przybliøenia punktów

prostπ1 nie przekroczy pewnego progu.
2 Dodaj otrzymanπ prostπ do ≥amanej.
3 Jeøeli nie zosta≥ osiπgniÍty punkt wyjúcia, idü do 1.
4 Przeanalizuj pary kolejnych prostych, znajdujπc ich punkty przeciÍcia. Otrzymane

w ten sposób odcinki stanowiπ wielokπt przybliøajπcy.

1np. regresja liniowa
Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Procedura ≥πczenia - przyk≥ad

start

Problem „bezw≥adnoúci”:
Dla ma≥ych obiektów moøna próbowaÊ rozwiπzaÊ przez cofniÍcie siÍ do
poprzedniego punktu
Dla wiÍkszych obiektów nie da siÍ tego zrobiÊ
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Procedura podzia≥u

p - lista punktów tworzπcych wielokπt
1: p Ω ()
2: znajdü "ekstremalny" punkt brzegu1 i wstaw go do p
3: repeat

4: przejdü wszystkie odcinki ≥amanej i znajdü punkt brzegowy figury q
najbardziej odleg≥y od odpowiadajπcego mu odcinka (p[i ], p[i + 1])

5: wstaw punkt q na listÍ p pomiÍdzy punkty p[i ] i p[i + 1]
6: until warunek stopu2

1 2

3 4
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Procedura podzia≥u

1Znajdowanie punktu poczπtkowego:
np. jeden z punktów przeciÍcia osi g≥ównej z brzegiem.

2Warunki stopu:
przypadek trywialny: wszystkie punkty brzegu leøπ juø na otrzymanych odcinkach,
odleg≥oúÊ najbardziej odleg≥ego punktu q od odpowiadajπcego mu odcinka jest
mniejsza niø zadany próg,
liczba wierzcho≥ków ≥amanej osiπgnÍ≥a zadanπ wartoúÊ maksymalnπ.
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Procedura podzia≥u

Zaleta:
lepsza od algorytmu ≥πczenia.

Wady:
nieco wiÍksza z≥oøonoúÊ (≥πczenie wymaga≥o tylko jednokrotnego przeglπdania
brzegu).

Moøliwoúci usprawnienia:
znalezienie maksymalnie odleg≥ego punktu dla danego odcinka nie zmienia
maksymalnie odleg≥ych punktów w innych odcinkach.
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Pow≥oka wypuk≥a

Pow≥oka wypuk≥a (convex hull) H zbioru punktów S: najmniejszy wypuk≥y zbiór
punktów zawierajπcy w sobie S.

H-S: niedobór wypuk≥oúci (convex deficiency).

MoøliwoúÊ wykorzystania do segmentacji krawÍdzi:
Punkty segmentacji krawÍdzi: tam, gdzie granica S z otoczeniem
przestaje/zaczyna siÍ pokrywaÊ z granicπ H z otoczeniem.
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Pow≥oka wypuk≥a – pozyskiwane cechy

Pola powierzchni
H
H-S (niedobór wypuk≥oúci)

liczba spójnych obszarów w H-S
wzglÍdne rozmieszczenie spójnych obszarów w H-S
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Niedobór wypuk≥oúci

Zaleta: niezmienniczoúÊ TSR
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Opis krawÍdzi w dziedzinie czÍstotliwoúci

Idea: traktowanie listy (ciπgu) punktów brzegu jako sygna≥u zespolonego.

((x0, y0), (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN≠1, yN≠1))

Inaczej:

x(k) = xk , y(k) = yk

Niech:

s(k) = x(k) + jy(k)

ang. Fourier Descriptors (FD)
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Opis krawÍdzi w dziedz. czÍstotliwoúci

Dyskretna transformata Fouriera (widmo)

a(u) = 1
N

N≠1ÿ

k=0

s(k) exp
1

≠ j2fik
N

2
u = 0, . . . , N ≠ 1

Odwrotna dyskretna transformata Fouriera

s(k) =
N≠1ÿ

u=0

a(u) exp
1 j2fik

N

2
k = 0, . . . , N ≠ 1

Realizacja:
szybka transformata Fouriera (FFT, DFFT, DFFT-1)
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Opis krawÍdzi w dzied. czÍstotliwoúci

Interpretacja wspó≥czynników a(u):
zespolone !,
odzwierciedlajπ nasilenie wystÍpowania poszczególnych czÍstotliwoúci w konturze.

Moøliwe zastosowania:
wykorzystanie (wybranych) wspó≥czynników a(u) jako cechy charakteryzujπcej
kontur obiektu,
przetwarzanie konturu (DFFT + DFFT-1).
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Przyk≥ad 1: widmo konturu jako cecha

Obraz (kontur)

FD:

u (ϖ)

a(u)

(FD)
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Przyk≥ad 2: przetwarzanie widma konturu

Idea: rekonstrukcja konturu na podstawie mniejszej liczby wspó≥czynników M
(zazwyczaj M = 2c , dla wygody DFFT).
Im wiÍksze M, tym wiÍksza precyzja rekonstrukcji.

Przyk≥ad:

N=64 M=2..4 M=8 M=62..64

Oryginał Rekonstrukcje

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Transformacje FD

FD nie sπ niezmiennicze ze wzglÍdu na TSR, ale przekszta≥cenia te prowadzπ do
stosunkowo prostych zmian FD

Transformacja Kontur FD
IdentycznoúÊ s(k) a(u)
Obrót o ◊ s(k)ej◊ a(u)ej◊

PrzesuniÍcie o �xy s(k) + �xy a(u) + �xy ”(u)
Skalowanie –s(k) –a(u)
Zmiana punktu poczπtkowego s(k ≠ k0) a(u)e≠j2fik0u/N
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Momenty (geometryczne)
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Momenty

Moment jednowymiarowy rzÍdu p (za≥.: f ciπg≥a)

mp =
+Œ⁄

≠Œ

xpf (x)dx

Moment dwuwymiarowy rzÍdu p+q

mpq =
+Œ⁄

≠Œ

+Œ⁄

≠Œ

xpyqf (x , y)dxdy

Dyskretny moment dwuwymiarowy rzÍdu p+q

mpq =
ÿ

x

ÿ

y

xpyqf (x , y)
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Twierdzenie o unikalnoúci

(Uniqueness theorem, Papoulis 1965)

Dla funkcji f(x,y) ciπg≥ej i przyjmujπcej wartoúci niezerowe tylko w skoÒczonej czÍúci
p≥aszczyzny XY :

istniejπ wszystkie momenty (dla dowolnych p, q Ø 0),
szereg momentów mpq jest jednoznacznie determinowany przez f (x , y),
i vice versa: f (x , y) jest jednoznacznie zdeterminowana przez szereg momentów
mpq.
[Nie zak≥ada siÍ øadnych szczególnych w≥asnoúci funkcji f;
w szczególnoúci to nie musi byÊ funkcja o wartoúciach nieujemnych]
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Momenty centralne

Centralny moment dwuwymiarowy rzÍdu p+q

µpq =
+Œ⁄

≠Œ

+Œ⁄

≠Œ

(x ≠ x̄)p(y ≠ ȳ)qf (x , y)dxdy

gdzie wspó≥rzÍdne úrodka ciÍøkoúci:x̄ = m10
m00

ȳ = m01
m00

Interpretacja m00 ?
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Zaleønoúci pomiÍdzy momentami

Momenty centralne moøna dogodnie wyznaczyÊ na podstawie momentów zwyk≥ych:

µ10 = m10 ≠ m10

m00
m00 = 0

µ11 = m11 ≠ m10m01

m00

µ20 = m20 ≠ m2
10

m00
µ02 = m02 ≠ m2

01
m00

µ12 = m12 ≠ 2ȳm11 ≠ x̄m02 + 2ȳ 2m10

µ30 = m30 ≠ 3x̄m20 + 2x̄2m10
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Momenty centralne znormalizowane

Centralny znormalizowany moment dwuwymiarowy rzÍdu p+q

÷pq = µpq
µ“

00

gdzie

“ = p + q
2 + 1

dla p + q = 2, 3, . . .

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Niezmienniki momentowe

Znormalizowane momenty centralne nie zapewniajπ niezmienniczoúci ze wzglÍdu
na obrót.
Dlatego wprowadzono niezmienniki momentowe (momenty Hu), które majπ tÍ
w≥asnoúÊ:

Ï1 = ÷20 + ÷02

Ï2 = (÷20 ≠ ÷02)2 + 4÷2
11

Ï3 = (÷30 ≠ 3÷12)2 + (3÷21 ≠ ÷03)2

Ï4 = (÷30 + ÷12)2 + (÷21 + ÷03)2

Ï5 = . . .

Ï6 = . . .

Ï7 = . . .
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Zastosowania

Opis wielkoúciami skalarnymi dowolnych wielkoúci
wektorowych,
macierzowych,
etc.

Nie wymagajπ obrazów binarnych.

Powiπzania z wielkoúciami statystycznymi:
wariancja,
kurtoza,
kowariancja
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Wspó≥czynniki kszta≥tu
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Wspó≥czynniki kszta≥tu

Wyspecjalizowane dla odzwierciedlania wybranej cechy obiektu.

Oznaczenia stosowane na kolejnych slajdach:
L — obwód,
S — pole powierzchni,
n — liczba punktów konturu,
rmin — minimalna odleg≥oúÊ konturu od jego úrodka ciÍøkoúci
Rmax — maksymalna odleg≥oúÊ konturu od jego úrodka ciÍøkoúci
Lmax — maksymalny gabaryt obiektu (major axis)

minor axis: prostopad≥a do major axis i taka, øe otrzymany prostokπt obejmuje
kszta≥t
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Wspó≥czynniki kszta≥tu

Malinowskiej
L

2
Ô

fiS
≠ 1

Mierzy stopieÒ „okrπg≥oúci” obiektu.
W≥asnoúci:

Nie zaleøy od wielkoúci obiektu.
Nieunormowany

0 >0 →∞
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Wspó≥czynniki kszta≥tu

Blaira-Blissa
SÒ

2fi
ss

S r 2ds

Mierzy stopieÒ „wydrπøenia” obiektu
W≥asnoúci:

Nie zaleøy od wielkoúci obiektu.
Unormowany

0+ (0,1) 1
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Wspó≥czynniki kszta≥tu

Danielsona
S3

!ss
S lds

"2

(l — minimalna odleg≥oúÊ obiektu od konturu)
Haralicka: Û !q

d
"2

n
q

d2 ≠ 1

(d — odleg≥oúÊ punktu konturu od úrodka ciÍøkoúci obiektu)
Lp1:

rmin
Rmax

Lp2:
Lmax

L
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Wspó≥czynniki kszta≥tu

Uwagi:
podobnie jak inne cechy, wspó≥czynniki kszta≥tu mogπ daÊ takie same wartoúci dla
róønych figur.
podatne na b≥Ídy dyskretyzacji przestrzennej, zw≥aszcza dla ma≥ych figur.
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Wymiar fraktalny
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Definicje fraktala

Definicja intuicyjna:
Figura geometryczna lub obiekt naturalny o nastÍpujπcych w≥aúciwoúciach:

samopodobieÒstwo: jej czÍúci majπ taki sam kszta≥t jak ca≥oúÊ:
z dok≥adnoúciπ do pewnych transformacji (afinicznych),
w nietrywialny sposób (trywialnie: np. prosta),

inaczej: zachowuje kszta≥t niezaleønie od skali, z jakπ siÍ jej przyglπdamy.
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Przyk≥ady
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Definicje fraktala

Definicja oparta o rozbieønoúÊ (niezbieønoúÊ) miary:
Dowolny kszta≥t taki, iø przy pomiarze takich jego w≥aúciwoúci jak d≥ugoúÊ, pole
powierzchni, objÍtoúÊ z uøyciem dyskretnych i skoÒczonych jednostek mierzona
wielkoúÊ dπøy do nieskoÒczonoúci gdy wielkoúÊ jednostki zmierza do zera.
DefinicjÍ Hausdor�a (formalna):
Dowolna figura geometryczna z niewymiernym wymiarem Hausdor�a
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———–

Analiza tekstury
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Tekstura

Tekstura/faktura:
brak formalnej definicji,
moøe byÊ utoøsamiana z cyklicznym (w sensie przestrzennym) powtarzaniem
podobnych elementów zwanych teksemami (ang. texems),
inna próba definicji: kombinacja stosunkowo duøej liczby obiektów, gdzie
charakterystyki poszczególnych obiektów nie sπ istotne, natomiast istotne sπ
strukturalne w≥aúciwoúci zbioru obiektów (Santini, s. 185)
w aspekcie percepcji: moøe byÊ powiπzana z pewnymi cechami fizycznymi, np.:

g≥adkoúÊ - szorstkoúÊ,
regularnoúÊ,
kierunkowoúÊ,
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Przyk≥ad
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Kolekcje tekstur - np. atlas Brodatz

Np. http://www.ux.his.no/~tranden/brodatz.html
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Przyk≥ady – tekstury sztuczne
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Problem obecnoúci tekstury

Pytanie: jak stwierdziÊ czy w danym punkcie obrazu (i jego otoczeniu) mamy do
czynienia z teksturπ, a nie na przyk≥ad z:

jednolitym obszarem,
lokalnπ fluktuacjπ intensywnoúci, np. krawÍdziπ?

Jedno z moøliwych rozwiπzaÒ: Definiuje siÍ biegunowoúÊ (polarity) p(s) œ [0, 1]:
wielkoúÊ opartπ na gradientach która mówi w jakim stopniu wszystkie gradienty
(wektory zmian natÍøenia jasnoúci) w otoczeniu punktu sπ tak samo skierowane. W
konsekwencji p(s):

dla krawÍdzi jest bliskie 1 dla dowolnej skali s,
dla obszaru jednolitego zmienia siÍ losowo wraz ze zmianπ skali s,
dla tekstury zmniejsza siÍ wraz ze wzrostem skali s (otoczenie obejmuje coraz
wiÍcej punktów z róønymi orientacjami gradientów)

(Santini s. 187)
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Problem skali

ObecnoúÊ tekstury objawia siÍ tylko przy pewnej skali.
wiÍksza skala („zbliøenie”) daje wglπd w szczegó≥y, ale prowadzi do utraty
powtarzalnego charakteru,
mniejsza skala („oddalenie”) daje w efekcie obszar jednolity.

WiÍkszoúÊ metod operuje na pewnym zakresie skal.
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Analiza tekstury – metody

metody strukturalne, w tym syntaktyczne,
metody statystyczne:

autokorelacja,
analiza histogramów,
macierz wspó≥wystπpieÒ

inne:
metody widmowe,
bank filtrów (filter bank),
gÍstoúÊ krawÍdzi (edge density),
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Strukturalna analiza tekstur

Idea:
Próba rekonstrukcji tekstury poprzez jej generowanie przy uøyciu pewnego

algorytmu, lub
gramatyki.

Teksemy odpowiadajπ symbolom terminalnym gramatyki.
Zalety:

silny i elegancki formalizm,

Wady:
problemy z opisem tekstur rzeczywistych (brak úcis≥ej powtarzalnoúci)
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GÍstoúÊ krawÍdzi

„KrawÍdzistoúÊ” - Edge density, "edgeness"
Idea: ekstrakcja krawÍdzi + pomiar gÍstoúci punktów krawÍdzi na jednostkÍ
powierzchni.
Zaleta:

prosta implementacja,
dobrze nadaje siÍ do tekstur losowych,

Wada:
mierzy w≥aúciwie tylko "energiÍ" tekstury, ignorujπc relacjÍ sπsiedztwa i orientacjÍ.

Przyk≥ad: [Rosenfeld&Troy, za Pratt]. Majπc (nawet binarny) detektor krawÍdzi E
(W -szerokoúÊ okna) teksturÍ moøna charakteryzowaÊ przez nastÍpujπcπ cechÍ T :

T (x , y) = 1
W 2

wÿ

i=≠w

wÿ

j=≠w

E(x + i , y + j), W = 2w + 1

Inne podejúcie: podstawiÊ gradient pod E
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Inne metody

Bank filtrów (ang. filter bank)
W miejsce pojedynczego filtru – stosowanie wielu masek „wychwytujπcych” róøne
aspekty charakterystyki teksturalnej.
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Metody widmowe

Opis tekstury w dziedzinie czÍstotliwoúci
Na przyk≥ad: obliczenie 2D transformaty Fouriera dla lokalnych fragmentów
obrazu.
„Gruboziarniste” tekstury powinny dawaÊ koncentracjÍ energii widma w niskich
czÍstotliwoúciach.
W praktyce jednak czÍsto tekstury o znaczπco róønej charakterystyce majπ bardzo
podobne widma
Przyk≥ad [Pratt]: bardzo zbliøone charakterystyki czÍstotliwoúciowe obszarów
wiejskich i miejskich w zdjÍciach lotniczych.
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Opis tekstury widmem Fouriera
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Opis tekstury - Metody statystyczne

Najbardziej popularna i generyczna rodzina metod do analizy tekstury.
Przes≥anka: percepcja wzrokowa cz≥owieka: badania psychofizjologiczne wykaza≥y,
iø w percepcji (i rozróønianiu) tekstur decydujπcy jest [dwuwymiarowy] rozk≥ad
prawdopodobieÒstwa;
trudno podaÊ przyk≥ady tekstur, które mia≥yby bardzo zbliøone rozk≥ady
[dwuwymiarowe], a by≥yby rozróøniane przez cz≥owieka.
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Autokorelacja

Definicja:

C� (p, q) = MN
(M ≠ p)(N ≠ q)

q
i
q

j f (i , j)f (i + p, j + q)
q

i
q

j f 2(i , j)

gdzie:
M, N– wielkoúÊ okna (szerokoúÊ, wysokoúÊ)
p, q– rozwaøany „okres” powtarzalnoúci tekstury w poszczególnych wymiarach
Czyli: C� (p, q) podaje intensywnoúÊ wystÍpowania w obrazie (obszarze) tekstury
o okresie


p2 + q2 i orientacji wyznaczonej przez p i q

Zauwaømy:
niezmienniczoúÊ T
brak niezmienniczoúci S, R

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Autokorelacja: Przyk≥ad

Trawa, ra�a, piasek:
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Autokorelacja: Przyk≥ad

Osie: p, q

(ostatni przyk≥ad: we≥na)
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Autokorelacja: Zapewnienie niezmienniczoúci

Autokorelacja w wersji zaleønej od odleg≥oúci

C� (r)

Rozwaøa siÍ jedynie pary punktów leøπce w odleg≥oúci r =


p2 + q2

Czyli: uúrednienie „zwyk≥ej” autokorelacji po kπcie
Niezaleøna od orientacji tekstury
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Opis tekstury przez histogram

Histogram: ai = |{p : f (p) = i}|
Idea: ekstrakcja prostych miar statystyki opisowej z histogramów, np:

úredniej,
odchylenia standardowego,
momentów, etc.
ewentualnie konstrukcja cech na podstawie tych miar, np.

1 ≠
1

1 + ‡2

bÍdzie przyjmowaÊ wartoúÊ 0 dla obszarów o sta≥ej jasnoúci, a dla obszarów o duøej
zmiennoúci jasnoúci bÍdzie zmierzaÊ do 1.

Wada: nieuwzglÍdnianie informacji przestrzennej.
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Macierz wspó≥wystπpieÒ

Zwana takøe macierzπ zdarzeÒ
Niech P bÍdzie operatorem pozycji (relacjπ, w jakiej mogπ znaleüÊ siÍ dwa punkty
obrazu).
Zdefiniujmy macierz A jako macierz o rozmiarach k ◊ k (k-liczba poziomów
jasnoúci), której wartoúci elementów dla obrazu f zdefiniowane sπ nastÍpujπco:

aij = |{p : f (p) = i · P(p, r) · f (r) = j}|

gdzie
p i r to punkty obrazu.
zapis P(p, r) oznacza, øe punkty p i r sπ w relacji przestrzennej P
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Macierz wspó≥wystπpieÒ: Przyk≥ad

Definicja relacji P (sπsiad nr 7 w N8):

P(p, r) ≈∆ xr = xp + 1 · yr = yp + 1

Obraz f :
0 0 1 1 2
1 1 0 1 1
2 2 1 0 0
1 1 0 2 0
0 0 1 0 1

p
r

Macierz A:
4 1 0
2 4 2
1 2 0
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Macierz wspó≥wystπpieÒ

Macierz wspó≥wystπpieÒ C (ang. coocurrence matrix) to macierz A znormalizowana
wielkoúciπ obrazu (úciúlej mówiπc, liczbπ przemieszczeÒ maski pr):

cij = aij
|D(f )|

W poprzednim przyk≥adzie D(f ) = (5 ≠ 1)(5 ≠ 1) = 16

Jest to zatem estymata ≥πcznego rozk≥adu prawdopodobieÒstwa napotkania w obrazie
pary punktów o okreúlonych jasnoúciach, pozostajπcych w relacji P.

Dla naszgo przyk≥adu:

0.25 0.0625 0
0.125 0.25 0.125
0.0625 0.125 0
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Macierz wspó≥wystπpieÒ: Przyk≥ad
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Macierz wspó≥wystπpieÒ: Przyk≥ad

P = “bezpoúredni sπsiad po prawej”
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Spostrzeøenia

Znajπc macierz wspó≥wystπpieÒ, znamy histogram,
Uproszczenia: dyskretyzacja poziomów jasnoúci; zazwyczaj niezbÍdne dla:

zwiÍz≥oúci (pamiÍÊ),
reprezentatywnoúci.

Typy relacji P:
niezmiennicze ze wzglÍdu na obrót (np. sπsiad w odleg≥oúci r),
pozbawione tej w≥asnoúci (np. sπsiad nr 7 w N8)
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Cechy obrazu z macierzy wspó≥wystπpieÒ
CzÍsto wykorzystywane cechy tekstury obliczane na podstawie macierzy
wspó≥wystπpieÒ [Haralick 1979]:

maksimum:
max

ij
(cij)

moment róønicowy elementu (element di�erence moment) rzÍdu k (ma≥y dla
elementów macierzy skupiajπcych siÍ w pobliøu przekπtnej):

ÿ

i

ÿ

j

cij(i ≠ j)k

odwrotny moment róønicowy elementu (inverse element di�erence moment) rzÍdu
k: ÿ

i

ÿ

j

cij/(i ≠ j)k

entropia (miara losowoúci tekstury):

≠
ÿ

i

ÿ

j

cij log cij

jednolitoúÊ ÿ

i

ÿ

j

c2
ij
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Macierz wspó≥wystπpieÒ – rozszerzenia

Wykorzystanie reprezentacji wieloskalowej (multiscale representation),
przes≥anka: przy badaniu punktów po≥oøonych blisko wymagana jest duøa
rozdzielczoúÊ przestrzenna, natomiast przy znacznej odleg≥oúci moøemy pozwoliÊ
sobie na degradacjÍ rozdzielczoúci,
np. logarytmiczna,

Bardziej wyrafinowane relacje P,
uogólnienie ze wzglÍdu na:

odleg≥oúÊ dzielπcπ badane punkty (r),
orientacjÍ prostej ≥πczπcej badane punkty (wektor (p, q)),

Uszczegó≥owienia: relacje z wiÍkszπ liczbπ argumentów,
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Analiza tekstur – inne podejúcia

Cechy Julesz’a (ujÍcie tekstury jako procesu Markowa)
Mikrostruktury [Laws]
Filtry Gabora: filtry w postaci dwuwymiarowej/zespolonej sinusoidy modulowanej
dwuwymiarowym rozk≥adem Gaussa
Transformata falkowa (wavelets)
Dekompozycja na wartoúci osobliwe (SVD)
Uogólnienia:

obrazy kolorowe i wielomodalne
obrazy 3D
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Zastosowania

Opis obszarów i obiektów
Opis ca≥ego obrazu (lub znacznych jego czÍúci)

np. gdy ograniczone rozmiary obrazu nie pozwalajπ na analizÍ pojedynczych
obiektów

Rozpoznawanie
Segmentacja obrazu,
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Tekstury a obrazy 3D

W analizie scen 3D tekstury ulegajπ podobnym zniekszta≥ceniom co same obiekty
(projekcja, perspektywa, etc.).
W pewnych zastosowaniach moøe to utrudniaÊ analizÍ tekstury;
jednak z drugiej strony zniekszta≥cenia te niosπ ze sobπ dodatkowe informacje o
scenie; stπd w widzeniu komputerowym (computer vision) obecne sπ nurty badaÒ:

shape from texture,
depth from texture.
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Transformacja Hough’a
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Transfomacja Hough’a

Ang. Hough Transform
Metoda poszukiwania prostych w obrazie poprzez stopniowe kumulowanie
wiarygodnoúci.
Wejúcie: Obraz ze wstÍpnie wykrytymi punktami konturów
(np. przepuszczony przez filtr gradientowy).
Wyjúcie: Równania ‘dominujπcych’ prostych (odcinków w obrazie)
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Transformata Hough’a - Idea

Równanie prostej:

y = ax + b

Proste przechodzπce przez punkt (x,y) muszπ spe≥niaÊ równanie:

b = y ≠ xa

Zatem: obecnoúÊ w obrazie zapalonego punktu o wspó≥rzÍdnych (x , y) zwiÍksza
prawdopodobieÒstwo wystÍpowania w nim prostych o parametrach (a, b)
spe≥niajπcych powyøsze równanie.

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



PrzestrzeÒ obrazu a przestrzeÒ parametrów

PrzestrzeÒ obrazu X ◊ Y :
punkt (x , y) wyznacza rodzinÍ (pÍk) prostych

PrzestrzeÒ parametrów A ◊ B:
punktowi (x , y) odpowiada prosta z≥oøona z punktów których wspó≥rzÍdne (a, b)
spe≥niajπ równanie prostej przechodzπcej przez punkt (x , y) w przestrzeni obrazu.

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Realizacja praktyczna

Budujemy tablicÍ czÍstoúci wystÍpowania punktów spe≥niajπcych poszczególne
równania prostych (tablica akumulatorów).

Wymagana dyskretyzacja przestrzeni parametrów AB
Iterujemy po punktach obrazu

Dla kaødego zapalonego punktu generujemy pewnπ skoÒczonπ próbÍ z rodziny
prostych przechodzπcych przez ten punkt.
Inkrementujemy komórki tablicy odpowiadajπce kombinacjom (a, b) parametrów
prostych

a\b -8 -4 -2 . . .
-2
-1 2 4
0
1 3

. . . . . .

Wynik: Tablica akumulatorów, gdzie akumulatory (liczniki) o duøych wartoúciach
odpowiadajπ najbardziej ‘wyraünym’ prostym w obrazie.
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Transformata Hougha - pseudokod

acc[-4..4,-10..10] // tablica akumulatorów
wyzeruj acc
for x=1 to xMax // pÍtle po punktach obrazu
for y=1 to xMax
if f(x,y)>0 // jeøeli punkt zapalony
for a=-4 to 4 do
b=y-xa
acc[a,b]++

endFor
endIf

endFor
endFor
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Przyk≥ad
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Uwagi

W praktyce:
koniecznoúÊ kontroli otrzymywanych wartoúci b – ryzyko przekroczenia zakresu,
sta≥y krok a jest niedogodny – faworyzuje ‘strome’ proste

lepiej bazowaÊ na zmiennej niezaleønej w postaci kπta zmieniajπcego siÍ ze sta≥ym
krokiem –, np. 15º; wówczas a = tg(–),
lub: przejúÊ na biegunowy uk≥ad wspó≥rzÍdnych, w którym równanie prostej to

r = x cos ◊ + y sin ◊

gdzie: r – d≥ugoúÊ wektora normalnego, ◊- kπt wektora normalnego wzglÍdem
dodatniego kierunku osi X

moøliwoúÊ zastπpienia prostej inkrementacji akumulatora
zwiÍkszeniem o wartoúÊ zaleønπ od jasnoúci punktu, np. acc[a, b]+ = f (x , y)/255.0
czÍúciowπ inkrementacjπ sπsiednich akumulatorów (kompensacja negatywnego
wp≥ywu dyskretyzacji).

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Przyk≥ad
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Przyk≥ad
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Uwagi

Zalety:
rekonstrukcja prostych na podstawie odseparowanych punktów – odpornoúÊ na
szumy,

Wady:
za sprawπ zbiegu okolicznoúci mogπ pojawiÊ siÍ proste ‘iluzoryczne’,
usprawnienie: druga faza g≥osowania w której kaødy punkt bada g≥osy które odda≥
w tablicy akumulatorów i wybiera spoúród nich tylko ten dla którego wartoúÊ
akumulatora jest maksymalna
dla pewnych zastosowaÒ – lepiej by≥oby mieÊ odcinek, a nie równanie prostej
(istnieje odpowiednia odmiana TH, np. zaimplementowana w OpenCV)

Krzysztof Krawiec Opis obrazu



Dzia≥anie TH na rzeczywistym obrazie

Historyczne pierwsze zastosowania: analiza torów czπstek w komorze pÍcherzykowej.
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Dzia≥anie TH przy ze wstÍpnym przetwarzaniem
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Uogólnienia

TH umoøliwia wykrywanie dowolnych krzywych danych w postaci analitycznej,
chociaø:

im wiÍcej parametrów, tym wiÍcej wymiarów tablicy akumulatorów => z≥oøonoúÊ
pamiÍciowa i obliczeniowa,
dlatego w praktyce TH poszukuje siÍ raczej nieskomplikowanych krzywych.

uogólniona TH (ang. Generalized HT): wektory przemieszczeÒ pamiÍtane w
tablicy
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Transformata Hough’a dla okrÍgów

PrzestrzeÒ obrazu: rodzina okrÍgów o róønych promieniach r, przechodzπcych przez
punkt (x,y)
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Transformata Hough’a dla okrÍgów - c.d.

Demonstracja:
http://www.markschulze.net/java/hough/
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Diagram Voronoi’a
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Diagram Voronoi’a

Definicja Diagram Voronoia (DV, ang. Voronoi diagram) to dekompozycja
przestrzeni metrycznej okreúlona zadanym zbiorem obiektów (najczÍúciej
punktów) S.
Kaødy punkt p z S jednoznacznie wyznacza wieloúcian wypuk≥y sk≥adajπcy siÍ z
takich punktów x, øe, spoúród wszystkich punktów w S, p jest najbliøszy x.
Zbiór wszystkich takich |S| wieloúcianów to diagram Voronoia.
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Diagram Voronoia - przyk≥ady
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Uwagi

Znana takøe jako:
dekompozycja Voronoi’a,
Voronoi tessellation,
Dirichlet tessellation

‘Najbliøszy’ w sensie ‘s≥abym’, tj. najbliøszy lub równo odleg≥y.
‘Brzegowe’ punkty generujπ otwarte wieloúciany,
Moøe byÊ tworzony dla przestrzeni (obrazów) wielowymiarowych,
Uczenie maszynowe: DV wizualizuje dzia≥anie algorytmu k najbliøszych sπsiadów
(kNN) dla k=1
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Graf dualny wzglÍdem DV

Triangulacja Delaunay (TD): podzia≥ przestrzeni/p≥aszczyzny na trójkπty rozpiÍte
na punktach z S, taki øe:

Kaøda para trójkπtów ma zero lub jeden wspólny bok (krawÍdzie nie przecinajπ siÍ)
[triangulacja]
Øaden punkt z S nie zawiera siÍ w øadnym z okrÍgów opisanych na ww trójkπtach
[TD]

Symetralne krawÍdzi TD sπ úcianami wieloboków DV
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Triangulacja Delaunay
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Algorytmy wyznaczania DT

Typy:
Inkrementacyjne: Dodawaj wierzcho≥ek po wierzcho≥ku,

Usuwajπc trójkπty których okrÍgi opisane zawierajπ nowy wierzcho≥ek,
Wprowadzajπc nowe trójkπty,
O(n2)

Dziel i rzπdü (dla przypadku dwuwymiarowego)
Rekurencyjny podzia≥ zbioru S na dwa roz≥πczne podzbiory,
Generowanie i ≥πczenie wynikowych triangulacji
O(nlog(n))
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Rekurencyjny algorytm wyznaczania DT (idea)

DT(S)
{
if |S|=3

ZwróÊ DT skonstruowany jako trójkπt rozpiÍty na punktach z S
endif
Przy pomocy prostej podziel S na dwa roz≥πczne podzbiory S1 i S2 tak,

aby licznoúci S1 i S2 by≥y moøliwie równe
D1=DT(S1)
D2=DT(S2)
Polacz D1 i D2 i zwróÊ otrzymany graf

}
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Algorytm Fortune’a

Przemiata przestrzeÒ prostπ która dzieli jπ punkty na przetworzone i do
przetworzenia
Bazuje na obserwacji ze ≥atwo jest analitycznie wyznaczyÊ parabolÍ która
determinuje punkty równoodleg≥e od jakiegoú punktu diagramu i prostej
Punkty determinujπce beachline sπ utrzymywane w drzewie binarnym
Z≥oøonoúÊ: O(n log n)

./imgs/Fortunes-algorithm.gif
[Wikipedia] http://en.wikipedia.org/wiki/File:Fortunes-algorithm.gif
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