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Woprowadzenie
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Ogdlna definicja

Algorytm (funkcja) F przetwarzajacy obraz to algorytm ktéry, otrzymujac
na wejsciu obraz wejsciowy f, na wyjsciu zwraca takze obraz (g).

fi>g

Uwagi:

@ Obraz wynikowy nie musi mie¢ takich samych rozmiaréw od obrazu
wejsciowego (cho¢ zazwyczaj ma).

e Zazwyczaj zaktadamy ze f,g € [0,1] lub f,g € [0,255]
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Grupy metod przetwarzania obrazu

@ Wprowadzenie
@ Przetwarzanie jednopunktowe

@ Przetwarzanie jednopunktowe

@ Operacje arytmetyczne na obrazach

o Przeksztatcenia geometryczne

@ Przetwarzanie jednopunktowe obrazéw wielokanatowych
© Przetwarzanie splotowe

@ Inne popularne filtry splotowe

@ Uzasadnienie matematyczne dla wybranych filtréw splotowych
@ Filtrowanie nieliniowe
© Morfologia matematyczna

@ Morfologia matematyczna binarna

@ Morfologia obrazéw z gradacja stopni szarosci

@ Inne operacje/zagadnienia zwigzane z MM
@ Przetwarzanie obrazéw w dziedzinie czestotliwosci

o Wprowadzenie

@ Przyktady
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Przetwarzanie jednopunktowe
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Przetwarzanie jednopunktowe

Przetwarzanie jednopunktowe
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Przetwarzanie jednopunktowe

Whasciwos¢: jasnos¢ g punktu wynikowego zalezy jedynie od jasnosci
odpowiedniego punktu w obrazie zrédtowym.

g(x,y) =F(f(x,y))
Zalety:

e tatwe w implementacji,
@ moze by¢ zrealizowane ‘in place’,
@ bardzo dobrze sie zréwnolegla,
@ szybkie w dziataniu,
Wady:
@ Ignoruje charakterystyke przestrzenng obrazu

Poniewaz F ma skonczona dziedzine, technicznie dogodnie jest
zrealizowac ja jako tablice adresowana zawartoscia (look-up table - w
wielu programach takie operacje sa wtasnie tak nazywane).
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Przetwarzanie jednopunktowe

Wizualizacja funkgji F (inaczej: zawartosci tablicy F):

s =T(r) s=T(r)
so = T(ry) - |
= 5 !
= T T~ !
I
t I
. i
= H |
z 8 :

r - r
k o k
Dark Light Dark =— Light
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Typowe przeksztatcenia F
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Przetwarzanie jednopunktowe

Uwagi:

@ wiekszos¢ ,,rozsadnych” przeksztatcen F jest ma monotoniczna
(niekoniecznie Scisle) charakterystyke

@ z racji dyskretnego charakteru dziedziny i przeciwdziedziny F
wiekszos¢ praktycznie stosowanych funkcji F prowadzi do utraty
informacji; doktadniej:

e F r6znowartosciowe => brak utraty informacji, przetwarzanie
bezstratne (istnieje transformata odwrotna F~1)

o F nier6znowartosciowe => utrata informacji nieunikniona (brak
przeksztatcenia odwrotnego)

@ jezeli celem przetwarzania jest jedynie wizualizacja, przetwarzanie
jednopunktowe da sie efektywnie zaimplementowa¢ jako manipulacje
na palecie barw.
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Przyktad: negatyw

a
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Przyktad: ztamanie kregostupa
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Korekcja gamma

Cel: zapewnienie percepcyjnej liniowosci pomiedzy kolejnymi poziomami
jasnosci w obrazie (i dopasowanie jej do rozdzielczosci bitowej).
Przebiega wg wzoru potegowego (power law):

glx.y) =rf(xy)’
gdzie f,g € [0,1]
@ Y <1 - kompresja (kodowanie) gamma (gamma compression)

@ y> 1 — ekspansja (dekodowanie) gamma (gamma expansion)
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Korekcja gamma

\<
Il
S
oo

Przetwarzanie jednopunktowe— 14



Korekcja gamma
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Input intensity level, r
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Przyktad korekcji gamma

nlmngo Histogram and Intensity Adjustment Demo [Z] )
File Edit View [nsert Tools Window Help

Sedect an Image: 1Dutpuha. Input Intensity

[Flomer = Adjusted Image

Histogram Histogram

e LA
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Korekcja gamma a wtasciwosci urzadzen

IRl elo 7)o efo <] 0

P
'y
L0

@ Wiekszos¢ urzadzen nie odzwierciedla intensywnosci w sposéb
liniowy (np. monitory CRT)

@ Roézne systemy operacyjne i okienkowe uzywaja réznych wartosci do
kodowania i dekodowania gamma (np. PC vs. Mac) .
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Przyktad

Istotne zastosowanie: redukcja liczby stopni szarosci (dyskretyzacja,
segmentacja)

Parametry: liczba przedziatéw, konce przedziatéw
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Statystyka odzwierciedlajaca rozktad jasnosci punktéw w obrazie
(estymata rozktadu jasnosci oryginalnego obrazu analogowego).
Odmiany:

@ Absolutny (liczby pikseli)
he(n) = {(x,y) - f(x,y) = n}|

e Wzgledny (prawdopodobienstwa)
he(n) = Pr(f(x,y) =n)
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Histogram: przyktad

[
x|

)] Image Histogram and Intensity Adjustment Demao
File Edit View [nsert Tools Window Help

Sedect an Image: Output vs._ Input Intensity

[Fiomer =] Adjusted Image
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Histogram: przyktad

T T T T
Histogram of dark image

L 1 1 |
T T T T
Histogram of light image

1 1 1 I
T T T T
Histogran of low-contrast image

L 1 ! 1
T T T T
Histogram of high-contrast image
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Rozcigganie histogramu

Nowa jasnos¢ punktu zdefiniowana jako:

f(X7y) — i
gxy)=—%"7
gdzie f i f to odpowiednio minimalna i maksymalna jasno$¢ w
oryginalnym obrazie.

Efekt: g =0ig=1 (lub g =255 po dodatkowym przemnozeniu przez
255)
Staba strona: w praktyce, dla duzych obrazéw f =0 i f =1 (lub bardzo
bliskie 0 i 1), i rozciagniecie staje sie niemozliwe lub mato efektywne.
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Wyréwnywanie histogramu

Wykorzystanie catki z histogramu (dystrybuanty) do ustalania jasnosci
docelowych (wyjsciowych).
Przypadek ciagty (definicja dystrybuanty):

F(n) = /Onhf(x)dx

Przypadek dyskretny (stosowany w praktyce):
n

F(n)=Y_ he(i)
i=0

Jasnosci silnie reprezentowane w obrazie wejsciowym zostang oddalone od
siebie (‘rozciagniete’) w obrazie wynikowym.
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Przyktady

pe(r) ps(s)

— Eq.(3.3-4) —

[

™~
|

0 -1 0 L—-1
ab

FIGURE 3.18 (a) An arbitrary PDF. (b) Result of applying the transformation in
Eq.(3.3-4) to all intensity levels, r. The resulting intensities, s, have a uniform PDF,
independently of the form of the PDF of the r’s.
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Wyréwnywanie histogramu: przyktad
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Wyréwnywanie histogramu: przyktad

)] Image Histogram and Intensity Adjustment Demao u )
File Edit View [nsert Tools Window Help
Sedect an Image: Output vs._ Input Intensity

iz 2 Equalized mage

Histogram Histogram

-
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Wyréwnywanie histogramu: przyktad

)] Image Histogram and Intensity Adjustment Demao [=_] )
File Edit View [nsert Tools Window Help
Sedect an Image: 1Dutpul vs. Input Intensity
i Equalized Image

Histogram Histogram

-
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Wyréwnywanie histogramu: przyktad

‘nlmngo Histogram and Intensity Adjustment Demo u ) ‘
File Edit View [nsert Tools Window Help
Select an Image: Qutput vs. Input Intensity
1
ol 2 Equaiized mage
I y 0.5
—

Histogram Histogram

|
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Histogram matching

Uogodlnienie wyréwnywania histogramu

Cel: przeksztatci¢ obraz tak aby uzyska¢ zadany (niekoniecznie
réwnomierny) rozktad jasnosci w obrazie wynikowym

Przyktad:

Number of pixels ( x 10%)

A
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Przyktad — c.d.

Wynik zwyktego wyréwnywania histogramu
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Przyktad — c.d.

Wynik histogram matching
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Przetwarzanie jednopunktowe

Operacje arytmetyczne na obrazach
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Arytmetyka obrazowa

Zazwyczaj sprowadza sie do operacji jednopunktowych przy > 2 obrazach
wejsciowych fi, f, ...

e dodawanie: g(x,y) = fi(x,y)+f(x,y),
e odejmowanie: g(x,y) = fi(x,y)— f(x,y),
e mnozenie: g(x,y) = fi(x,y)h(x,y),
o dzielenie: g(x,y) = fi(x,y)/fa(x,y), zatozenie: fr(x,y) #0,
@ mieszanie liniowe (suma wazona):
g(xy) = afilxy)+(1-a)h(x,y), @ €[0,1],
Problemy:

e wynik moze wykraczac poza zakres (dziedzine); niezbedne skalowanie
(scaling) lub przycinanie (clamping)

@ istotne wymaganie: bardzo precyzyjna korejestracja przestrzenna
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Zastosowania arytmetyki obrazowe;

Redukcja szumu przez usrednianie wielu ekspozycji

Przetwarzanie jednopunktowe— 34



Bardziej wyrafinowana wersja

@ pozbywanie sie szumu przez stworzenie tzw. ramek:

o bazowej - przez krétka ekspozycje przy zamknietej migawce =>
rejestracja szumu przyrzadu,

e réwnomiernosci - obraz pustego ekranu (pola widzenia) =>
rejestracja zmiennosci w strukturze CCD.

e tak otrzymane ramki odejmuje sie od rejestrowanego obrazu (lub
dzieli sie obraz zarejestrowany przez ramki, zaleznie od modelu).
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Zastosowania arytmetyki obrazowej: odejmowanie obrazéw

Angiografia: odjecie obrazu otrzymanego po podaniu srodka cieniujacego

Przetwarzanie jednopun
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FIGURE 2.29 Shading correction. (a) Shaded SEM image of a tungsten filament and support, magnified
approximately 130 times. (b) The shading pattern. (c) Product of (a) by the reciprocal of (b). (Original image
courtesy of Mr. Michael Shaffer, Department of Geological Sciences, University of Oregon, Eugene.)
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Operacje logiczne na obrazach

e Not, And, Or, Xor,

o Wymaga przyjecia pewnej interpretacji, np.

fl(Xa)/) f2(X7y)>0

glx,y) = :
0 otherwise

@ Technicznie czesto realizowane przez operacje na bitach.
o Przyktadowe zastosowanie: maskowanie/wycinanie (masking)

~ 1
b A

abc

FIGURE 2.30 (a) Digital dental X-ray image. (b) ROI mask for isolating teeth with fillings (white corresponds to
1 and black corresponds to 0). (¢) Product of (a) and (b).
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Przetwarzanie jednopunktowe

Przeksztatcenia geometryczne

Przetwarzanie jednopunktowe— 39



Przeksztatcenia geometryczne

@ Inaczej: operacje przestrzenne (spatial operations, spatial transforms)

@ Szeroko stosowana klasa: operacje afiniczne (affine transforms):

X/

y | =T
1

—= < X

gdzie:
@ (x,y) — wspétrzedne piksela w obrazie zrédtowym
e (x',y’) — wspétrzedne piksela w obrazie docelowym
e T — macierz transformacji (macierz afiniczna) o wymiarach 3 x 3

Lub alternatywnie (dla potrzeb kolejnego slajdu):

[X 3% 1]:[v w 1]T
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TABLE 2.2

Affine transformations based on Eq. (2.6.-23).

Transformation Adffine Matrix. T Coordinate Frae
Name : Equatis P
Identity 100 x=w
010 !
001
X
Scaling c, 0 0
0 g 0
o 0 1
Rotation cosf  sinf 0 x=wcosf —wsinf
—sin® cosé 0 y=wvcosd +wsind
1] 0 1
Translation M1 0 0] x=v+1l,
0 1 0 y=wtiy
- T
[
Shear (vertical) 1 o ol x=v+sw
5 10 y=w
Lo 0 1)
Shear (horizontal) M s, 0] x=w
01 0 yEsptw
L 0 0 I_




rtefakty operacji geomet

abcd

FIGURE 2.36 (a) A 300 dpi image of the letter T. (b) Image rotated 21° clockwise using nearest neighbor
interpolation to assign intensity values to the spatially transformed pixels. (c) Image rotated 21° using
bilinear interpolation. (d) Image rotated 21° using bicubic interpolation. The enlarged sections show edge
detail for the three interpolation approaches.
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Metody interpolacji

Interpolacja wartosci funkgji charakterystycznej w punktach o
wsp6trzednych niecatkowitych (resampling, [re]prébkowanie).
Metody interpolacji:

e Najblizszy sasiad (nearest neighbour)
@ Interpolacja dwuliniowa (bilinear interpolation)
@ Interpolacja szescienna (cubic interpolation)
Inny problem charakterystyczny dla przeksztatcen geometrycznych:

@ wspdtrzedne punktéw moga wykraczac poza oryginalny zakres,
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Artefakty wynikajace z przeksztatcen geometrycznych -

przyktad

d
I e

saaaaaad

e
HATHY—

aaaaaaadd
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Przetwarzanie jednopunktowe

Przetwarzanie jednopunktowe obrazéw wielokanatowych
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Przetwarzanie jednopunktowe obrazéw wielokanatowych

Dotyczy przypadku w ktérym piksel wejsciowy i/lub piksel wyjsciowy
opisany jest wiecej niz jednym parametrem.
Przyktady:

o dekompozycja obrazu wielokanatowego na obrazy jednokanatowe
(channel split),

@ konwersja obrazu wielokanatowego do jednokanatowego (np.
RGB—GRAYSCALE)

@ pseudokolorowanie
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Channel split — przyktad (RGB)
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Konwersja RGB—>GRAYSCALE

g(x,y) =0.3f(x,y)+0.59%(x,y) +0.11fp(x, y)
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Pseudokolorowanie

Cel: sztuczna wizualizacja wielkosci zwigzanej z innym niz widzialne
podpasmem fal EM.
Typowe pseudokolorowania:

o RAINBOW - skala barw z inwersja koloru zielonego,

e SPECTRUM - skala barw odpowiadajaca kolorom widma
promieniowania widzialnego,

e BLACKBODY - skala barw uwypuklajaca kolor zétty i kolor czerwony,
@ IRON - skala barw uwypuklajaca kolor czerwony.
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Przyktadowe zastosowanie: USG Dopplerowskie
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Przyktadowe zastosowanie: Termografia

Przetwarzanie jednopunktowe— 51



Histogram wielowymiarowy

@ Statystyka odzwierciedlajaca ilosci punktéw obrazu o okreslonych
kombinacjach sktadowych.

@ Inaczej: taczny rozktad prawdopodobienstwa, np.
he(r,g,b) =Pr(f(x,y) = (r,g,b))
@ Uwaga: w ogdlnosci bardziej ‘rzadki’ w poréwnaniu z histogramem
jednowymiarowym (jednej zmiennej)
@ Przyktad histogramu dwuwymiarowego:

red
0-63 | 64-127 | 128-191 192-255

063 |43 | 78 18 0
B4-127 | 45 67 33 2

blue
128-191| 127 | 58 25 8
192-255 140 47 47 13
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Przetwarzanie splotowe
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Przetwarzanie splotowe

Ang. convolution, znane takze jako filtrowanie liniowe.
|5
gx)=FfxM= M(h)f(x— h)
w="T3)
gdzie:
@ x — operacja splotu
@ M — maska, jadro (wektor wspétczynnikéw)

@ m — rozmiar maski (mata liczba nieparzysta, zazwyczaj 3, 5, lub 7),
elementy numerowane od — || do | 7|
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Przyktad

Niech M : (m = 3, maska symetryczna)

0111|2345/ 6|7]| 8

0 | | | X%
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Przetwarzanie splotowe - przypadek dwuwymiarowy

3l
gey)=FfeM= Y Y MhK(x—hy=K
=T r=-T3]

Tym razem: M — macierz wspétczynnikéw.
Interpretacja: Splot zastepuje jasno$¢ piksela wazona jasnoscia
wypadkowa pikseli sasiednich.
@ Twierdzenie o splocie: Transformata Fouriera splotu [*A jest prostym
iloczynem transformaty obrazu i transformaty maski.

@ Zatem: Maska o odpowiednio dobranej charakterystyce moze
ostabia¢ (lub zupetnie wyttumia¢) wybrane czestotliwosci
(przestrzenne) w obrazie.
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Wygtadzanie obrazu przez usrednianie

e Kazda maska o nieujemnych wartosciach wag przeprowadza jakis
rodzaj wygtadzania.

@ Szczegdlny przypadek: filtr usredniajacy:

I T7TIT1
A G R
513513 1111

e Uwaga: Suma wag maski powinna wynosi¢ 1

@ Dlaczego taki filtr wyttumia szum? Niwelowanie drobnych
zmiennosci jasnosci pikseli; usrednienie m? zaszumionych wartosci
pikseli zmniejsza odchylenie standardowe szumu m-krotnie.
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Obraz wejsciowy
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Splot z maska (3x3)
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Splot z maska (5x5)
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Powiekszony fragment obrazu (32x32 piksele)
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Problemy techniczne

Jak przetwarza¢ piksele brzegowe? (piksele, dla ktérych maska siega poza
obraz)
Stosowane rozwigzania:

@ Zaakceptowaé mniejszy rozmiar obrazu wynikowego.
@ Dogenerowac¢ jasnosci brakujacych ‘wirtualnych’ pikseli:

e Powieli¢ jasnosci otrzymane najblizej brzegu.
o Odbi¢ fragment obrazu symetrycznie wzgledem brzegu obrazu.
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Wygtadzanie Gaussowskie

Szczegdlny przypadek usredniania, w ktérym maska jest dyskretnym
przyblizeniem 2-wymiarowego rozktadu norm.

h? + k2
202 )
gdzie h i k to wspétrzedne wzgledne, przyjmujace wartosci jak ponizej:
(LD [ (01 [ (LY
(-1,0) | (0,0) | (1,0)
(-1,-1) | (0,-1) | (1,-1)

M(h, k) = exp(—

Whasciwosci:

o Charakterystyka kotowa — srodkowosymetryczna.

@ Dobér wariangji filtru do rozmiaru: Sugerowana zaleznos¢ m = 50,
daje pole powierzchni pod krzywa 0.9876

@ Sugerowane stosowanie m > 7; dla m = 3 znaczne znieksztatcenia.

@ Lepsza charakterystyka czestotliwosciowa od filtru usredniajacego:
transformata Fouriera nie zawiera komponentéw o wyzszych
czestotliwosciach
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Interpretacja graficzna filtru Gaussowskiego

Obraz 32x32 piksele wypetniony wartosciami wag, o = 10pikseli.
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Implementacja catkowitoliczbowa

Niezte przyblizenie filtru Gaussowskiego 5x5 wykorzystujace jedynie
catkowite wartosci wag.

2[4 [5]4]2
49129 |4

1
osx[ 51215125
49129 |4
24542

@ Minus: Przyblizenie rzeczywistych wartosci

@ Plus: Pozwala na realizacje obliczen na zmiennych
catkowitoliczbowych, co moze poprawic wydajnosc obliczeniowa.
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Separowalnos¢ filtru Gaussowskiego

Dwuwymiarowy splot z maska Gaussowska mozna zastapi¢ dwukrotnym
sekwencyjnym splotem z jednowymiarowymi filtrami Gaussowskimi.

i M(h, k)f(x —h,y — k)

k=—3 h=—3
=Y ) exp(— 5z ) (x—hy—k)
k=—m h=—m
% % h2 k2
Zk;mh;meXp(*?)eXp(*ﬁ)f(X*h,yfk)
——2"="72
Y ep(-20) Y el )
= exp(—— exp(— f(x—hy—k
i 202 Pt 202
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Separowalnos¢ filtru Gaussowskiego

5
12
exp(—45) =[5 [12 [15 [ 12[ 5| exp(—4%)=| 15
12
5
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Przypomnienie: Uogdlnienie pojecia pochodnej na przypadek funkgji wielu
zmiennych (tu: dwéch zmiennych, f(x,y)).
Definicja (zatozenie: f jest funckcja ciagta i rézniczkowalna):

—_[ 9f of
Vi = dx dy

Wynik jest para liczb (wektorem dwuelementowym).
Najprostsze przyblizenie dla obrazéw rastrowych: splot z nastepujacymi
maskami:

([1]0]-1]

-1

(da sie to przyblizy¢ lepiej, patrz dalszy ciag wyktadu)
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llustracja dziatania — przypadek jednowymiarowy

Masko:

floJoJo] 1]1]1[1]0]0
M|1[0]-1

110 -1

10 -1
gl-|0|-1]-1]o0]o|1]1]-
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Przetwarzanie splotowe

Inne popularne filtry splotowe
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Filtr Sobela

Uzywa dwoéch masek, osobnej do wykrywania pionowej i poziomej
sktadowej gradientu.

1701 121
M,= 20| 2| M,={ 00
101 121

Uwaga: w masce pojawiaja sie wartosci ujemne — odpowiedz filtra tez
moze byc ujemna.
Zagregowana odpowiedz filtra to dtugosc wektora gradientu:

g(x.y) = /My * )2+ My # F ()2

(W praktyce dos¢ czesto pomija sie pierwiastkowanie, bo jest to
przeksztatcenie monotoniczne, a zatem zachowuje porzadek wartosci)
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Filtr Sobela — przyktad

Interpretacja: kolor szary = 0, czern — wartosci ujemne, biel — wartosci
dodatnie (technicznie: wynik 32 bitowy ze znakiem)
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Filtr Sobela — przyktad

(po podniesieniu do kwadratu)
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Filtr Sobela — przyktad

po agregacji przez sume i po wyciagnieciu pierwiastka kwadratowego
gregac) € yclag
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Wizualizacja 3D

1020.0 -

-1020.0
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Dziatanie filtru Sobela
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Dziatanie filtru Sobela
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Dziatanie filtru Sobela — suma kwadratéw
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Filtr Scharra

Daje wyniki bardzo zblizone do filtru Sobela, ale zapewnia lepsza
niezmienniczo$¢ ze wzgledu na obroét:

310 -3 31103
Mp=10|{0|-10| M,= 0| O | O
3101 -3 -3 |-10| -3
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Filtr Robertsa

Ang. Robert's cross; inny, bardzo niedoskonaty sposéb przyblizenia
gradientu:

170 0-1
Mi=5T11 M=179

@ Postepowanie przy obliczaniu — tak jak dla filtra Sobela.
@ Szybki, ale wrazliwy na szumy
Inne filtry:

o Filtr Prewitta: 8 masek gradientowych (lub innych) wrazliwych na
krawedzie zorientowane na wielokrotnosci kata 452.
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Dziatanie filtru Robertsa
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Laplasjan

Operator rézniczkowy drugiego rzedu, mierzacy lokalna zmiennos¢
gradientu (‘pierwszej pochodnej’).
Definicja dla funkcji f ciagtych i dwukrotnie rézniczkowalnych:
9%f  9°f
Af=—+—-—
0x2 + dy?

Przyblizenie dyskretne przy pomocy maski:

0| 1]0
11-4 |1
0|1

Podobnie jak sktadowe gradientu, laplasjan moze da¢ wynik ujemny.
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Laplasjan — przyktad
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Laplasjan — cechy charakterystyczne

o Kazda krawedz odzwierciedlana jest przejsciem wartosci Laplasjanu
przez zero (ang. zero crossing). Przejscie to doktadnie lokalizuje
‘Srodek’ krawedzi (w sensie grubosci).

o Interpretacja 1D: punkt przegiecia krzywej jasnosci
@ Znak Laplasjanu odzwierciedla relacje obiekt-tto
@ Dziala czesto lepiej niz filtr Sobela gdy krawedzie s3 rozmyte
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Wizualizacja 3D

Przetwarzanie sp



Laplasjan — przyktad
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Przetwarzanie splotowe

Uzasadnienie matematyczne dla wybranych filtréw splotowych
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Szereg Taylora (Taylor expansion)
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Rozwiniecie Taylora

Funkcja sin(x) i jej kolejne przyblizenie rozwinieciami Taylora: wielomiany
1,3,5,7,9,11, i 13 stopnia
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‘Rachunek rézniczkowy' obrazu

Jak obliczy¢ pochodna jasnosci w danym punkcie, biorgc pod uwage fakt
ze dziedzina funkgji f jest dyskretna?

Fxc-h) = Fx) 4 () PP (3) + O (1)

F(x— h) = F(x) + hF'(x) — %hzf”(x) L0 (W)

gdzie: O() to wyrazy wyzszego rzedu (btad przyblizenia).
Odejmujac te réwnania stronami od siebie dostajemy:
f(x+h)—f(x—h)

f(x) = T + O(h?)

Podobnie dla drugiej pochodne;j:

100 — f(x+h)—2fh(2x)+f(x—h) + o)
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Filtrowanie nieliniowe
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Filtrowanie nieliniowe

o Kazde filtrowanie nie dajace przedstawi¢ sie przy pomocy splotu.

o Najczesciej stosowany reprezentant: filtr medianowy (ang. median
filter).

e Maska nie zawiera zadnych wag, ma tylko wymiarym x m

e Wynik zastosowania filtru: mediana jasnosci pikseli lezacych pod
maska (w sasiedztwie).

e Bardzo skuteczna redukcja szumu, w szczegdlnosci szumu typu
»pieprz i sél”.

e Uwaga: Mediana nie musi wymagac sortowania — istnieje algorytm o
nizszej ztozonosci obliczeniowe;.
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Filtr medianowy — przyktad (filtr 5 x5




Poréwnanie z dziataniem filtru usredniajacego filtr 5 x 5







Inne filtry nieliniowe

@ Filtr ,,minimum” — dziata ,,erozyjnie” na obraz, zmniejsza globalna
jasnos¢

@ Filtr ,,maksimum” — dziata ,ekspansywnie” na obraz, zwigksza
globalna jasnos¢

@ Inne filtry ktérych nie da sie wyrazic przy pomocy sumy wazonej

o Przyktad: g(x,y) =f(x—1,y)/f(x+1,y)
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Dithering

Mikrowzory

@ Préba stworzenia iluzji koloru (lub stopnia szarosci) przy
wykorzystaniu ograniczonej palety koloréw (czyli z paleta
zkwantyzowang), poprzez wymieszanie wielu pikseli.

@ Oko postrzega kolor wypadkowy (zmieszany).
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Algorytm Floyda-Steinberga

Realizuje dystrybucje btedu na sasiedztwo

Dla kazdego punktu obrazu:

Znajdz najblizszy kolor

Oblicz btad przyblizenia (réznica)

Rozdystrybuuj b1ad na sasiednie, jeszcze nie odwiedzone pi

Wagi dystrybucji btedu dobrane nastepujaco (punkt modyfikowany
znajduje sie w srodku maski):

@ Suma wag wynosi 16, co umozliwia szybka implementacje dzielenia
przez przesuniecie bitowe.

@ Dla jednolitego obszaru o jasnosci 128 i dostepnych w palecie jedynie
bieli i czerni, algorytm wyprodukuje szachownice.
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Symulacja dziatania algorytmu Floyda-Steinberga

Zatozenie: redukcja do 2 pozioméw szarosci: 0 i 32

16 | 16 | 16 | 16
16 | 16 | 16 | 16 | 16

32|19 |16 | 16
13|11 | 15 | 16 | 16 |[Error=16

321 0| 4 |16
13113 |18 | 17 | 16 [Error=9
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Poréwnanie algorytmoéw ditheringu

-f‘

original (256 greys)

ordered Floyd-Steinberg o

Dithering mozna stosowac takze do tworzenia iluzji barwy:
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Morfologia matematyczna
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Morfologia matematyczna

Morfologia matematyczna binarna
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Morfologia matematyczna

e Jedna z najlepiej sformalizowanych i najbardziej eleganckich gatezi
analizy i przetwarzania obrazéw.

e W wersji podstawowej, najbardziej rozpowszechnionej, da sie ja
stosowa¢ do obrazéw binarnych. Istnieja tez rozszerzenia na

przypadek ciagty.
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Pojecia podstawowe

Oznaczenia:

@ a,b,c,... € R punkty w d-wymiarowe] przestrzeni (réwnowazne
wektorom)

A,B,C,...... — zbiory punktéw (obrazy)
Ap — zbidr A przesuniety o przemieszczenie (punkt) b

A€ — dopetnienie zbioru A

A

A — symetryczne odbicie A wzgledem poczatku uktadu
wsp6trzednych
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Pojecia podstawowe

Def. Dodawanie Minkowskiego

AemB=|] A
beB

Def. Odejmowanie Minkowskiego

AcmB= A
beB

Dualno$¢ dodawania i odejmowania Minkowskiego: dla dowolnych A, B:

(AemB) =A@, B
Przyktad (podkreslenie oznacza poczatek uktadu wspétrzednych):
A B A®n,B Ac,B

111 11
1 11 111 1
11
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Dylatacja i erozja

Zazwyczaj: A — obraz wejSciowy, B - element strukturyzujacy
(strukturalny)
Def. Dylatacja A przez element strukturalny B

A& B= U A_p
beB

Czyli: suma przemieszczen A o takie —b, ze —b€ B
Def. Erozja A przez element strukturalny B
AoB= ﬂ A p

beB

Czyli: przeciecie przemieszczen A o takie —b, ze —b€ B
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llustracja dla przypadku ciagtego

o
d /4 i E
d [Jam !
B s
! T~ 408
f I Ny 1
‘ ag AR g
df4
| df2
® \d i i'
: _lap
! AGB |
B L 3df4 !
d/s d/8
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Przyktad erozji obrazu rastrowego

Obraz po erozji:

Obraz oryginalny: ~— _______________

11111 ____111 ________
it T
S S ____ﬂiﬂﬂ_"_
111111111 __ —_— o
R —
R —

1111111
_______________ 1111111
_______________ 111111
TS 11111111111 __
S S A 11111111111
AT 11111111111
_______________ 11111111111
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Wptyw odwracania elementu

Obraz: Element:

XXX X XXX X

XXX XX XX XX

XXX XXX X -

XX X

X XX

Wynik erozji bez obracania elementu:
XX_ I

XX_ X_ __

X

Wynik erozji z obracaniem elementu:
I R, XX

_XX __ X X
XX X
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Przyktad erozji

Obraz o rozmiarach 486x486 pikseli zerodowany kwadratowymi maskami
o rozmiarach 11x11, 15x15, i 45x45 pikseli.

3k
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Przyktady elementéw strukturalnych

LLT [ef [T}

L[ Tel [ ]
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Witasnosci dylatacji i erozji

Niezmienniczo$¢ wzgledem translacji:

AdEBB:(A@B)d

Ad@B:(A@B)d

Monotoniczno$é

ACB = (A@(C)C(Ba ()

Dylatacja: ekstensywnos¢

ACADB

Erozja: antyekstensywnos¢ (pod warunkiem, ze (0,0) € B)

AcBCA
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Zastosowanie: wykrywanie brzegu obiektu

A 151

ASB B(A)
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Zastosowanie: polepszanie jakosci tekstu

Historically, certain computer
programs were written using
only two digits rather than
four to define the applicable
year. Accordingly, the
company's software may
recognize a date using "00"

as 1900 rather than the :'

2000.

[
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Otwarcie i zamkniecie (domkniecie)

Def: Otwarcie obrazu A obrazem (elementem strukturalnym) B: ztozenie
erozji i dylatacji przy czym w pierwszej operacji uzywa sie lustrzanego
odbicia B.

AoB=(AcB)aB

Def: Zamkniecie obrazu A obrazem (elementem strukturalnym) B:
ztozenie dylatacji i erozji przy czym w pierwszej operacji uzywa sie
lustrzanego odbicia B.

AeB=(A®B)eB
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WHtasciwosci

Whasciwosci otwarcia i zamkniecia istotne z praktycznego punktu
widzenia:

@ zachowanie wzgledem ‘cienkich’ elementéw,
@ zachowanie wzgledem ‘cienkich’ wpustéw,
@ zachowanie wzgledem ‘ostrych’ naroznikéw wypuktych,

@ zachowanie wzgledem ‘ostrych’ naroznikéw wklestych.
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WHtasciwosci otwarcia i domkniecia

Niezmienniczo$¢ wzgledem translacji

Monotonicznosé

°
°

@ Otwarcie: antyekstensywnos¢
@ Domkniecie: ekstensywnosé
°

Idempotentnosé: jednokrotne zastosowanie daje wynik ,ostateczny”,

ponowne stosowanie nie wprowadza juz zmian:

(AoB)oB=AoB, (AeB)eB=AeB
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Interpretacja geometryczna otwarcia

Zat6zmy, ze element strukturalny B ma ksztatt dysku. Brzeg (kontur)
wyniku otwarcia A elementem B to zbiér wszystkich punktéw ktére
siegaja najdalej w kierunku brzegu przetwarzanej figury A gdy B jest
»toczony” wewnatrz A.

A°B = U((B)J(B), C A

A

Translates of Bin A
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Interpretacja geometryczna zamkniecia

Brzeg (kontur) wyniku zamkniecia A elementem B to zbiér wszystkich
punktéw ktére siegaja najdalej w kierunku brzegu przetwarzanej figury A
gdy B jest ,,toczony” na zewnatrz A.

A'B—\
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Filtr morfologiczny

Filtr morfologiczny to dowolne odwzorowanie monotoniczne i
niezmiennicze wzgledem translacji.

Tw. Matherona o reprezentacji:

1. kazdy filtr morfologiczny jest suma pewnych erozji

VA= |J AcsB
BeKer[V]

2. kazdy filtr morfologiczny jest przecieciem pewnych dylatacji

V(A= (]| AeB
BeKer[W*]
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Przyktad filtrowania morfologicznego

A=B A-8)-8

o S —-
# ADE AOB@EBE=A<BE A-BI®B [A-B@BIOE
=(AeB)+B
() o) (<) (d) (e}
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(A°B)B

[(A-B)®&B|SB

=A°B

“B)@&B
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Operacja trafi-nie trafi (hit-or-miss)

Dziata jednoczesnie na obiekt i jego tto.
Idea: wykorzystanie dwéch elementéw strukturalnych A, B, ANB =0,
‘pozytywnego’ i ‘negatywnego’:

X®(AB)={heRe: A, C XAB,C X}

Zastosowanie: wykrywanie charakterystycznych punktéw/elementéw
obrazu/obiektu, np. naroznikéw:

T
(A,B) = T T
N

==

(puste miejsca oznaczaja ‘don’t care

~—
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Hit-or-miss (w innym ujeciu [DIP])

(A©D)N (AS[W = D)) —
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Realizacja techniczna

@ Erozja = filtr minimum

@ Dylatacja = filtr maksimum
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Morfologia matematyczna

Morfologia obrazéw z gradacja stopni szarosci
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Morfologia ciggta

Motywacja: zastosowanie morfologii binarnej do rzeczywistych obrazéw
wymaga ich uprzedniej binaryzacji, co prowadzi do znaczacej utraty
informacji.

Zatozenie: obraz = wielowartosciowa (i zazwyczaj nieciagta) funkcja
charakterystyczna f
Podejscia morfologii z gradacja funkcji szarosci:

@ podejscie oparte na umbrach,

@ podejscie funkcyjne
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Morfologia ciggta w oparciu o umbry

|dea:

@ przejscie z dwuwymiarowych obrazéw z gradacja stopni szarosci na
tréjwymiarowe obrazy binarne,

@ przeprowadzanie 'zwyktych’ operacji morfologicznych na tak
powstatych obrazach tréjwymiarowych,

@ powr6t do dziedziny obrazéw dwuwymiarowych
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Przeciecie

Def: Przeciecie f na poziomie t € R (progowanie)

Xe(f)={xeR:f(x) >t}

Tw. (Serra) Przeciecia Xt sg zbiorami domknietymi spetniajacymi
warunek monotonicznosci

t1 < th = th(f) D) th(f)

pod warunkiem, ze f jest pétciagta z gory.
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@ Przeciecia mozna uktada¢ w stosy (umbry).
o Def. Umbra (cien) U(f) funkcji f zdefiniowanej na R? to zbiér
domkniety (jesli istnieje) sktadajacy sie ze wszystkich punktéw w
R? x R znajdujacych sie na powierzchni wyznaczonej przez f lub
ponizej.
@ Przyktad umbry (jednowymiarowy)
f={20466245}

u(f) =
(00011000
(0001100 1)
00111011)
(0011101 1)
10111111)
(1to111111)

Oznaczenia:

1 - element nalezy do umbry
0 - element nie nalezy do umbry
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Tw.: Dowolnej funkgji rzeczywistej (p6tciagtej z gory) odpowiada jedna i
tylko jedna umbra.

Przejscie z umbry na funkcje:
f(x)=sup{teR:(x,t) € U(f)}

Pozwala to na przejscie z funkgji f na zbiory i zdefiniowaé operacje
(morfologiczne) na funkcjach przy uzyciu zbioréw (w przestrzeni umbr):
f f
{ )

operacje nazbiorach
U(f) g U
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Morfologia ciggta w ujeciu funkcyjnym

e Funkcje (w miejsce zbioréw): f(x,y),b(x,y) €R, x,y € Z
e Dziedziny (analogia do wsparcia |. rozmytej): Dy, Dy
e Dylatacja:
o 1D: (f @ b)(s) = max{f(s—x)+ b(x): (s—x) € Dr, x € Dp}
o 2D: (F@® b)(s,t) =max{f(s—x,t—y)+b(x,y): (s—x,t—y) €
Df7 (X7y) € Db}
o (Warunek analogiczny do morfologii binarnej: obiekty musza

naktadac sie przynajmniej jednym punktem)
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Dylatacja: Przyktad (1D)

tx) hix)
1 1 -
& L
0
Fls—x)+b(x) ‘ ' ‘
(f@bYs)-

‘ niezdefiniowane (poza dziedzinay
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(f@bYs)

L

zmiany wieksze niz max(bj

Zmiany rowne max(b]
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1D:

(feb)(s)=min{f(s+x)—b(x): (s+x) € Df,x € Dp}
2D:

(feb)(s,t)=min{f(s+x,t+y)—b(x,y): (s+x,t+y) € Df, (x,y) € Dp}

Efekty:
@ pociemnienie obrazu (dla scisle nieujemnego b),

@ zmniejszenie jasnych detali (7).
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Przyktad

fix) bx)

(fBD)(s)
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Przyktad

Erozja i dylatacja ptaskim dyskiem o promieniu 2 piksele

iyl
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Przyktad

Obraz supernowej Cygnus Loop po otwarciu i zamknieciu dyskami i
promieniach 1, 3, i 5 pikseli
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Przyktad

Erozja, dylatacja, i réznica pomiedzy dylatacja a erozja (tzw. gradient
mofrologiczny)

Morfologia matematyczna



Otwarcie i zamkniecie

Analogicznie do morfologii binarnej:

fob=(fOb)@b, feb=(f®b)Ob

Elegancka interpretacja geometryczna: ,rolling ball” (dla sferycznego
elementu strukturalnego).
Przyktad 1D:

feob
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Inne operatory morfologii ciagtej

o Wygtadzanie morfologiczne:
(fob)eb
@ Gradient morfologiczny:
(F®b)—(fob)

gdzie '—' oznacza arytmetyczne odejmowanie obrazéw (pixel-wise). W
przeciwienstwie do tradycyjnych operatoréw mniej zalezny od konkretnego
kierunku krawedzi, ale bardziej ztozony obliczeniowo.

o Top-hat:
f—(fob)

(polepsza widocznos¢ detali w obecnosci ,,cienia” i przy stabym kontrascie)
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Przyktadowe zastosowania morfologii ciagte;

Opis charakterystyki teksturalne;j
Idea: sekwencja operacji morfologicznych na catym obrazie,
kazda z operacji przeksztatca obraz z uzyciem elementu strukturalnego:

@ o tym samym ksztatcie,
@ ale o roznej wielkosci.

Przyktad:
1. W kolejnych iteracjach dokonuj otwarcia obrazu i oblicz globalny
spadek jasnosci:

I(d,-):/|fod,-—f|
/

gdzie: f- obrazy oryginalny, d;- element strukturalny o wielkosci i,
2. Przeanalizuj / jako funkcje i (lub d}).
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Przyktad

Niech stosowana operacja bedzie otwarcie.
Zatézmy, ze powyzsza procedura doprowadzita do nastepujacego wyniku:

I(d})

ds

Taki wynik moze $wiadczy¢ o obecnosci w obrazie znacznej liczby
elementéw/obiektéw o rozmiarze zblizonym do ds.
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Przyktad

Obraz oryginalny, obraz wygtadzony, i efekt otwarcia dyskami o
promieniach 10, 20, 25, i 30 pikseli
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Przyktad

Woykres pola powierzchni w funkgji promienia dysku

Differences in surface area
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Megaprzyktad —

morfologia rulez :)
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Morfologia matematyczna

Inne operacje/zagadnienia zwigzane z MM
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Powtoka wypukta (convex hull)

Def. Domkniecie wypukte obszaru R to najmniejszy wypukty obszar
HDR.

Problem: Na kracie dyskretnej p6tptaszczyzna (prosta) moze by¢
poprowadzona tylko pod katem bedacym wielokrotnoscig 7. Dlatego
domkniecie wypukte jest tu czescig wspdlng takich potptaszczyzn.

{(y):ax+by <c,x,y €Z}
gdzie a,be {-1,0,1},c€Z
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Realizacja powtoki wypuktej w MM

Osiem ztozonych elementéw strukturalnych (rotacje elementu
oryginalnego):

TTT TT_. ___
_FT TF_ TN_
T TTT

@ Pojedyncza iteracja algorytmu: pogrub obiekt kolejno wszystkimi
o$mioma elementami.

o lteruj tak dtugo, az brak zmian.
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Inne operacje realizowalne formalizmami MM

ekstrakcja brzegu figury,
wypetnianie obszaru,

okreslanie sktadowych spéjnych,
domkniecie wypukte
pocienianie,

pogrubianie,

znajdowanie szkieletu,

® 6 6 6 6 o o o

pruning,
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Przetwarzanie obrazéw w dziedzinie

czestotliwosci
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Przetwarzanie obrazéw w dziedzinie

czestotliwosci
Woprowadzenie
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Liczby zespolone

Liczba zespolona C to para sktadajaca sie z czesci rzeczywistej R i
urojonej [:
C=R+jl

gdzie j =+/—1. Liczba sprzezona wzgledem C to liczba C* = R —I.
Kazda liczba zespolona moze by¢ utozsamiana z punktem na ptaszczyznie
o wspétrzednych (R, 1).
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Reprezentacja

LZ mozna reprezentowaé we wspétrzednych biegunowych:

C =|C|(cos 6+ jsinB)

gdzie |C| = v R2+ 12 to modut liczby zespolonej.
Poniewaz jest prawda ze (wzér Eulera):

e/® = cosO+jsin0

zatem

C=|Cl|e*
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Zarys dowodu wzoru Eulera (jednego z dowodéw): niech
f(6) =cosO+jsin6

ar(6)

o~ do'
=j(jsin® 4 cosB) = j(cosO + jsinO) = jf(O)

cosB + jsin@) = —sin 6 + jcos O

Czyli f spetnia to samo réwnanie rézniczkowe co /9, bo d%ejg = jel%.
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Szereg Fouriera

Kazda funkcja o okresie T moze byc wyrazona jako suma funkg;ji
sinusoidalnych i cosinusoidalnych wymnozonych przez odpowiednie wagi
(wspétezynniki):

f(t) = Z c el Tt

n——oo

gdzie:

]_ T/2 2rj
Ch= — f(t)e  Ttdt
T/T/2 (t)e

gdzie n=0, £1, £2, ...
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Ciaggta transformata Fouriera funkcji jednej zmienne;

Ang. Continuous Fourier Transform
Ciagta transformata Fouriera ciagtej funkcji f(t) ciagtej zmiennej t :

Flu)= /_Z f(t)e J2mHdt

gdzie u jest zmienna ciagta.
Czyli: transformata to funkcja pewnej zmiennej u.
Transformata odwrotna:

()= | Fne™tdy

Czyli: mozna odtworzy¢ funkcje na podstawie jej transformaty.
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Ciagta transformata Fouriera funkgcji jednej zmienngj

Uzywajac wzoru Eulera dostajemy:

F(u) = /_ Z F(£)[cos(2mut) — jsin(2ut)]dt
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Dyskretna 1D transformata Fouriera

Ang. Discrete Fourier Transform (DFT)
Dyskretna transformata Fouriera jednej zmiennej:
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Dyskretna 1D transformata Fouriera — przyktad
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Dyskretna 2D transformata Fouriera

Dyskretna dwuwymiwarowa transformata Fouriera:

M—1N—
Z Z x y)efj27t(ux/M+vy/N)
gdzie f(x,y) to obraz o rozmiarach M x N, u=0,1,... M—1,

v=0,1,...,N—1.
Dyskretna odwrotna transformata Fouriera:

F(x MZ i ) el27(ux/M--vy N)

gdziex=0,1,....M—1,y=0,1,...,N—1.
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Szybka transformata Fouriera

o Ang. Fast Fourier Transform (FFT)

o Grupa algorytméw pozwalajacych na wyliczenie jednowymiarowej
DFT w czasie rzedu O(nlogn) (podczas gdy liczenie wg. definicji ma
ztozonos¢ O(n?))

e Najbardziej popularny algorytm: Cooley—Tukey (a przedtem C.F.
Gauss, 1805)
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Przetwarzanie obrazéw w dziedzinie

czestotliwosci
Przyktady
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Przyktad: Prazki sinusoidalne (4 okresy)

FFT
—
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Przyktad: Prazki sinusoidalne (4 okresy)

255.0
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Przyktad: Prazki sinusoidalne (32 okresy)
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Przyktad: Prazki sinusoidalne (32 okresy)

255.0
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Przyktad: Ztozenie prazkéw w osi X i Y
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Przyktad: Ztozenie prazkéw w osi X i Y
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ad: Obraz rzeczywisty
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Przyktad: Obraz rzeczywisty
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Przyktad: Szum (biaty, rozktad normalny)

B 2000 ]
0 106
Count: 65536 Min: 0
Mean: 19.610 Max: 106
PrrzetwhrzanistdBess s didd-iedzibiedes dkia@idddsci— 176




Wiernos¢ transformaty odw

EEEE——— 000000
-4.959E-5 6.866E-5
Count: 262144 Min: -4.959E-5

Mean: 7.423E-6 Max: 6.866E-5
StdDev: 1.399E-5 Mode: 6.706E-8 (94312)
Bins: 256 Bin Width: 4.619E-7
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Wptyw przefiltrowania obrazu na widmo (Gauss ¢ = 2.0)
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Wptyw przefiltrowania obrazu na widmo (Gauss ¢ = 4.0)

Przetwarzanie obrazédw w dziedzinie czestotliwosci— 170



Manipulacja na widmie r = 150
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Wiernos¢ transformaty odw

-34.279 43.460
Count: 262144 Min: -34.279

Mean: 6.934E-6 Max: 43.460

StdDev: 3.839 Mode: -0.116 (12703)
Bins: 256 Bin Width: 0.304
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Manipulacja na widmie r = 64
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Filtrowanie w dziedzinie czestotliwosci
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Wycinanie sktadowych o wyzszych czestotliwosciach r = 50
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Wycinanie sktadowych o wyzszych czestotliwosciach r = 25
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Wycinanie sktadowych o wyzszych czestotliwosciach r = 10

Przetwarzanie obrazédw w dziedzinie czestotliwosci— 186



Splot a filtrowanie w dziedzinie czestotliwosci

(obraz)
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Splot a filtrowanie w dziedzinie czestotliwosci

(filtr)
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Splot a filtrowanie w dziedzinie czestotliwosci

(lewa strona: obraz bedacy korelacja DFT obrazu i filtra)
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