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Plan -2 
1. Uzupełnienie materiałów z części 1 
2.  Założenia i pojęcia wstępne 

(stacjonarność, autokorelacja, szum biały, błądzenie losowe) 

3.  AR – model autoregresyjny 
4.  MR – odmiana średniej ruchomej 
5.  ARMA 

–  Identyfikacja i dobór parametrów p, q, d 
–  Estymacja  

6.  ARIMA – wersja z różnicowaniem  
7.  SARIMA i inne modele 
8.  Wsparcie oprogramowania 
9.  Zagadnienia prognozowania 



Przykład – mat. Statsoft 

Analiza prof. Sokołowski UE Kraków 









Modele autoregresji i średniej ruchomej 

Ogólne modele szeregów czasowych – stosowane do 
modelowania stacjonarnych szeregów czasowych lub 
niestacjonarnych, lecz sprowadzalnych do stacjonarnych 
 

Ich budowa – oparta na zjawisku autokorelacji, czyli korelacji 
wartości zmiennej prognozowanej z wartościami tej zmiennej 
opóźnionymi w czasie 
 

Podstawowe podejścia: 
•  Modele autoregresji (AR) 
•  Modele średniej ruchomej MA (nie mylić z poprzednim 

wykładem) 
•  Modele mieszane (ARMA) 



Stacjonarność 
Szereg yt realizacja pewnego procesu stochastycznego {Yt} 
Pojęcie stacjonarności -  
Rozkład prawdopodobieństwa procesu jest stały w czasie (ścisłe) 
Słabe: 

Stała w czasie jest wartość oczekiwana E(yt)=µ 
Stała jest wariancja Var(yt)=σ<∞ 
Stała jest kowariancja sąsiednich obserwacji 

  Cov(yt;yt+k)=E[(yt-µ)(yt+k-µ)]=λ 

 



Biały szum 

Za S.Zając 



Za wykładem M.Smieja UJ 



Funkcje autokorelacji 





Za wykładem M.Smieja UJ 



Za wykładem M.Smieja UJ 



Ogólna idea ARIMA 
ARIMA – akronim terminu angielskiego Auto-Regresive Integrated 
Moving Average 
•  AR (ang. Autoregression) – zależność od wartości opóźnionych 

zmiennej (ang. lagged) 
•  I (ang. Integrated) – operator różnicowania w celu przekształcenia w 

szereg stacjonarny 
•  MA (ang. Moving Average) – zależność od opóźnionych błędów 

(reszt) modelu 
 
Każda ze składowych związana z parametrami (p,d,q) = uniwersalny 
zapis ARIMA(p,d,q) 



Model autoregresji AR 
yt = φ0 +φ1 yt−1 +φ2 yt−2 +…+φ p yt− p +εt

 

•  Model w którym każda wartość jest liniową kombinacją poprzednich 
wartości (ang. lagged) – wykorzystuje pamięć procesu. 
–  Założenie o autokorelacji między wartością zmiennej prognozowaniej a 

wartościami opóźnionymi w czasie 

•  p rząd modelu /opóźnienie/ – ile poprzednich obserwacji ma wpływ 
na bieżącą wartość AR(p) 

•  Przykład sprzedaży AR(1) 



Przykłady AR 

Rys za wikipedia 
Teoretycznie AR(1) stacjonarny gdy Φ<1  



Funkcje cząstkowe autokorelacji PACF 

Może być wykorzystana do oceny paremetrów modeli 



Przykład wykresu PACF 



Dobór opóźnienia p i estymacja parametrów Φ 

Dla ustalenia wartości p (w pełni stacjonarny AR) 
•  Wykorzystuje się współczynniki cząstkowe autokorelacji 

PACF 
•  Własności matematyczne – dla AR(p); współczynniki PACF 

dążą do zera dla h większego niż p 

Estymacja parametrów modelu 
- Odmiany metody najmniejszych kwadratów, metoda 
momentów (dla układów równań Yula-Walker’a), lub metoda 
estymacji największej wiarygodności = patrz ang. hasło 
Wikipedia /Autoregressive model/ 



Własności teoretyczne 

•  Dla yt=AR(p) funkcje ACF maleją wykładniczo (bezpośrednio lub 
oscylując), lecz PACF będą ucięte do zera gdy h >p  



Model średniej ruchomej MA 
yt =θ0 +et +θ1et−1 +θ2et−2 +…+θ pet−q

 

•  Model w którym aktualna wartość jest liniową kombinacją 
poprzednich wartości + odchyłek tych wartości 
–  e odpowiadają błędom (resztom) modelu w okresach t,t-1,…,t-q 

•  q wielkość opóźnienia 
•  Teoretycznie MA powinien być stacjonarnym procesem (gdyż jest 

ważonym uśrednieniem poprzednich błędów prognozy) 
 
•  Inne sformułowanie z białym szumem w = wn(0,σ2) 



Dobór parametrów MA 

Dla ustalenia wartości q (w pełni stacjonarny proces) 
•  Wykorzystuje się współczynniki autokorelacji ACF 
•  Własności matematyczne – dla MA(q); współczynniki ACF 

dążą do zera dla h większego niż q 

Estymacja parametrów θ modelu 
- Zdecydowanie trudniejsza – gdyż błędy prognoz nie są 
bezpośrednio obserwowalne / nieliniowe, iteracyjne procedury 
dopasowania zamiast liniowych procedur najmniejszych 
kwadratów 





Model autoregresji i średniej ruchomej ARMA 

Dla osiągnięcia większej elastyczności w dopasowaniu modelu do 
szeregu czasowego niekiedy celowe jest połączenie obu modeli, które 
prowadzi do modelu autoregresji i średniej ruchomej ARMA 
 
 
 
 
wartość zmiennej prognozowanej y w momencie t zależy od przeszłych 
jej wielkości oraz od różnic miedzy przeszłymi wartościami 
rzeczywistymi zmiennej prognozowanej a jej wartościami uzyskanymi z 
modelu (błędów prognoz) 
ARMA – nadal dotyczy procesów stacjonarnych!  
Ponadto funkcje autokorelacji powinny szybko opadać na wykresie 
 

yt = φ0 +φ1 yt−1 +φ2 yt−2 +…+φ p yt− p +θ0 +et +θ1et−1 +θ2et−2 +…+θ pet−q



Dobór parametrów ARMA 

Dla opóźnień p i q oprócz omówionych zasad wykorzystania 
•  współczyniki autokorelacji ACF 
•  Współczynniki częściowej autokorelacji PACF 
Nie zawsze jednoznaczny wybór  
Doradza się wykorzystanie Akaike information criterion (AIC) 
 
 
 
 
Estymacja parametrów – odmiany metody najmniejszych 
kwadratów i inne już omówione 
 



Modele zintegrowane 
•  Jeśli szereg nie jest stacjonarny, to rozważa się przekształcenia w 

szereg stacjonarny. 
–  Eliminacja trendu (funkcji nieliniowej) 
–  Operacja różnicowania  

•  Różnicowanie – obliczanie różnić sąsiednich wyrazów 
szeregu; Δyt = yt –yt-1 

–  Będą one reprezentować zmiany wartości w badanym szeregu np. spadki i 
wzrosty sprzedaży z okresu na okres. Przykładowy szereg może mieć przebieg 
wykazujący trend a po różnicowaniu otrzymamy wartości, które (bardzo często) 
będą już stacjonarne, a przynajmniej będą miały stały w czasie średni poziom 

Niekiedy konieczne jest kolejne obliczenia różnic 
Δ2yt= Δyt –Δyt-1 = (yt –yt-1)-(yt-1 –yt-2) = yt –2yt-1+yt-2   
, można dalej różnicować - aż d-krotne różnicowanie  
Stąd d paramter modeli zintegrowanych  

•  Konkluzja ARMA + integracja -> ARIMA (p,d,q) 
 



Przykład przekształceń [M.Śmieja] 



Procedura Box’a i Jenkinsa 
•  Identyfikacja (stacjonarność, wybór modelu, dobór 

parametrów p, d i q) 
•  Estymacja (wykorzystanie algorytmu do oszacowania 

parametrów modelu) 
•  Weryfikacja (ocena statystyczna kandydata na model 

prognostyczny / Ljung-Box test dla autokorelacji reszt, 
ocena wykresów autokorelacji) 

Klasyczna metoda: Box, G.E.P. and G.M. Jenkins (1970) 
Time series analysis: Forecasting and control. 



Za S.Zająć 



Testowanie stacjonarności 



Przykład analizy SPSS [M.Płonka] 



Ocena stacjonarności 



Przekształcenie 



Identyfikacja (p,q) 



Weryfikacja 
 

Skorzystaj z testów 



SARIMA – uwzględnienie sezonowości 



SARIMA – sformułowanie mat. 

Za stat lab uberkley – uwaga notacja zmienna x oraz wspołczynniki ujemne 



Analiza logowania się na portalu [Sokołowski] 
SARIMA 



Prognoza 



Zmienne towarzyszące 

Uogólnienia modelu ARMA / ARIMA 
Tzw. ARMAX(p, q, b) Autoregressive–moving-average 
model with exogenous inputs model 
 
 
 
 



Prognozowanie 



O prognozowaniu 
Pojęcie prognozy:  
•  „racjonalne, naukowe przewidywanie przyszłych zdarzeń”, 
•  „stwierdzenie odnoszącym się do określonej przyszłości 

formułowanym z wykorzystaniem metod naukowych, 
weryfikowalnym empirycznie, niepewnym, ale 
akceptowalnym”. 

 
Złośliwie: 
„Prognozowanie to sztuka przewidywania przyszłości ... i uzasadniania, 
dlaczego owe przewidywania się nie sprawdzają.”  



O prognozowaniu 
Kilka założeń: 
•  zaobserwowany model nie zmieni się co do kształtu jak i siły 

działania w okresie przyszłym, 
•  wahania przypadkowe nie zakłócą znacząco zaobserwowanych 

składowych systematycznych modelu. 
•  Spełnienie założeń bardziej prawdopodobne dla okresów leżących 

bliżej ostatniego badanego okresu. 
•  Niezbędna wiedza dziedzinowa na temat charakteru zjawisk.  



O prognozowaniu 
•  Okres prognozy 
•  Horyzont prognozy 
•  Zmiany ilościowe i jakościowe w prognozowaniu zjawisk. 
•  Podział prognoz: 

–  krótkoterminowa, 
–  średnioterminowa, 
–  długoterminowa. 

•  Ocena wiarygodności prognozy szacowanie błędów prognozy ex 
post:  

•  Definicje błędów – poprzedni wykład 
–  bezwzględny błąd w momencie t: yt-y’t, 
–  względny błąd w momencie t [%], 
–  średni (względny) błąd lub błąd kwadratowy MSE.  



Uwagi końcowe 
Klasyczne metody – dostępne we wszystkich pakietach 
statystycznych i wielu innych 
 



Sieci Neuronowe 
Na przełomie wieku popularne wykorzystanie MLP dla odpowiednio 
dużych zbiorów uczących – przykład niżej lagged inputs 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
W ostatnich latach modele zbudowane w oparciu o sieć neuronową 
typu LSTM (uogólnienie przewidywania tekstów) 
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Samodzielna analiza dokumentacji i blogów nt. użycia metod w 
określonym oprogramowaniu  
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