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Przyktad - mat. Statsoft

Wielkos¢ hurtowej sprzedazy produktu B (dane dzienne
ze 180 kolejnych dni).
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Analiza prof. Sokotowski UE Krakow



Model dopasowany przez prof. A. Sokolowskiego dla
sprzedazy produktu B; zrodlo: www.statsoft.pl

B, =10670,58-61,13t+0,27t +

+0,49B, ,+0,20B, .-0,27B, .. ~0,19B .-



Wykresy szeregu pierwotnego i wartosci teoretycznych

wyznaczonych wg modelu dla sprzedazy produktu B
(zrodlo: wwwe.statsoft.pl)
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Porownanie prognoz w przykladzie o hurtowe;
sprzedazy produktu B (www.statsoft.pl)
Wartosc Wyréwnywanie

Dzien . Model 3 .
rzeczywista wykladnicze

180 14871.0 . 12664.5 12288.5
181 12830.9 5015. 10903.2 13228.0
182 16396.2 12690.5 10832.8 12432.8
183 140344 14113.4 11611.7 12061.3

Sredni blad - 2288 /15.7% | 3369/23.2% |2570/17.7%
rognozy

Bledy prognozy ex post



Modele autoregresiji i Sredniej ruchomej

Ogolne modele szeregdow czasowych — stosowane do
modelowania stacjonarnych szeregow czasowych lub
niestacjonarnych, lecz sprowadzalnych do stacjonarnych

Ich budowa — oparta na zjawisku autokorelacji, czyli korelacji
wartosci zmiennej prognozowanej z wartosciami tej zmiennej
opdznionymi w czasie

Podstawowe podejscia:

* Modele autoregresji (AR)

* Modele sredniej ruchomej MA (nie myli¢ z poprzednim
wyktadem)

* Modele mieszane (ARMA)



Stacjonarnosc

Szereg y, realizacja pewnego procesu stochastycznego {Y,}
Pojecie stacjonarnosci -

Rozktad prawdopodobienstwa procesu jest staty w czasie (Sciste)
Stabe:

Stata w czasie jest wartos¢ oczekiwana E(y,)=p
Stata jest wariancja Var(y,)=0<e

Stata jest kowariancja sgsiednich obserwacji
Cov(Ve: Vi) “ELV M) (Vs H)IEA

non-stationary OTU




Biaty szum

o’ dlah=0

0 dla h=0
Definicja 1.2.1 bialego szumu (white noise)
Proces {Z,} jest nazywany bialym szumem ze $rednia 0 i wariancja o , co zapisujemy:
{Z,} ~WN(0, o°), (1.6)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy { Z, | ma srednia zero 1 kowariancj¢ zadang wzorem (1.5).
Czgsto zakladamy | Z, }~1ud (0, a’), (1.7)

€O Oznacza, ze zmienne majg ten sam rozklad 1 sa niezalezne.

Zastosowanic:
Szeroka klasa stacjonamych proceséw moze by¢ utworzona z wykorzystaniem bialego szumu
jako wymuszajace) sily pojawiajace) si¢ w (zbiorze) liniowych rownan réznicowych, ktore sa

zwiazane z pojgciem procesow ARMA (procesy z autoregresja (AR) 1 ruchoma srednig (MA)).
Za S.Zajgc



@ Biaty szum: w, « iid(0,02). Czesto w, ~ Niid(0,02).
@ Srednia ruchoma: v, = %(w,_z + w1 + w,) (model MA(2)).
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Rysunek: Gausowski biaty szum i érednia ruchoma tego szumu.

Za wyktadem M.Smieja UJ



Funkcje autokorelacji

@ Funkcja autokowariancji pokazuje zaleznos¢ miedzy y, a
poprzednimi wartosciami

@ Dla szeregu stacjonarnego wartosci zaleza wytacznie od
odlegtosci miedzy obserwacjami

E(ye — E(ve))(Ve—k — E(ve—k)) =% k=0,1,2,...

@ autkowariancje s3 nieunormowane
@ Funkcja autokorelacji (ACF) (Autocorrelation Function)

COV(yt, }’t—k)
var(y:)

Pk =



OV()'t Yesk)

* Funkcja autokorelacji ACF (Autocorrelation function): p;, = , gdzie ay jest
)’

wariancjg procesu y;.

T (.Vt-f)(}'uk -Yy)

ST =32 , majacy w przyblizeniu rozktad normalny o
=1Vt~

e Estymatorem p, jest: oy =

. 1
odchyleniu standardowym 7

- Dla biatego szumu powinna by¢ ona nierozréznialna od 0 (w sensie statystycznym)
- Dla btadzenia losowego powinna by¢ ona rowna zawsze 1 lub wygasac bardzo, bardzo powoli
- Dla stabilnego procesu autoregresyjnego powinna ona wygasa¢ wraz z rosnacym k (px = ¢¥)
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Rysunek: Autokowariancja sredniej ruchomej x; = :l;(wt + We_1 + we_2).

Za wyktadem M.Smieja UJ



® Btadzenie losowe z trendem (lub bez):
Xe = 0+ Xp—1 + Wy =¢5t+2}=1wj dlat=1,2,...0raz =0
(model ARIMA(1,1,0)).
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Rysunek: Bfadzenie losowe z trendem 4 = 2 i bez trendu (6 = 0).

Za wyktadem M.Smieja UJ



Ogolna idea ARIMA

ARIMA - akronim terminu angielskiego Auto-Regresive Integrated

Moving Average

AR (ang. Autoregression) - zaleznosc¢ od wartosci opoznionych
zmiennej (ang. lagged)

* | (ang. Integrated) - operator roznicowania w celu przeksztatcenia w
szereg stacjonarny

 MA (ang. Moving Average) — zaleznos¢ od opdznionych btedow
(reszt) modelu

Kazda ze sktadowych zwigzana z parametrami (p,d,q) = uniwersalny
zapis ARIMA(p,d,q)



Model autoregresji AR

»)/f =¢O+¢1')/Z—1+¢2'J/f—2+'°°+¢p'yz‘—p+8l

Model w ktorym kazda wartosc¢ jest liniowg kombinacjg poprzednich
wartosci (ang. lagged) — wykorzystuje pamiec¢ procesu.
— Zatozenie o autokorelacji miedzy wartoscig zmiennej prognozowaniej a
wartosciami opoznionymi w czasie

p rzad modelu /opoznienie/ - ile poprzednich obserwacji ma wptyw
na biezgcg wartos¢ AR(p)

Przyktad sprzedazy AR(1)

sprZCd(lzsierpien =@ S]?TZCd(I.Z“-p,-M + Esierpien
Jezeli rzad wynositby 2, to proces AR (2) wygladatby nastepujaco:
SP?'ZC({(IZS,‘,,,-),,-P” = ¥ 57".20(10214'1)[9(' t+ @2 Sprzedaz(‘zm‘wie(' + Esierpien

A parametry ¢; wskazujg na wptyw kolejnych, co raz starszych wartosci szeregu na biezgcq
wartosc.



Przyktady AR
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Rys za wikipedia
Teoretycznie AR(1) stacjonarny gdy ®<1



Funkcje czgstkowe autokorelacji PACF

@ Funkcja czastkowej autokorelacji (Partial Autocorrelation
Function) pokazuje zalezno$¢ miedzy y, a poprzednimi
wartosciami, pomijajac wptyw posrednich opdznien

@ Liczbowo jest rowna oszacowaniu wspétczynnika px w modelu:

Ye =K+ )Ye-1+ ...+ PkYe—k T E¢

Moze byC wykorzystana do oceny paremetrow modeli



Przyktad wykresu PACF

Partial autocorrelations of inflacja
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Dobdr opdznienia p i estymacja parametrow @

Dla ustalenia wartosci p (w petni stacjonarny AR)

« Wykorzystuje sie wspotczynniki czgstkowe autokorelaci
PACF

« Wiasnosci matematyczne — dla AR(p); wspotczynniki PACF
dazg do zera dla h wiekszego niz p

Estymacja parametrow modelu

- Odmiany metody najmniejszych kwadratow, metoda
momentow (dla uktadéw réwnan Yula-Walker’a), lub metoda
estymacji najwiekszej wiarygodnosci = patrz ang. hasto
Wikipedia /Autoregressive model/



Wtasnosci teoretyczne

« Dla y=AR(p) funkcje ACF malejg wyktadniczo (bezposrednio lub
oscylujac), lecz PACF bedg uciete do zera gdy h >p




Model sredniej ruchomej MA

Vv, =0,+e +0e,_+0ec ,+...+ Hpef_
Model w ktérym aktualna wartosc jest liniowg kombinacjg
poprzednich wartosci + odchytek tych wartosci

— e odpowiadajg btedom (resztom) modelu w okresach t,t-1,...,t-q
q wielkos¢ opoznienia
Teoretycznie MA powinien by¢ stacjonarnym procesem (gdyz jest

wazonym usrednieniem poprzednich btedéw prognozy)
E(se) =0 var(c,) =0° E(ce.e5)=0 VYt#s

Inne sformutowanie z biatym szumem w = wn(0,02)

Definicja modelu $redniej ruchomej stopnia q - MA(q)

Model postaci:

xt—w,+@1wt 1+...+6qW( qs

gdzie w; -biaty szum (gaussowski), ©; -state (©, # 0).



Dobdr parametrow MA

Dla ustalenia wartosci g (w petni stacjonarny proces)
« Wykorzystuje sie wspotczynniki autokorelacji ACF

« Wiasnosci matematyczne — dla MA(q); wspoétczynniki ACF
dazg do zera dla h wiekszego niz q

Estymacja parametrow 6 modelu

- Zdecydowanie trudniejsza - gdyz btedy prognoz nie sg
bezposrednio obserwowalne / nieliniowe, iteracyjne procedury
dopasowania zamiast liniowych procedur najmniejszych
kwadratow
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Condeton Coafficents

Wykres 2. Funkcja Autokorelacji (ACF) procesu X, =Z, +0,3Z, , - 0,7Z, , gdzic Z, ~WN(0,2).

Otrzymany ksztalt autokorelogramu ma cechy, ktore wskazuja na jego pochodzenie z procesu

MA(2), tzn. nieistotnos¢ wartosci funkcji ACF dla ¢ > 2. Problem ten zostanie omowiony w



Model autoregresiji i Sredniej ruchomej ARMA

Dla osiggniecia wiekszej elastycznosci w dopasowaniu modelu do
szeregu czasowego niekiedy celowe jest potgczenie obu modeli, ktore
prowadzi do modelu autoregresiji i sredniej ruchomej ARMA

V.=, +dr,  +o, v,  +...+ gbpy[_p +0 +e +0e_+0,e,  +...+ Hpef_q

wartos¢ zmiennej prognozowanej y w momencie t zalezy od przesztych
jej wielkosci oraz od roznic miedzy przesztymi wartosciami
rzeczywistymi zmiennej prognozowanej a jej wartosciami uzyskanymi z
modelu (bteddéw prognoz)

ARMA - nadal dotyczy procesow stacjonarnych!

Ponadto funkcje autokorelacji powinny szybko opadac na wykresie



Dobdr parametrow ARMA

Dla opdznien p i1 g oprocz omowionych zasad wykorzystania
« wspotczyniki autokorelacji ACF

« Wspotczynniki czesciowej autokorelacji PACF

Nie zawsze jednoznaczny wybor

Doradza sie wykorzystanie Akaike information criterion (AIC)

2(p +q)

AIC(p. q) = In(5°) 4 =

where 62 is the maximum likelihood estimated of the white
noise variance.

Among a set of models, we select the values of p and g for our
fitted model to be those which minimize AIC(p. q).

Estymacja parametrow - odmiany metody najmniejszych
kwadratow i inne juz omowione



Modele zintegrowane

« Jesli szereg nie jest stacjonarny, to rozwaza sie przeksztatcenia w
szereg stacjonarny.
— Eliminacja trendu (funkcji nieliniowej)
— Operacja ré6znicowania
« Rdznicowanie — obliczanie rozni¢ sgsiednich wyrazow
szeregu; Ay, = Y ~Yi4
— Bedg one reprezentowac zmiany wartosci w badanym szeregu np. spadki i
wzrosty sprzedazy z okresu na okres. Przyktadowy szereg moze mie€ przebieg

wykazujgcy trend a po réznicowaniu otrzymamy wartosci, ktore (bardzo czesto)
bedg juz stacjonarne, a przynajmniej bedg miaty staty w czasie sredni poziom

Niekiedy konieczne jest kolejne obliczenia roznic
A%y = Ay, —AYiq = (Ve Y1)Vt Vi) = Vi =2Vt Yo

, mozna dalej réznicowac - az d-krotne roznicowanie
Stad d paramter modeli zintegrowanych

» Konkluzja ARMA + integracja -> ARIMA (p,d,q)
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Przyktad przeksztatceh [M.Smieja]
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Rysunek: Dane dotyczace temperatury i trend liniowy.

Rysunek: Autokorelacja oryginalnego szeregu(géra) oraz szeregéw po usunigciu

Rvsunek: Szeres no usunieciu trendu za pomoca regresji (gora) i réznicowania
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Procedura Box’a i1 Jenkinsa

 Identyfikacja (stacjonarnos¢, wybor modelu, dobor
parametrow p, di q)

« Estymacja (wykorzystanie algorytmu do oszacowania
parametrow modelu)

« Weryfikacja (ocena statystyczna kandydata na model
prognostyczny / Ljung-Box test dla autokorelaciji reszt,
ocena wykresow autokorelacji)

Klasyczna metoda: Box, G.E.P. and G.M. Jenkins (1970)
Time series analysis: Forecasting and control.



1. Sprowadzenie procesu do szeregu stacjonamego (transformacje log, roznicowanie)

Estymacja parametrow ¢, 6.

Lol S S

6. Predykcja szeregu
Diagram postgepowania

1.Sprawdzenie Niestacjonamy szereg
stacjonarmnosci szeregu.

Identyfikacja parametrow p i g (poprzez funkcje ACF 1 PACF)
Wybor modelu (wg kryterium AICC — model z wartoscia minimalna)

Weryfikacja modelu - sprawdzenie czy reszty sa rozkladem Gaussowskim.

Sprowadzenie szeregu

Szereg stacjonarny

2.0cena parametrow p i q
na podstawie ACF 1 PACF

'

Za S.Zajgc

do stacjonamego
(Transformacja log,
roznicowanie szeregu)

Szereg stacjonarny

3. Wybor modelu na podstawie AICC ‘\Reszty nie Gaussowskie

4. Estymacja parametrow ¢ 1 6 » | 5. Weryfikacja modelu

:

Reszty Gaussowskie

6. Predvkcia




Testowanie stacjonarnosci

@ Jezeli procesy s3 prawidtowo ustalone to reszty s3 biatym
szumem

@ testem niezaleznosci reszt jest statystyka Ljunga-Boxa

m

Pk D
Q:"("+2)Z == = Xin—p—q
k=1

gdzie
(T—=k) 2y —¥) 2 (ye—x — ¥)

Be = 2
P T-13(y —¥)?




Przyktad analizy SPSS [M.Ptonka]
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Ocena stacjonarnosci

Wolumen akcji spolki A
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Przeksztatcenie
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Funkcja autokorelacji

Identyfikacja (p,q)

ACF
O wapix syt
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Funkcja autokorelacji czastkowych

PACF
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Autokorelacja reszt

Autokorelacja czastkowa reszt
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Weryfikacja

Skorzystaj z testow



SARIMA — uwzglednienie sezonowosci

ARIMA sprawdzi jesli nie mamy elementu sezonowego, jesli jednak istnieje mamy inny model - SARIMA. SARIMA jest podobny do modeli ARIMA, musimy
tylko dodac kilka parametréw, aby uwzgledni¢ sezonowos¢:

SARIMA (p, d, ) (P, D, Q) m

p - liczba autoregresji

d - stopien r6znicowania

q - liczba $rednich ruchomych termindw

m - odnosi sie do liczby okreséw w kazdym sezonie

(P, D, Q) - reprezentuje (p, d, g) dla sezonowej czesci szeregu czasowego

Zapis dla modelu obejmuje okreslenie kolejnosci modeli AR (p), | (d) i MA (q) jako parametréw funkcji ARIMA i AR (P), I (D), MA (Q) i m parametry na poziomie
sezonowym.

Przyktad:

SARIMA (3,1,0) (1,1,0) 12

o Parametr m wptywa na parametry P, D i Q. Na przyktad m=12 w przypadku danych miesiecznych sugeruje roczny cykl sezonowy.
o P =1 uzyta jest pierwsza sezonowa obserwacja w modelu, np. t- (m 1) lub t-12. P = 2, uzyte sg dwie ostatnie sezonowe obserwacje t- (m 1), t- (m * 2).

o D=1wyliczy réznice sezonowa pierwszego rzedu, a Q = 1 uzyje bedy pierwszego rzedu w modelu (np. Sredniej ruchomej).



SARIMA - sformutowanie mat.

Multiplicative Seasonal ARMA Models

Usually our models will incorporate autocorrelation at seasonal and neighboring slags.

Consider a model whose MA characteristic polynomial is given by
(1 -6x)(1 - 6x')
The corresponding time series is

Y, =2 -0Z_, - O, + 0OZ_;
Exercise: Verify that the autocorrelation function is nonzero only lags 1, 11, 12, and 13.

More generally, a multiplicative seasonal ARMA(p, g) X (P, Q); model with seasonal period s is a model with AR characteristic polynomial ¢(x)®(x) and
MA characteristic polynomial #(x)®(x), where

Px) =1 - gx—dox* — - -’

D) =1-Dx° — Dx* — oo — Opx’*
and

0X) =1-6,x—0px* =+ = 0,29

@(x) =]- @lx’ - ®2x25 — e — @QxQS

Za stat lab uberkley - uwaga notacja zmienna x oraz wspotczynniki ujemne



Analiza logowania sie na portalu [Sokotowski]
SARIMA

Na wstgpie koncentrujemy si¢ na niesezonowe)j cz¢sci modelu. Poprzez kolejne podwyz- ) ) ) o
szanie rzedu autokorelacji i §redniej ruchomej znajdujemy | najbardziej skomplikowany™ Znbw poprzez stopniowe zwigkszanie rzedu parametréw sezonowych znajdujemy optymal-
model ARIMA (0.2,1). ny model ARIMA(0,2,1)(1,2,1).
B, ARIMA y . ? s I
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Funkcja autokorelacji reszt wskazuje, z¢ komponenta okresowa nie zostala skutecznie Teraz funkcja autokorelacji reszt jest zadowalajaca.

wyeliminowana i trzeba podja¢ probg jej opisania modelem, ktéry ma aktywng czg$¢
sezonowa (stad niekiedy uzywana nazwa SARIMA).

Sprawdzamy jeszcze rozklad reszt.







Zmienne towarzyszace

Uogodlnienia modelu ARMA / ARIMA

Tzw. ARMAX(p, g, b) Autoregressive—moving-average
model with exogenous inputs model

P q b
Xf = &y + Z(,Q,’Xg i + Zg,‘E( i -+ Z?),’d( io
i=1 =1 i=1

where ny,...,n; are the parameters of the exogenous input d;.



Prognozowanie

@ Prognoza na 1 okres naprzéd

yT+1 = oayr +a2yr—1 =141 %453 — 0.41 «4.67 = 4.47
@ Prognoza na 2 okresy naprzod

YT4+2 = Q1YT+1 + oy = 1.41 « 447 — 0.41 « 453 = 4.45
@ Prognoza na 3 okresy naprzod

YT43 = 01YTio + QayTer = 1.41 x 4.45 — 0.41  4.47 = 4.44



O prognozowaniu

Pojecie prognozy:

« ,racjonalne, naukowe przewidywanie przysztych zdarzen”,

« ,stwierdzenie odnoszgcym sie do okreslonej przysztosci
formutowanym z wykorzystaniem metod naukowych,
weryfikowalnym empirycznie, niepewnym, ale
akceptowalnym?®.

Ztosliwie:
,Prognozowanie to sztuka przewidywania przysztoSci ... i uzasadniania,
dlaczego owe przewidywania sie nie sprawdzajg.”



O prognozowaniu

Kilka zatozen:

zaobserwowany model nie zmieni sie co do ksztattu jak i sity
dziatania w okresie przysztym,

wahania przypadkowe nie zaktdocg znaczgco zaobserwowanych
sktadowych systematycznych modelu.

Spetnienie zatozen bardziej prawdopodobne dla okresow lezgcych
blize] ostatniego badanego okresu.

Niezbedna wiedza dziedzinowa na temat charakteru zjawisk.



O prognozowaniu

Okres prognozy
Horyzont prognozy
Zmiany ilosciowe i jakosciowe w prognozowaniu zjawisk.
Podziat prognoz:
— krétkoterminowa,
— Srednioterminowa,
— dtugoterminowa.

Ocena wiarygodnosci prognozy szacowanie btedow prognozy ex
post:
Definicje btedow - poprzedni wyktad

— bezwzgledny btgd w momencie t: yt-y't,

— wzgledny btgd w momencie t [%],

— Sredni (wzgledny) btad lub btgd kwadratowy MSE.



Uwagi koncowe

Klasyczne metody — dostepne we wszystkich pakietach
statystycznych | wielu innych

« In R, the arima function (in standard package stats) is documented in ARIMA Modelling of Time Series . |
the tseries package includes an arma function, documented in "Fit ARMA Models to Time Series"#; the fr:
processes; and the forecast package® includes auto.arima for selecting a parsimonious set of p,q. The CI

« Mathematica has a complete library of time series functions including ARMA. €]

« MATLAB includes functions such as armae? and ar# to estimate AR, ARX (autoregressive exogenous), at
Econometrics Toolbox& for more information.

« Julia has some community driven packages that implement fitting with an ARMA model such as arma.ji&.

« Statsmodels Python module includes many models and functions for time series analysis, including ARMA
with Pandas. See here for more details &.

« PyFlux has a Python-based implementation of ARIMAX models, including Bayesian ARIMAX models.

« IMSL Numerical Libraries are libraries of numerical analysis functionality including ARMA and ARIMA proc
C# .NET, and Fortran.

« gretl can also estimate ARMA model, see here where it's mentioned&.

« GNU Octave can estimate AR models using functions from the extra package octave-forges.

« Stata includes the function arima which can estimate ARMA and ARIMA models. See here for more details

« SuanShu is a Java library of numerical methods, including comprehensive statistics packages, in which un
implemented in an object-oriented approach. These implementations are documented in "SuanShu, a Javi

« SAS has an econometric package, ETS, that estimates ARIMA models. See here for more details &.



Sieci Neuronowe

Na przetomie wieku popularne wykorzystanie MLP dla odpowiednio
duzych zbiorow uczgcych - przyktad nizej lagged inputs
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Rys. 2. Schemat sieci integracyjnej (MLP 12 5~ 1) wykorzystanej do predykeji zespolonej
o {abdlo: badania wlasne)
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Rysunek 1. Praykiadowe odw2or ow ani e szere gu CZasowe 9o Na sied NEUronowsy wyznaca jac prognozg

W ostatnich latach modele zbudowane w oparciu o sieC nheuronowg
typu LSTM (uogodlnienie przewidywania tekstow)



Literatura

Podstawy matematyczne:
J.Mielniczuk: Szeregi czasowe cz 1 | cz 2 Szkota doktorska PAN.
Mingda Zhang: Time Series: Autoregressive models AR, MA, ARMA, ARIMA Univ.
Pittsburgh
Umberto Triacca: Lectures on ARIMA

Inne:
P.Dittmann: Prognozowanie w przedsiebiorstwie. Metody i ich zastosowanie. Wolters
Kluwer 2008.
A.Sokotowski: Prognozowanie finansowych szeregow czasowych. Statsoft.
M.Smieja: Szeregi czasowe. UJ.
M.Doman: Analiza szeregéw czasowych UEP.

D. Witkowska, Sztuczne sieci neuronowe i metody statystyczne. Wybrane
zagadnienia finansowe, C.H. Beck, Warszawa.

Samodzielna analiza dokumentacji i blogow nt. uzycia metod w
okreslonym oprogramowaniu



Dziekuje za uwage

Pytania lub komentarze?
Wiecej informacji w publikacjach
oraz materiaty dodatkowe!

Kontakt:
Jerzy.Stefanowski@cs.put.poznan.pl



