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Wprowadzenie

[0 Idea sieci RBF opiera sie na rozwigzaniach
statystycznych metod aproksymacji funkcji
zmiennej liczbowej
B RBF - ang. Radial Basis Function

B Statystyka - aproksymacja nieparametryczna
specjalnymi metodami lokalnymi
[0 Estymatory jadrowe oparte na funkcjach o symetrii
kotowej
[0 S3a takze stosowane w zadaniach klasyfikacji,
analizie szeregow czasowych, predykcji zmiennej
liczbowej i niektorych numerycznych problemach
modelowania ztozonych systemow

O Alternatywne podejscie niz MLP



Réznice MLP i RBF

Aproksymacja lokalna vs. globalna

B Twierdzenia matem. — uniwersalny aproksymacja
~dowolnej” funkcji ciqgtej z wystarczajacqg
doktadnoscia.

B Twierdzenie Covera o liniowej separowalnosci
wzorcow w przeksztatconej przestrzeni wysoce
wielowymiarowej

Zdecydowanie prostsza topologia

B Warstwa ukryta z nieliniowym przeksztatceniem z
funkcjami RBF

B Warstwa wyjsciowa — proste (liniowe) wazone
sumowanie

Prostsze algorytmy uczeni sieci RBF



Typowa topologia RBF
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input layer c:.utput Iay_erht q
(fan-out) (linear weighted sum)

hidden layer
(weights correspond to cluster centre,
output function usually Gaussian)



RBF ...

O Sie¢ RNF opréocz warstwy wejsciowej dostarczajacej
dane x sktada sie z 2 warstw

O Z warstwy neuronow ukrytych (implementujacych
funkcje RBF)

0 Warstwy wyjsciowej (wiele neuronow)
implementujgcej liniowe sumowanie (podobnie jak
MLP)

[0 Uczenie sieci dwu etapowe



Zadanie aproksymacji numerycznej

O Niech bedzie dany zbior N punktéw
{X; € Rm‘i =1,...,N}

OO0 i odpowiadajacy mu zbidér N liczb rzeczywistych
{d.eR|i=1,...,N}

[0 Zadanie aproksymacji polega na znalezieniu funkcji

f(x;,)=d, Vi=l...,N



Statystyka — regresja nieparametryczna

Statystka — modele liniowe i zaawansowane
(rozwijane od prawie 200 lat)

Porodwnanie poje¢ (Mark Orr: Introd. To RBF)

statistfics neural networks
— ——————
estimation learning

regression supervised learning
interpolation ceneralisation
observations training set
|J=|mmc[ch ......................................... |"-.'-.J]I[]f]['|'.'-.ll._i]]['-:- ......
independent variables | inputs

dependent variables outputs

ridge regression weight decay

Table 1 Eqguivalent terms in statistics and neural networks.



Klasyczne modele liniowe

O Aproksymacja funkcji
[0 Regresja parametryczna MNK

Dane pomiarowe:
(7,120),(9,125),(18,16),
(11.5,140),
(8,122),(11,135),
(13,145), (17,162),
(10,131), (19,170),
(14,150), (12,142),
(18.5,168), (15,154),
(16,159)
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Wykres rozrzutu (Regrwzrost15.STA 2v*15c)
y=88,689+4,305*x+eps
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Rozne funkcje

Trudniejsze funkcje - regresja
nieparametryczna

detano| 1 2 3 4 3 & 7 L 10 11 12 13

x| 005000 02000 (02300 (03000 04000 | 0.4300 | 0.4800| 0.6000 | 0.7000 | 08000 ( 0.9000 | 0.9500
flx) |0.0863 02662 (02362 |0.1687) 01260 (0.1756 |0.3200) 0.6604 | 04573 |0.3320 (04063 | 0.3535

— fit{h=1)
— - target
2F O data




Aproksymacje lokalne — regresja nieparametryczne

[0 Wiecej J.Koronacki, J.Cwik: Statystyczne systemy uczace
sie.

OO0 Estymujac funkcje regresji staramy sie uwzgledni¢ w
modelu wiasnosci lokalne

0 Skitadanie funkcji bazowych zdolnych lokalnie przyblizyc
wiasnosci pewnych podobszaréw dziedziny

[0 Regresyjne funkcje sklejane z weztami

E

Locally weighted regression

y=u +Z§:1fj(xaﬂ)

m
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Frgure 1.1 n [ustration of Linear Regrassion Splines with Two Knoks 10
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Aproksymacja radialnymi funkcjami kotowymi

Zadanie aproksymacji f(x,)=d, Vi=1,...,N
Przyjmijmy funkcje liniowg wzgledem
parametrow w wykorzystujgca funkcje o
symetrii kotowej RBF

f ) =2 o(x =)

Radialna funkcja bazowa — funkcja ¢ o
postaci ¢o(x,c)= ¢o(r(x,c)) , gdzie r jest
odlegtoscig miedzy punktami x i €. Punkt c
nazywamy centrum

Zwigzek funkcji radialnym z funkcjami
jadrowymi (kernals), z parametrem o
szerokoscig jadra
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Witasnosci radialnych funkcji bazowych

[0 Dyskusja w Koronacki,Cwik rozdz. 5
0 Funkcja ¢(r(x,c)) jak typowa funkcja jgdrowa powinna byc¢
symetryczna i moze mie¢ maksimum ok. c. Przyktad

typowej funkcji ,

r(u) = exp(—%) —0<U <D

O Jezeli dodatkowo jadro ¢ jest catkowalne na prostej i catka
nie rowna sie zeru, to rodzina funkcji f(x) jest ,gesta” w
przestrzeniu Lqg funkcji rzeczywistych Rm catkowalnych w
g-tej potedzie.

O Funkcje ciggte w tej przestrzeni mogag byc przyblizone
funkcjami radialnymi - choc liczba sktadnikow w funkcji
moze byc¢ duza.
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Doktadne podejscie analityczne do
ustalenia wag wi

O Rownanie funkcji f(x) z RBF ¢ dla kolejnych i mozna
przeksztatci¢ do postaci macierzowej

Pn P - Gy | WM d, |
Pn Pn - Py | Wr | f?Tg '
_l;f}-ﬂl"]- @1.'-_1' e !;E}_ﬂ'.‘_-\-.' _ _1 L.‘ A _ _(?T_"'.I'

Jeden ,wezet” sieci na jeden wektor treningowy X, bez
"regularyzacji” (centrum na wektorze)

Dla odpowiednio waskich funkcji ¢ zastosujmy standardowe
przeksztatcenie

Wymaganie wobec macierzy @ W = (D_ld
Lecz to rozwigzanie nie jest najlepsze

Mocno podane na przeuczenie i 0 stabych wtasnosciach
generalizujacych

Niedogodne / nie efektywne obliczeniowo 13



Filozofia RBF

MLP - dyskryminacja, LDA, aproksymacja stochastyczna.

RBF = Radial Basis Functions (1988) - inne podejscie.

Uczenie jako problem aproksymaciji, najlepszego dopasowania
(rekonstrukcji) hiperpowierzchni do danych treningowych.

0 Twierdzenie (Cover 1965):

Jesli przeksztaici¢ wzorce X={X}, i=1.. p, nieliniowa funkcja
na wektory ®(X")={h(X") }, k=1..M, M>p

wzorce prawdopodobnie stang sie liniowo separowalne: tj.
istnieje ptaszczyzna

WT o(X®) >0 dla XWeC;,
WT o(XD) <0 dla XDeC,
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Separowalnosc wielomianowa

Jesli wzigc¢ funkcje wielomianowe:

to zamiast sep. liniowej mamy sep. wielomianowa.

Functional Link Networks (Pao), SVM i Kernel Methods -
optymalizacja nieliniowego przeksztatcenia
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Funkcje radialne

Przyktady:

Radialna

Inverse multiquadratic
Multiquadratic

Gauss

Thin splines (cienkiej ptytki)

Funkeja Gaussa wielu zmiennych
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Funkcja Gaussa

Jedyna lokalna i separowalna f. radialna
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Funkcja wspotrzednej radialnej
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Funkcje wielokwadratowe
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Funkcje cienkiej ptytki
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Budowanie sieci RBF

O Powrot do zadan konstruowania sieci RBF
[0 Zadanie doktadnego rozwigzanie — odrzucamy!
O Mozliwosci

Liczba K funkcji bazowych (neuronow ukrytych)
powinna by¢ duzo mniejsza niz n przyktadow
Centra funkcji bazowych ¢ nie opieramy na danych
treningowych — ustalane w trakcie uczenia

Funkcje bazowe nie muszg miec takiej samej
szerokosci c — podobnie jak poprzednio dobieramy
przez algorytm uczacy

Mozna wprowadzi¢ dodatkowy element / prog
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Ulepszona konstrukcja sieci RBF

Funkcja
FX)=wy+ Y0 w-o(x—c)

Przyktadowo =

X;C,0)=exp(——=—
@( ) =exp( 202)

Jak konstruowac siec¢ RBF (ile nheuronow
ukrytych)

Jak dobiera¢ parametry w, ¢, c —
algorytmy uczenia sieci
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Dziatanie sieci RBF

X W roznym stopniu pobudza lokalne funkcje

Input Space Hidden Nodes Output Layer

Receptive
Fields
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Uczenie sieci RBF

Wyznaczenie centrow i parametrow funkcji ¢

Uczenie neurondw wyjsciowych
B Jedno wyjscie —» wyznaczenie wektora wag w

24



Wyznaczenia centrow

Randomly Fixed (Lowe, 1989): Centra
wybierane z danych treningowych w
reprezentatywny sposob

Using K-Means Cluster Centers (MacQueen,
196/, Moody and Darken, 1989): k RBF

Samoorganizacja — sieci Kohonena
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Wybor szerokosci ¢ funkcji bazowej

OO0 Fixed: (Haykin, 1994), where

d is the maximum distance —— d
between the chosen centers JoOM

and M is the number of
centers (RBF’s).

OO0 Distance Averaging (Moody
and Darken, 1989): a = < —u H>
“reasonable” estimate for the / /
global width parameter is the
average , which represents a o 204 _,U-H
global average over all J J

Euclidean distances between
the center of each unit /i and
that of its nearest neighbor j.

0 Inne



Uczenie sieci z jednym wyjsciem

Ll

Ll

Ll

Dany jest zbior uczacy

{Xl’tl}‘l :1,...,N
Dla kazdego wzorca warstwa ukryta dostarcza

@y (X),..., Pk (X)
Z ktorych obliczamy odpowiedz

YX) =w - @ (X) +...+ W,y - @ (X) + Wy

Porownujgc odpowiedz z wartoscig docelowg
obliczamy ogodlny btad odpowiedzi

l N 2

EZiZl(ti _f(xl))

Wektor wag minimalizujgcy E poszukuje sie
specjalnymi metodami rozwigzujgcymi uktad rownan
liniowych (pseudoinwersja, specjalne wersje SVD)

E =
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Regularyzacja w sieciach RBF

O Nadmiar neuronow ukrytych — przeuczenia i staba
generalizacja + niestabilnos¢ numeryczna funkcji
aproksymacyjnej f

[0 Trick ze statystyki — regularyzacja

[0 Natozenie na funkcje kosztu/btedu tzw. kary
powodujgcej wygtadzenie funkcji f

1

=3 = f ) 4225 [Py o
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Wptyw regularyzacji

Duza liczba f. bazowych o matej dyspersji bez regularyzaciji i
po regularyzacji (Ossowski 1996)
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RBF w zadaniach klasyfikacje

Globalne dziatanie MLP (hiperptaszczyzny
separujgce) vs. lokalne sgsiedztwa RBF
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An MLP would naturally separate the classes with hyper-planes in the input space (as
on the left). An alternative approach would be to model the separate class distributions

bv localised radial basis functions (as on the right).
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Inaczej o roznicach z MLP

MLP vs. RBF
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