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Liniowe klasyfikatory
Klasyczne liniowa analiza dyskryminacyjna
Podejscia probabilistyczne

Inne zagadnienia
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Formalizacja problemu klasyfikacji

W przestrzeni danych (ang. measurement space) (2 znajdujg
sie wektory danych x stanowigce probke uczacg D, nalezgce
do dwoch lub wiecej K klas

D = {(Xi )% €RP,q E{Cl""Ck}}ilil

Klasyfikacja jest dokonywana na podstawie funkcji bedacej
liniowg kombinacjg p cech i parametrow

y=T(X,w)
Dazymy do sytuacii
yi = T(X;,w) =¢
i/lub minimalizacji btedéw klasyfikacji

Yi # G



Liniowa funkcja separujgca (graniczna)

Szukamy klasyfikatora
pozwalajgcego na podziat
catej przestrzeni na obszary
odpowiadajgcej klasom
(dwie lub wiecej) oraz
pozwalajgcego jak najlepie;
klasyfikowaC nowe obiekty
x do klas

Podejscie opiera sie na
znalezieniu tzw. granicy
decyzyjnej miedzy klasami
— f(X)=wT-x

_ f(Xi)>T XiEC]_
(%) <T x eC,



Ro6zne podejscia do budowy klasyfikatorow liniowych

« Podejscia generatywne (probabilistyczne)

* Analiza dyskryminacyjna (zwigz. z
rozktadem normalnym)

« Wersja klasyfikacji Bayesowskigj
(dwumianowy rozktad)

* Podejscia wykorzystujgce witasnosci zbioru

uczacego

 Perceptron liniowy Rosenblata (iteracyjne | .
poprawki wag) *.%

« Metoda wektorow no$nych (max. e ® R
marginesu klasyfikatora) ° %

 Regresja logistyczna (EM estymacja) © o




Co jest celem analizy dyskryminacyjnej

[

Podejscie statystyczne do problemow
klasyfikowania obiektow (term. ang.
Discriminant Analysis)

* Oryginalnie wprowadzona przez R.A.Fishera
(1936) dla funkcji liniowych (2 klasy),

* Metody probabilistyczne — B.Welch .

Dostepna w wielu programach, np. SAS,
SPSS, R lub Statistica,...

Liczne zastosowania



Liniowa analiza dyskryminacyjna

* Problem wprowadzony przez R.A.Fishera w 1936
dla wielowymiarowej przestrzeni atrybutow
(zmiennych liczbowych) — dyskryminacja 2 klas

* Fisher oryginalnie zaproponowat poszukiwanie
Kierunku projekcji, na ktorym mozna dobrze
rozdzieli€ zrzutowane obie klasy

« Srednie w klasach sg dostatecznie oddalone od
siebie

« Obszary rozrzutu (rozproszenia, zmiennosci) obu
klas nie naktadajg sie zbyt mocno.



Intuicja projekcji w Fisher's Linear Discriminant [EST}
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Figure 4.9: Although the line joining the centroids
defines the direction of greatest centroid spread, the
projected data overlap because of the covariance (left
panel).  The discriminant direction minimizes this

overlap for Gaussian data (right panel).

,From training set we want to find out a direction where the separation
between the class means is high and overlap between the classes is small”



Troche uwag matem. o projekcj

* Dysponujemy przyktadami uczgcymi opisanymi p -cechami
X=[X4,Xy,...,X,]" nalezacymi do dwodch klas C; i C,
(odpowiednio n, i n,)

« Wektory p-wymiarowe x sg zrzutowane na prostg
(kierunek zwigzany z parametrami w). Algebraicznie
odpowiada to zastgpieniu ich skalarem z = w'-x . Celem
jest taki dobor w aby na podstawie nowej zmiennej z
przyktady z obu klas byty jak najlepiej rozdzielone.

Figure 1: Projection of data from two clases onto various lines.



Zatozenia co do danych

* Fisher — dosc¢ ograniczone zatozenia: wektor p wartosci
oczekiwanych E(X) oraz rozproszenie charakteryzowane
przez macierz kowariancji X=Cov(X)=E[(X-E(X))-[(X-E(x))"]

« Estymatory
1
X :H E i:1Xi

LS ) (= %)
S_n_lzizl(x| X) (XI X)

« Wariancja po rzutowaniu x na prosta o wektorze
Kierunkowym w

Var(w'x) =w'zw



Sformutowanie problemu Fisher LDA

Cel
« Maksymalizuj odlegtosc¢ zrzutowanych srednich klas

* Minimalizuj wariancje wewnatrz klasowg
« Qdlegtos¢ miedzy rzutami srednich
(W' %, —w'X,)?

* Fisher zatozyt, ze obie klasy majg takg samg macierz
kowariancji S=S,+S,. Dlatego wskaznik zmiennosci
wewnatrzgrupowej (wspolnej dla obu klas) zdefiniowany jest

jako: 1 ,
Sw = EZH(HK —1)5

.
. Pamietaj, ze po rzutowaniu mamy W' SyW



Co optymalizowac?

e Czy réznica mied;y rzutami srednich wystarcza?

Thiz axiz yields beller class separabiify —m ‘[

Q

—_— Xy

>

T‘T."'f& axiz has a larger distance bebveen meansg

Therefore, we will be locking for a projection where examples from the same class are
projected very close to each other and, at the same fime, the projected means are as
farther apart as possible




Sformutowanie problemu Fisherian LDA

W celu maksymalizacji odlegtosci rzutow srednich klas i
minimalizacji wariancji wewnatrzklasowej nalezy

poszukiwac wektora w ktéry maksymalizuje nastepujgce

C ,
wyrazenie: (WTxl B WTXZ)

w'SyW

J(w) =

Po znalezieniu kierunku  maksymalizujgce J(w) mozna
stosowac zasade klasyfikacji na rzutowanej proste,.
Przydziel x do klasy | dla ktorej

WX - WX | <[ WX - Ry

Mozna wykazac, ze ten wektor jest proporcjonalny

W oc Sy (Xy — X»)



Uwagi o konstrukcji wskaznika

« Zwiekszanie J(w) ma gwarantowac dobrg
separacje klas i ich rzutow

projected means are far from each other

'd N\
ﬂ1 ﬂz
—  aaas e
R —
small &, implies that small s, implies that
projected samples of projected samples of
class 1 are clustered class 2 are clustered

around projected mean around projected mean



Hiperptaszczyzna separujaca

* Wyraz wolny to srodek odcinka miedzy rzutami
srednich

1. 1 _ 1, _ A0 o
mZE(WTxl—Wsz)ZE(X1—X2)TSW1(X1+X2)

« Stad liniowa funkcja dyskryminacyjna Fishera
_ 1. _
y=(%—X,)' S\Nl[x—E(x1+x2)]

» Wiecej informacji, np.
« J.Koronacki, J.Cwik: Statystyczne systemy uczace sie

« M.Krzysko et al.: Systemy uczace sie



Przypadek wielu klas (K > 2)

Rozwigzanie Fishera uogolniono dla wiekszej liczby K
klas (C.Rao 1948)

Srednia w prébie uczacej X=
Macierz zmiennosci wewnqtrzklasowej
= X;)(% —X; )!
IeC
Macierz zmiennosci mledzyklasowej

Sg = Kl PN (% =R - 1)

—1

Poszukuj wektora w maksymalizujgcego

TSw

W' Syw =l

J(w) =




O autorze

 Ronald A. Fisher, 1890-1962

“The elaborate mechanism built
on the theory of infinitely large
samples iIs not accurate enough
for simple laboratory data. Only
by systematically tackling small
sample problems on their merits
does it seem possible to apply
accurate tests to practical data.”

1936



Podejscia opisowe | probabilistyczne

[ « Stochastyczne / probabilistyczne

« Zbior obserwacji jest probg losowg
pobrang z k podpopulacji ©1,m2,...,7k;
celem jest taki podziat aby podpopulacje
odpowiadaty wtasciwym k klasom
C1,C2,...,Ck

* Opisowe

* Nie rozwaza sie losowosci proby, zaktada
sie ze posiadany zbidr zawiera przyktady z
k klas C1,C2,...,Ck ; zadanie polega na
poprawnym podziale zbioru na klasy



Sformutowanie probabilistyczne z Tw. Bayesa

* Obiekty xeRP i wielowymiarowy rozktad
prawdopodobienstwa — funkcja gestosci f(x|C))

» Kazda klasa Ci opisana prawdopodobienstwa apriori p.
« Bayesowska reguta klasyfikowania
P(C|x)=P(x|C)P(C)/P(x)

[ * Przydziel nowy obiekt x do tej klasy Ci dla ktorej
prawdopodobienstwo a posteriori jest najwieksze:

PC;|x)=p;-f(xIC;)/TK pi- f(x|C)



Rozwigzanie probabilistycznej reguty klasyfikac;i

« Zatozmy, ze rozktady wektora x w poszczegdlnych
klasach sg p-wymiarowymi rozktadami normalnymi:

f(x]Ci) = (22) [, expl-0.5(x 1) Z(x 1)

* Wykorzystujac logarytmiczne przeksztatcenie
twierdzenia Bayesa, obiekt x jest przydzielany do tej
klasy Cj dla ktorej funkcja dyskryminujgca osigga
maksimum:

« Jest to kwadratowa funkcja dyskryminujgca (QDA)



Liniowa funkcja

« Zatozenie rownosci macierzy kowariancji Y

5(x)_x2 —05,uj j+Iogpj

* Dla dwoch klas — przeksztatcenie log-ratio

Priv = k|x) fi(X )
log —| = Iug"’rf‘—] + log Pk
Priy = I|x) fi(x) P
P | e .
= log o S (k4 p) 'S (e — pu)

xSy — )

« Wiecej w Krzysko ... lub Hastie et al. Elements of
Statistical Learning



Example: Linear discriminant analysis

Irls: LDA

|
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Example: Quadratic discriminant analysis

Irks: QDA
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Poréwnanie rozwigzan LDA i QDA

« Wybrany zbiér danych (za Hastie et al.
Elements of Statistical Learning)

FIGURE 4.1. The left plot shows some data from three classes, with linear
decision boundaries found by lincar diseriminant onalysis. The right plot shows
gquadratic decision boundaries. These were obtained by finding linear boundaries
in the five-dimensional space xi.xg:xi.};g=xi.};§. Linear inegqualities in this
space are quadratic inegqualitics in the original space.



Wymogi stosowania modeli AD

Zmienne wyrazone na skalach liczbowych

« Specjalne podejscia dla zmiennych jakosciowych
(binaryzacja, model lokacyjny,...)

Zmienne majg wielowymiarowy rozktad
normalnych

Macierze kowariancji dla poszczegolnych klas sg
rowne — jesli nie, to bardziej ztozone funkcje
kwadratowe dyskryminujgce.

Problem doboru wtasciwych zmiennych.



Selekcja zmiennych

« W funkcji dyskryminujgcej uwzgledniaj zmienne o
dobrych wiasciwosciach dyskryminujgacych

* Przyktad kryterium jakosci dyskryminaciji:
A= ‘SW‘
Sw +Sg

gdzie macierz zmiennosci wewnatrzklasowej

Sw =ﬁ2§_1_2(xi - %)% - %;)"

IeCj

a macierz zmiennosci miedzyklasowe;

1 <k

7 V(. 2\
SB=ij:1nj(xj—x)(xj—x)



Inne zagadnienia

Pojecie zmiennych kanonicznych — kierunki
ktore dobrze separujg k klasy (takze ich
wizualizacja)

Dyskryminacja oparta na regresji liniowej |
logistycznej

Uogodlnienie modeli liniowych — elastyczna
dyskryminacja (FDA)

Ad a metoda wektorow nosnych (SVM)
Powigzanie z metodg PCA

Odniesienia do Analizy Korespondenc;ji



Typowe obszary zastosowan

* Analiza danych finansowych (zwtaszcza banki,
polityka kredytowa, predykcja bankructw)

« Badania marketingowe

« Takze identyfikacja czynnikdw roznicujgcych
klasy klientow

« Badania danych medycznych, biologicznych lub
iInnych powigzanych nauk

* Rozpoznawania twarzy na obrazach
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Przeczytaj literature

T.Hastie, R.Tibshirani, J.Friedman: The Elements of Statistical
Learning. Springer (zwtaszcza rozdz. 4) — poszukaj wers;ji
elektronicznej pdf

J.Koronacki, J.Cwik: Statystyczne systemy uczace sie (rozdz. 1
oraz o FDA w rozdz. 6)

M.Krzysko, W.Wotynski, T.Gorecki,M.Skorzybut: Systemy uczace
sie. + wczesniejsze prace M.Krzysko o analizie dyskryminacyjne;

Angielska Wikipedia ,Linear discriminant analysis”

McLachlan, G. J. (2004). Discriminant Analysis and Statistical
Pattern Recognition. Wiley.

Duda, R. O.; Hart, P. E.; Stork, D. H. (2000). Pattern Classification
(2nd ed.). Wiley



