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Wprowadzenie 
 Time-Series Data, Time-related data – dane zmieniające się wraz 

z upływem czasu; dane zawierające serie (szeregi) wartości / 
wielkości zmieniających się w czasie. 

 Szereg czasowy – ciąg obserwacji pewnego zjawiska w 
kolejnych jednostkach czasu [def. statystyczna]. 

 Wielkości mierzone na skalach liczbowych, na ogól w równych 
odstępach czasu; Kształt wykresu niesie istotną informacje. 

Ogólna postać szeregu czasowego 

    Czas (t) Zjawisko (yt) 
t1 y1 
t2 y2 
. . 
. . 
. . 
tn yn 

 

 Szeregi czasowe są podstawą analizy dynamiki zjawisk. 

Metody indeksowe (popularne w zastosowaniach 
ekonomicznych). 

Identyfikacja struktury szeregu czasowego. 



Przykłady szeregów czasowych 

 
 
 
 
 

Date Stock Price$ 
June 11, 93 IBM 98.5 
June 11, 93 MSFT 78.0 
June 11, 93 INTC 76.5 
June 12, 93 IBM 99.5 
June 12, 93 MFST 80.0 
June 12, 93 INTC 77.0 
June 13, 93 IBM 98.0 
: : : 
: : : 

 

 



Szeregi czasowe 

 Dane reprezentowane w postaci szeregów czasowych są 
popularne w wielu zastosowaniach, np.:  

 Analiza danych giełdowych. 

 Opracowywanie danych GUS (spójrz Roczniki 
Statystyczne lub Biuletyny Statystyczne). 

 Wspomaganie decyzji w zarządzaniu przedsiębiorstwami, w 
szczególności tworzenie prognozy sprzedaży a także analiza 
dynamiki procesów produkcyjnych, zaopatrzenia, zapasów, 
finansów, siły roboczej. 

 Analiza danych diagnostycznych i prognozy postępowania 
w medycynie. 

 Analiza wyników eksperymentów naukowych. 

 … 

 Analiza szeregów czasowych (ang. time series) jest powiązana z 
metodami prognozowania (ang. forecasting). 

 Należy odróżnić time-series data od sequence data. 



Cel analizy szeregów czasowych 

 Zbudowanie modelu pewnego zjawiska/procesu w oparciu 
o obserwowane zmiany w czasie pewnych mierzalnych 
wielkości opisujących ten proces. 

 Ogólne założenie: obserwowany przebieg składa się z: 

 Części systematycznej (trend, składowa stała, wahania 
sezonowe i cykliczne) – w oparciu, o które buduje się 
model. 

 Części przypadkowej (szumu, wahań przypadkowych). 

 Wymienione składniki – czynniki determinujące 
rozważane zjawisko; W analizie szeregów dąży się do 
ich wyodrębnienia i pomiaru – dekompozycja szeregu 
czasowego. 

 Przy użyciu otrzymanego modelu można dokonywać 
predykcji (eksploracji) przebiegu szeregu lub jego 
składowych. 

 



Podstawowa struktura szeregów czasowych 

 Stały (przeciętny) poziom zmiennej. 

 Trend (tendencja rozwojowa) – reprezentuje ogólny 
kierunek rozwoju zjawiska (systematyczne zmiany, 
jakim podlega zjawisko); rozróżnia się, np., trend 
liniowy lub nieliniowy. 

 Składowa okresowa (wahania okresowe / regularne 
odchylenia od tendencji rozwojowej) – składnik 
powtarzający się cyklicznie. 

 Szum (zakłócenia, wahania przypadkowe). 

Składowa okresowa może wystąpić w postaci wahań: 

 cyklicznych - długookresowe, rytmiczne wahania 
(cykl koniunkturalny gospodarki, cykl rozwoju 
populacji nabywców danego produktu, itp.), 

 sezonowych – krótkookresowe do 1 roku, 
odzwierciedlają wpływ zachowań wynikający z 
„kalendarza” (np. rytm pracy w skali tygodnia, dnia, 
pory roku, świąt, ...). 

 



 

 
 



Przykład – sprzedaż energii elektrycznej 

Źródłó D.Witkowska (Podstawy ekonometrii i teorii 
prognozowania) 

 



 
 



 

 
 



Założenia odnośnie danych 
 Jednostki czasu użyte do pomiarów powinny być 
równe (szereg okresów). 

 Dane historyczne powinny dotyczyć okresu, 
w którym parametry modelu opisującego proces 
były (choćby w przybliżeniu) stałe. 

 „Im więcej danych, tym lepiej”,  

 Problemy z uwzględnianie „kalendarza”, np. 
 standaryzacja długości miesiąca, 

 standaryzacja długości tygodnia, 

 uwzględnianie dni świątecznych. 

 Występowanie obserwacji odstających i 
brakujących: 

 brak pomiaru lub dzień świąteczny, 

 silny wpływ rzadko występującego czynnika (np. 
jednorazowa realizacja bardzo dużego zamówienia, awaria 
urządzenia produkcyjnego). 



Identyfikacja obserwacji odstających 
Dla stacjonarnego szeregu czasowego: 

Oblicz pierwszy (Q1) i trzeci (Q3) kwartyl z szeregu 

RQ = Q3 – Q1   ;  rozstep międzykwartylowy 

Obserwacje odstające spoza przedziałów (Q1-3RQ; Q3+3RQ) 

Przykład (Dittmann) sprzedaży miesięcznej produktu A 

 

 



Podstawowe modele matematyczne 
Modelem szeregu czasowego służącym do określenia 
przyszłej wartości zmiennej prognozowanej Y w momencie / 
okresie t, tj. *

ty , jest model formalny, którego zmiennymi 
wejściowymi są zmienna czasowa oraz przeszłe wartości lub 
prognozy zmiennej Y. 

),,,,,,,( **
11

*
tpttpttt yyyytfy ζ−−−−= KK  

 W trakcie budowy modelu przeprowadza się 
dekompozycje szeregu czasowego w zależności 
od przyjętych założeń. 

W ogólności przyjmuje się addytywną lub multiplikatywną 
formę modelu. 

Model addytywny: 

tt thtgtfy ζ+++= )()()(    lub  tt thtgconsty ζ+++= )()(  

Model multiplikatywny: 

tt thtgtfy ζ⋅⋅⋅= )()()(    lub   tt thtgconsty ζ⋅⋅⋅= )()(  

gdzie f(t) – funkcja trendu,  
g(t) – funkcja czasu charakteryzująca wahania sezonowe, 
g(t) – funkcja czasu charakteryzująca wahania cykliczne,  
ζt - składnik losowy. 

Stosuje się także modele mieszane. 



Estymacja trendu 

Proste podejścia 

• Obserwacja kształtu graficznego wykresu oraz 
próba doboru funkcji (lub składanego zbioru 
funkcji) 

• Kosztowne, trudne do wykonania; zawodzi dla 
danych o dużych rozmiarach 

Metoda dopasowania (najmniejszych kwadratów) 

• Podobna do analizy regresyjnej 

Metoda średnich ruchomych 

Przykład: 

 



Wyodrębnianie i analiza trendu 

Dwie grupy metod: 
 „mechaniczne” (najczęściej średnie ruchome), 
 analityczne (dopasowanie funkcji – aproksymacja; MNK). 

Wygładzanie metodami średnich ruchomych 

Polega na lokalnym (w czasie) uśrednianiu przebiegu y. 

Najbardziej popularna średnia ruchoma: 

 zcentrowana – średnia arytmetyczna n pomiarów 
wokoł punktu t (czyli yt - n/2,..., yt + n/2) 

 średnia ruchoma ważona – preferencja dla 
aktualnych wartości (większe wagi) 

Zamiast średniej arytmetycznej stosuje się także medianę. 

Uwaga: dla trendów liniowych do konstrukcji prognozy 
można także stosować model podwójnej średniej ruchomej. 

Przykład  

średnia ruchoma 3-okresowa 3/)( 11 +− ++= tttt yyyy  

średnia ważona – wagi (1,4,1); np. 5.5
141

217431
=

++
×+×+×  

Dane 
oryginalne 

3 7 2 0 4 5 9 7 2 

Średnia 
ruchoma  

 4 3 2 3 6 7 6  

Średnia 
ważona 

 5.5 2.5 1 3.5 5.5 8 6.5  



Modele ze stałym poziomem zmiennej prognozowanej 

Założenie: poziom wartości zmiennej prognozowanej 
jest prawie stały w rozpatrywanym okresie (niewielkie 
odchylenia losowe, brak wahań okresowych). 

Idea: wartość zmiennej prognozowanej jest średnią 
ruchomą z k ostatnich wartości tej zmiennej: 

∑ −
−=

∗ = 11 t
kti it y

k
y  

gdzie: k – stała wygładzanie. 

Problem: jak dobrać k? (zalecenia literaturowe; badanie 
błędu średnio kwadratowego prognozy ex-post) 

Postarzanie informacji – średnia ruchoma ważona 

∑ −
−= ++−

∗ ⋅= 1
1

1 t
kti ktiit wy

k
y  

gdzie 10 1 ≤<<< kww K  oraz ∑ = =k
i iw1 1 

Model wygładzania wykładniczego, np.: 
∗
−−

∗ ⋅−+⋅= 11 )1( ttt yyy αα  ,   gdzie ]1,0(∈α . 



Kilka uwag o średnich ruchomych (kroczących) 

Ogólna forma: 

• Wygładza dane (Smoothes the data) 

• Może wyeliminować wahania (sezonowe) i 
nieregularności 

• Pomija się część danych (początkowych) 

• W pewnym stopniu wrażliwe na obserwacje 
nietypowe. 

 

 



Przykład analizy szeregu bez trendu 

Dany jest następujący szereg czasowy sprzedanych 
samochodów w pewnym salonie 

Tydzień (t) Sprzedaż w szt. yt
1 15 
2 17 
3 12 
4 16 
5 15 
6 11 
7 18 
8 17 
9 13 
10 16 

 
Jakiej sprzedaży samochodów możemy oczekiwać w kolejnych 
tygodniach, np. w 11 tygodniu? 

Średnia arytmetyczna wyznaczona ze wszystkich elementów 
szeregu −     szt.Inne podejście − metoda średniej ruchomej 
Średnia czteroelementowa: 

Średnia sprzedaż tygodniowa (tygodnia 1-4) =
+++

=
4

16121715 15 szt. 

Jest to równocześnie prognoza sprzedaży dla piątego tygodnia. 

Przykład – oszacowywanie błędu prognozy 

Błąd prognozy dla chwili t jest równy δt = *
tt yy −  



Syntetyczna charakterystyka dokładności prognoz, np. 
błąd średniokwadratowy MSE  

n
MSE

n
t t∑ == 1δ  

Obliczmy MSE dla prognozy uzyskanej 
czteroelementową średnią ruchomą: 

oraz dla pięcioelementowej średniej ruchomej: 

 

 

 



Wyrównywanie wykładnicze Browna 
∗
−−

∗ ⋅−+⋅= 11 )1( ttt yyy αα  ,    

lub w przekształconej postaci )( 111
∗
−−

∗
−

∗ −⋅+= tttt yyyy α  

Rozważmy dwie różne wartości α=0,2 oraz 0,8. 

 



Modele analityczne szeregów czasowych ze trendem 

Wybór modelu: np. addytywny  tt tfy ζ+= )(  lub 
multiplikatywny tt tfy ζ⋅= )(   

Znalezienie funkcji f(t) najlepiej pasującej do wyrazów 
szeregu zmiennej prognozowanej – przyjęcie hipotezy, 
co do określonej postaci funkcji trendu. 

Często stosowane funkcja liniowa: tyt ⋅+= βα . 

Ponadto dla prognoz krótkoterminowych: 

 funkcja wykładnicza: t
t ey ⋅+= βα  lub t

ty βα ⋅=  
 wielomiany stopnia drugiego: 2

210 ttyt ⋅+⋅+= ααα  
(α2>0) 

 potęgowa: βα tyt ⋅=  (β>1). 

Funkcje o malejących przyrostach, np.: 

 funkcja logarytmiczna: tyt ln⋅+= βα    (β>1). 
 wielomian odwrotnościowy: 2

2
1

10
−− ⋅+⋅+= ttyt ααα   

(α2<0). 

 funkcja liniowo-odwrotnościowa: t
yt

βα +=
  (β<0). 

 funkcja ilorazowa: t
tyt +

⋅
=

β
α

   (α,β>0). 

 funkcja logistyczna: 
tt e

y ⋅−⋅+
= δβ

α
1  

 



Regresja liniowa 

Funkcja w postaci: ttf ⋅+= βα)(  

Wartości parametrów α oraz β poszukujemy za pomocą 
minimalizacji składnika resztowego (MNK): 
min∑ −t t tfy 2))((  

Ocena jakości dopasowania 

Modele liniowe: 

S = odchylenie standardowe składnika resztowego – 
przeciętne odchylenie zaobserwowanej wartości 
rzeczywistej yt od odpowiadającym im wartościom 
teoretycznym tŷ  wyznaczonym z modelu. 

w = współczynnik zmienności losowej (wyrazistości) 

R2 = współczynnik determinacji  

Testowanie hipotez o istotności współczynników (F) 

Dla modeli nieliniowych – powyższe techniki oceny 
powinny być obliczane i interpretowane tylko dla 
postaci transformowanej zlinearyzowanej. 

Ponadto można badać rozkład odchyleń losowych 
modelu. 



Przykład analizy szeregu czasowego z trendem 

Analiza sprzedaży obuwia produkowanego przez pewne 
przedsiębiorstwo. 

 



Analiza okresowości 

W przebiegu szeregu czasowego dostrzega się pewne 
wahania, powtarzające się w tych samych mniej więcej 
rozmiarach (bezwzględnych lub względnych), co jakiś 
w przybliżeniu stały odstęp czasu. 

Cel: wyodrębnienie składowej okresowej (sezonowej, 
cyklicznej). 

Różne metody: 

 okres zmian znany – klasyczna dekompozycja 
szeregu czasowego (np. metoda wskaźników, 
analiza harmoniczna, modele wygładzania 
wykładniczego np. Wintersa), 

 okres zmian nieznany – modele z opóźnionymi 
wartościami zmiennej prognozowanej (np. modele 
ARIMA, analiza autokorelacji). 

 

 



Przykład sezonowości w danych handlowych 

 
 

 
 



Modele szeregów czasowych z wahaniami sezonowymi 

Wahania okresowe tworzą cykl sezonowy  
– długość cyklu / okres wahań. 

Okres / sezon składa się z faz (kształtowanie się 
przebiegu, np. szybki wzrost, lekki wzrost, spadek, itd.) 

Liczba faz w cyklu, np. 12 faz dotyczących danych 
miesięcznych, 4 faz dotyczących danych kwartalnych -> 
długość okresu (sezonu). 

Metoda wskaźników: 

Polega na wyznaczeniu wskaźników sezonowości 
poszczególnych faz cyklu. 

Amplitudy wahań (wynikające z porównania wartości 
rzeczywistych zmiennej z wartościami teoretycznymi 
uzyskanymi z modelu) dzieli się na: 

1. Bezwzględnie stałe (w analogicznych fazach cyklu). 

2. Względnie stałe (wielkości amplitud zmieniają się w 
przybliżeniu w tym samym stosunku). 

Okresowość może mieć względem trendu charakter  
addytywny (w przypadku 1 bezwzględnych stałych 
wahań) lub multiplikatywny (w przypadku 2). 



Metoda wskaźników, cz. 2 

Model addytywny: tititi syy ζ++= ˆ  

Model multiplikatywny: tititi syy ζ⋅⋅= ˆ  

gdzie: t = 1,2,…,n; i=1,2, …,r, 
yti – rzeczywista wartość zmiennej w okresie t w i-tej 
fazie cyklu, 

tiŷ  – teoretyczna wartość zmiennej w okresie t w i-tej 
fazie cyklu, 
si - wskaźnik sezonowości dla i-tej fazie cyklu, 
ζ - składnik losowy, 

r – liczba faz cyklu. 

 

Sposób postępowania: 

 wyodrębnienie trendu, 

 eliminacja trendu z szeregu czasowego, 

 eliminacja wahań przypadkowych, 

 obliczenie wskaźników sezonowości 

 

Eliminacja trendu: tititi yyz ˆ−=  (addytywny) lub 
ti

ti
ti y

yz
ˆ

=  



Wskaźniki okresowości 

Eliminacja oddziaływania składnika losowego → 
obliczenie surowych wskaźników sezonowości. 

∑
−

=
⋅+=

1

0
,

1 k

j
irjii z

k
z  

gdzie k – liczba jednoimiennych faz w badanym szeregu 
czasowym, i – wybrana faza, r – liczba faz w okresie. 

Wskaźniki podlegając korekcji: 

si = zi – q    (dla modelu addytywnego) 

lub  
q
zs i

i =   (dla modelu multiplikatywnego) 

gdzie ∑
=

=
r

i
iz

r
q

1

1 . 

Suma wskaźników sezonowości powinna być równa 
zeru (model addytywny) lub liczbie faz tworzących 
okres (model multiplikatywny). 

 



 

 
 



 
 

 

 



Przykład analizy szeregu „G” 
Podany w (Box i Jenkins, 1976, str. 531) reprezentuje miesięczne 
liczby (mierzone w tysiącach) pasażerów międzynarodowej linii 
lotniczej w kolejnych dwunastu latach od 1949 do 1960. 

 
 SZEREG_G
Sty-1949 112000 
Lut-1949 118000 
Mar-1949 132000 
Kwi-1949 129000 
Maj-1949 121000 
Cze-1949 135000 
Lip-1949 148000 
Sie-1949 148000 
Wrz-1949 136000 
Paź-1949 119000 
Lis-1949 104000 
Gru-1949 118000 
Sty-1950 115000 
Lut-1950 126000 
… … 
Sie-1960 606000 
Wrz-1960 508000 
Paź-1960 461000 
Lis-1960 390000 
Gru-1960 432000 

 



Szereg G 
 

Wykr. zmiennej: SZEREG_G
Miesięczna liczba pasażerów (w tysiącach)
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Wykr. zmiennej: SZEREG_G
Miesięczna liczba pasażerów (w tysiącach)

Nazwy obs.

S
ZE

R
E

G
_G

0

100

200

300

400

500

600

700

0

100

200

300

400

500

600

700

S
ty

-1
94

9
K

w
i-1

94
9

Li
p-

19
49

P
aź

-1
94

9
S

ty
-1

95
0

K
w

i-1
95

0
Li

p-
19

50
P

aź
-1

95
0

S
ty

-1
95

1
K

w
i-1

95
1

Li
p-

19
51

P
aź

-1
95

1
S

ty
-1

95
2

K
w

i-1
95

2
Li

p-
19

52
P

aź
-1

95
2

S
ty

-1
95

3
K

w
i-1

95
3

Li
p-

19
53

P
aź

-1
95

3
S

ty
-1

95
4

K
w

i-1
95

4
Li

p-
19

54
P

aź
-1

95
4

S
ty

-1
95

5
K

w
i-1

95
5

Li
p-

19
55

P
aź

-1
95

5
S

ty
-1

95
6

K
w

i-1
95

6
Li

p-
19

56
P

aź
-1

95
6

S
ty

-1
95

7
K

w
i-1

95
7

Li
p-

19
57

P
aź

-1
95

7
S

ty
-1

95
8

K
w

i-1
95

8
Li

p-
19

58
P

aź
-1

95
8

S
ty

-1
95

9
K

w
i-1

95
9

Li
p-

19
59

P
aź

-1
95

9
S

ty
-1

96
0

K
w

i-1
96

0
Li

p-
19

60
P

aź
-1

96
0

 



Seria G 
Na wykresie danych rocznych liczby pasażerów linii lotniczej widać 
prawie liniowy trend wskazujący, że linia lotnicza cieszyła się 
równomiernym wzrostem pasażerów w badanym okresie.  

Wykr. zmiennej: SZEREG_G
Miesięczna liczba pasażerów (w tysiącach)
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Dane miesięczne odpowiadają co roku prawie identycznemu 
wzorcowi (np. więcej osób podróżuje podczas wakacji niż w innych 
porach roku). 

Amplituda zmian sezonowych wzrasta wraz z ogólnym trendem (tzn. 
wariancja jest skorelowana ze średnią segmentów szeregu). Tego typu 
sezonowość nazywana jest sezonowością multiplikatywną. Względna 
amplituda zmian sezonowych jest tu stała w czasie, to znaczy, że 
wahania sezonowe są proporcjonalne do trendu. 

 



 Przykład użycia modelu wahań sezonowych dla szeregu G 

Wykr. zmiennej: SZEREG_G
Wycentr. średnia ruchoma(sez.=12);
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Nazwy obs.

S
ZE

R
E

G
_G

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

S
ty

-1
94

9
K

w
i-1

94
9

Li
p-

19
49

Pa
ź-

19
49

S
ty

-1
95

0
K

w
i-1

95
0

Li
p-

19
50

Pa
ź-

19
50

S
ty

-1
95

1
K

w
i-1

95
1

Li
p-

19
51

Pa
ź-

19
51

S
ty

-1
95

2
K

w
i-1

95
2

Li
p-

19
52

Pa
ź-

19
52

S
ty

-1
95

3
K

w
i-1

95
3

Li
p-

19
53

Pa
ź-

19
53

S
ty

-1
95

4
K

w
i-1

95
4

Li
p-

19
54

Pa
ź-

19
54

S
ty

-1
95

5
K

w
i-1

95
5

Li
p-

19
55

Pa
ź-

19
55

S
ty

-1
95

6
K

w
i-1

95
6

Li
p-

19
56

Pa
ź-

19
56

S
ty

-1
95

7
K

w
i-1

95
7

Li
p-

19
57

Pa
ź-

19
57

S
ty

-1
95

8
K

w
i-1

95
8

Li
p-

19
58

Pa
ź-

19
58

S
ty

-1
95

9
K

w
i-1

95
9

Li
p-

19
59

Pa
ź-

19
59

S
ty

-1
96

0
K

w
i-1

96
0

Li
p-

19
60

Pa
ź-

19
60

 



Przykład dekompozycji sezonowej (metoda 
analityczna) 
D.Witkowska (str. 154) dane nt. kwartalnych nakładów 
inwestyczynych w latach 1992-1997 

Trend liniowy: tyt ⋅+= 28,7595,1880ˆ  

Sezonowość: kwartalna (r = 4); 6 kolejnych sezonów 

Surowe wskaźniki: 

Z1=0,661; Z2=0,9; Z1=0,939; Z1=1,468; 

Skorygowane wskaźniki sezonowości: 

S1=0,667; S2=0,907; Z1=0,946; Z1=1,48; 

 



 



Statsoft Statistica − gdzie szukać? 
 

 
 

 
 
 



 
 
 

 
 



 
 

 
 

 



Prognozowanie 

Pojęcie prognozy:  
 „racjonalne, naukowe przewidywanie przyszłych 
zdarzeń”, 

 „stwierdzenie odnoszącym się do określonej 
przyszłości formułowanym z wykorzystaniem 
metod naukowym, weryfikowalnym empirycznie, 
niepewnym, ale akceptowalnym”. 

 

Ale  

„Prognozowanie to sztuka przewidywania przyszłości ... 
i uzasadniania, dlaczego owe przewidywania się nie 
sprawdzają.” 

O pewnych założeniach: 

 zaobserwowany model nie zmieni się co do kształtu 
jak i siły działania w okresie przyszłym, 

 wahania przypadkowe nie zakłócą znacząco 
zaobserwowanych składowych systematycznych 
modelu. 

Spełnienie założeń bardziej prawdopodobne dla 
okresów leżących bliżej ostatniego badanego okresu. 

Niezbędna wiedza dziedzinowa na temat charakteru 
zjawisk. 



Pojęcia prognozowania 

Okres prognozy 

Horyzont prognozy 

Zmiany ilościowe i jakościowe w prognozowaniu 
zjawisk. 

Podział prognoz: 
 krótkoterminowa, 
 średnioterminowa, 
 długoterminowa. 

Ocena wiarygodności prognozy 
szacowanie błędów prognozy ex post: 

 bezwzględny błąd w momencie t: 
∗− tt yy , 

 względny błąd w momencie t: t

tt
y

yy ∗−

100%, 
 średni (względny) błąd lub błąd kwadratowy.  



Mining time streams (za J.Han, M.Kamber) 
Similarity Search in Time-Series Analysis 

 Normal database query finds exact match  

 Similarity search finds data sequences that differ only 
slightly from the given query sequence 

Data Transformations 

Many techniques for signal analysis require the data to 
be in the frequency domain 

• Usually data-independent transformations are used 

The transformation matrix is determined a priori 

 discrete Fourier transform (DFT) 

 discrete wavelet transform (DWT) 

• The distance between two signals in the time domain 
is the same as their Euclidean distance in the 
frequency domain 

 

 

 


