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Przebieg wyktadu

1. Predykcja z wykorzystaniem analizy regresiji.

1. Przypomnienie wiadomosci z poprzednich
przedmiotow.

Ocena poprawnosci modelu regresiji liniowej.
Regresja wielowymiarowa.

Regresja nieliniowa.

o~ b

Selekcja zmiennych.

+ Uwagi: prosze odwotac sie do przedmiotu
~otatystyka i analiza danych” studia inzynierskie.




Modelowanie regresji

* Metoda szacowania wartosci liczbowe]
zmiennej zaleznej (objasnianej, wynikowej) y na
podstawie wartosci zmiennych niezaleznych x.

« Badamy zaleznos¢ warunkowg y‘x
* Formalnie poszukujemy modelu

y=fxp5)

* Modele lokalne — ,locally weighted regression”

y=a+¥" f,(x.5)

Przyktad — ceny domow przyktad z R

* W zbiorze danych homedata (z pakietu R) ceny 6841 domow
Maplewood (New Jersey) z lat: 1970 i 2000. Interesuje nas zalezno$é
pomiedzy cenami domow z tych lat.

> homedata[1:12,]

¥1970 y2000
1 89700 359100
2 118400 504500
3 116400 477300
4 122000 500400
5 91500 433900
§ 102800 464300

71700 395300
8 71400 340700
9 68200 297400
10 71900 198600
11 65100 225300
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Regresja — model liniowy

* Analityczny sposob przyporzgdkowania wartosci
zmiennej zaleznej konkretnym wartosciom
zmiennych niezaleznych.

» Liniowa regresja prosta — najprostszy rodzaj
regresji, w ktorych zaleznos¢ zmiennych mozna
opisac¢ za pomoca linii proste;j.

y=p x+pyt+e

gdzie p, jest wspotczynnikiem kierunkowym, [,
wyraz wolny (punkt przeciecia z osig rzednych);
X — zmienna niezalezna, y — zmienna zalezna
(objasniana, przewidywana), ¢ - btad losowy.

Intuicja poszukiwania regresji liniowej

» Przyktad z wyktadu z Ekonometrii (UCI Berkley):

* Do high income households consume more or less electricity than lower
income households?

» Take a sample of households. Observe the energy consumption and
income of each household.

strong positive relation

TTTe—— ;‘_/ practically na relation
/ . slight negative relation

Income -

Ktora linia podsumowujgca ogolny
trend w danych jest najlepsza?




Liniowa prosta regresji - MNK

* Rzeczywiste dane (x1,11),....,(x,, )

* Wartosc teoretyczna funkcji regresji j = f'(x)

» Btad oszacowania y; — J;tzw. wartosc resztowa
lub rezyduum.

» Liniowa regresja prosta — wartosci rezyduéw powinny
by¢ jak najmniejsze dla wszystkich i=1,...,n

+ Wskaznik rozproszenia — suma kwadratow rezyduow.

Z 1(y1

+ Dla liniowego wykresu duzych rezydudw nie ma by¢
zbyt wiele - metoda najmniejszych kwadratow!
daje ona najlepsze liniowe nieobcigzone estymatory
parametrow regresji

Przyktad MNK

» Ktore residua (suma kwadratéw) sg najmniejsza?

* Proste sumowanie: | -5+2+3=0; Il -1+2-1=0; Ill -2+2+0
MNK: | 25+4+9=38; Il: 1+4+1=6; |ll 4+4=8




Wiasnosci oszacowania MNK

 Linia przechodzi przez wartosci srednie:
Vy=px+By=p-x+(-p-x)=y

» Wartos¢ oczekiwana residudw jest zerowa

PYELIE 1z;’:l@,-—ﬁ,-):%zy,-—%z(ﬂwﬂo):y—wlmﬂo):y—y:o

n n

* Dobra wiasnos¢: linia jest ,$rednio” wtasciwa.

Przyktad ilustracyjny (samochody)

* W firmie produkujacej samochody przeprowadzono analize
sprzedazy samochodoéw z ostatniego miesigca. Zebrano dane
od 12 dealeréw zajmujacych sie sprzedazg samochodow tej
firmy o wielkosci sprzedazy za ostatni miesigc (zmienna
zalezna Y) oraz czasie wykupionej reklamy w ostatnim

miesiecy (zmienna niezalezna X).

Nr dealera y X
1 129 18
2 119 15
3 159 22
4 148 23
5 131 17
6 120 16
7 161 25
8 174 26
9 134 20
10 163 24
11 143 19
12 155 25




Samochody 2

Wykres XY

28

26
24

2+-—-——-——-———————————-——-— - - —-— —

115 120 125 130 135 140 145 150 155 160

Obliczenie wspétczynnika korelacji:

165 170 175 180

r, = 0.9465. (statyst ist.)

Model liniowy z oszacowanymi parametrami:

y =51.584 + 4.468-x

Wartos$¢ a oznacza, ze wzrost (spadek) czasu wykupionej
reklamy radiowej o jedng minute spowoduje wzrost (spadek)
sprzedazy w przyblizeniu 0 4.468 sztuk samochodow.

Samochody 3

Model y*=51.584 + 4.468-x

Wykres rozrzutu (samochody.STA 10v*12c)
y=51.582+4.468*x+eps
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Nr dealera X y yr=f(x)
1 18 129 132,01
2 15 119 118,60
3 22 159 149,88
4 23 148 154,35
5 17 131 127,54
6 16 120 123,07
7 25 161 163,28
8 26 174 167,75
9 20 134 140,94
10 24 163 158,82
11 19 143 136,48
12 25 155 163,28




Réwnanie stochastyczne vs. deterministyczne

» Statystyczny model opisuje liczbowo zalezno$¢ pomiedzy zmienng
niezalezng (x) oraz zmienng zalezna (y)

y=pF+pPx+e

* gdzie B0, B1 — nieznane parametry f.regres;ji, ktére nalezy oszacowag;
¢ - sktadnik losowy.

» Parametry funkcji regresji nie sg znane (obserwowane),
podobnie jak sktadnik losowy, dlatego jest to rownanie stochastyczne.

* Roéwnanie deterministyczne po zastosowaniu MNK
Vi =by +byx;

» Gdzie b0, b1 oceny estymatoréw parametréw funkcji regresiji
i — numer obserwacji.

Definicje zadania analizy regresiji

*  Wyjasnienie w sposob analityczny ksztattowania sie
wartosci jednej zmiennej losowej (zmiennej zaleznej lub
objasnianej) pod wptywam innej zmiennej (niezaleznej lub
objasniajacej) lub innych zmiennych.

+ Jezeli zmienna losowa Y skfada sie z dwdch sktadowych:
[ pewnej zmiennej losowej € oraz elementu
systematycznego f(X) zaleznego od zmiennej X, to
regresjg zmiennej losowej Y wzgledem X jest rownanie
E(Y1 X) = f(X), przy czym zaktada sie, ze E(g)=0"

« Defincja [Stownik statystyczny. Kendall, Buckland]
* Regresja prosta Y = Y+e

gdzie Y= f(X) oznacza teoretyczne poziomy zmiennej
odczytane z funkcji regresji

» Funkcje — ksztatt liniowy lub nieliniowy




Zapis wektorowy

* Ogodlna postac
y=X-b

* Rozwigzanie MNK
b=(X"X)"'X"y

DIE

i=1 i
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X

Przyktad

W celu zbadania zalezno$ci migdzy zyskami pewne;j
firmy a wydatkami na szkolenia handlowcow,
dokonano porownania wynikow dla 5 kwartatow
(X; - wydatki na szkolenia handlowcow w tys. zt, y;

— zyski firmy w tys. z}):

x| L ]2 |3 ]4]5|
y | 100 | 100 | 200 | 250 | 350 |




400 - y =65x +5
R2 =0,9389
350 - *
300 -
250 - (]
200 -
150 -
100 - ® L
50 |
0 T T
0 2 4
100 1 1
100 1 2
171101 1
y 328 X=1i XT412345‘
350 11 5
5 15
XTX: I 15 55 ’ detXTXZ 50
1 -0,3 _ 1000
XTX)'=| o3 0,1‘ XTy | 3650|
5
b=1""65




70 30

ﬁ 135 -35
200 e=| % er=| 30/-35 0 -1520

265 -15
330 20

eTe= 2750

S? = 917 ;
e &y 500 S, = 303

S(bo) = 31,75
S(by) = 9,58

R? =1—%=1—0,06=0,94:94%

Sy =9,74 Sy2 =95

Co zrobimy w Excelu?
Funkcje stat. REGLINP lub dodatek Analiza Danych

ol — ~l -1
10 | PODSUMOWANIE - WYJSCIE
11

12 Statystyll regresj

13 |Wvielokrotnoge R 096956562

14 |R kwadrat 0,840104167

15 |Dopasowany R kwa -1.4

16 |Btad standardowy 0579151678

17 (Obserwacie 1

15

19 | ANALIZA WARIANC |

20 of 55 Mz F Istotnosd F

21 Regresja 7 26 32291667 | 3760417 78 47526 0

22 [Resztkowy 5 1677083333 0335417 1

23 |Razem 12 20

24

25 Wepddczynniki | Blad standardowy |t Stat  Warosc-p Dalne 95% Sdme 95%dalne 95 0%30me 95,0%
26 Przeciecie 075 0579151678 -1,295 0251891 -223875 0738754 -2230875 0738754
27 | Zmienna 1,385416667 0,156388827 | 885687596 0,000305 0983407 1787426 0983407 1787426
28

24 . ]

an wspdtcrynnik & wyraz wolny

Rozlktad normalny
I RozMad prawdopodobisristva normalnego

Tak przy okazji — jak interpretowac wyniki?




Przyktad wzrost = f(wiek) / Statistica (Statsoft)

i
~
o
=

162 12 | 162.0000 | 1618715 12854 3955,303 | 2048.784 | 000000
164 13 | 1640000 | 166.1763 | -2.17633 13 1.931

168 14 | 168,0000 | 1683288 | —,3287C
170 15 | 170,0000 | 170,4812 | — 48113
B Podsumowanie regresii ‘ 20> Predykcia zmienne; zal.‘ (DK!
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1 . 118, 8229 J17710 oy no5E4240 F = 2048,754
2] 8.0 122 2 [ 122.0000  123.1278 | -1.12775 ez, .oo3e0478  df = 1,13
3] 3.0 125 3| 125.0000 | 127.4326 | —2.43261 ; pez, e320078 b= ,obooon
1] 10.0 131 40| 131,0000 | 131.7375 | —.73747 macqi:  1,389446435
5] 11.0 135 5| 1350000 | 136.0423 | ~1.04233 3 geg.: 1,310758 ©f 13) = 67,611 p < ,0000
& 11.5 140 € | 140.0000 138.1947  1.80525
7] 12.0 142 7| 142.0000 1403472 1.65282
B 13,0 145 8 | 145.0000 144, 6520 34796
5| 140 150 5| 1500000 | 1489563 | 1.04311 olcaelUCEOC i) =ES
10| 15.0 154 10 | 154.0000  153,2617 ,73825' Srednia | |
11| 16.0 159 11 | 159,0000 | 157 5666 | 1,43340 df kwadrat . E pozion p
i — 12| 1
0
H
0

i
{5
o
o

* Oblicz granice ufnogci
" Oblicz granice predykcii —_—
[l Kowariancia wsp. regresji ‘ Alfa:|.08 Analiza reszt |

i stat. opisowe

‘f& Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: WZROST HEB _El S
REGRESJA |[B= .99684240 R2= ,99369478 Popraw. R"2= .99320976
WIELOKR. |F(1.13)=2048.8 p<.00000 Blad std. estymacji: 1,3894
Blad =t. Elad =t.
EETA E

B Analiza wariancii | Anuluj

.. | mm Mot s | ¥

AL

E t{13) | pozion p |
88.68890 | 1,311759  &7.61067 .oooooo
. 996842 .022023 4.30486 L 095107 | 45 26349 .oooooo

Weryfikacja modelu regres;i

* Ocena dopasowania funkgciji regresji do danych
empirycznych.

« Skfadnik resztowy e; =y; — 3;
tym wiekszy, im wiekszy jest sktadnik losowy e,

moze takze wynikac z btednego przyjecia danej funkc;ji
regresji.

Rozktad catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianegj

» Oceniamy za pomocg warianciji S§ lub catkowitej
sumy kwadratéw réznic SST

2
SST =25 (i =)




Ocena modelu regresji

+ Catkowitg sume kwadratow odchylen (SST) w
analizie regresiji dzieli sie na dwie czesci:
SST = SSR + SSE

-1 =XG-»+X (-3’
gdzie

* SSR - regresyjna suma kwadratéw odchylen (cze$¢
wyjasniona przez zbudowany model),

+ SSE - resztowa suma kwadratéw odchylen (czes¢
nie wyjasniona przez zbudowany model).

Na ile dobra jest regresja?

+  Wspotczynnik determinaciji jest opisowg miarg sity liniowego zwigzku
miedzy zmiennymi, czyli miarg dopasowania linii regresji do danych.

wspotczynnik determinacji ---

¥ przyjmuje wartosci z przedziatu
y [0,1] i wskazuje jaka czes¢

; sse {’ zmiennosci zmiennej y jest

. ssA { }‘“T wyjasniana przez znaleziony

model. Na przykfad dla
R2=0.619 znaleziony model
wyjasnia okoto 62%
zmiennosci y.

Fysumek 2.6 Wipdlezynnik determinacyi B2

Przy okazji: pomysl o zwigzku wspétczynnika R2 oraz wspdtczynnika korelaciji r.




Miary dopasowania modelu regresji do danych

Wspodiczynnik determinaciji:
g2 =S8R __S5E
SST SST

Najwazniejsza miara
dopasowania funkgji regresji do
danych empirycznych;

Jest to stosunek zmiennosci
wyjasnianej przez model do
zmiennosci catkowitej.

Sredni btad kwadratowy:
MSE = SSE

n—2

Wariancja resztowa (k liczba

zmiennych) 1
2

[ .
. n—(k+1)z,.:e’

Btedy standardowe
parametréw bi :

S(b;) =[S XTX);! = 5,,[(XTX))

___ 85
2:1:1 (Xi - 2)2

1 X2
Sy =S -+
R P e

odchylenie standardowe sktadnika
resztowego — standardowy btad
oszacowania

S(b1):

SSE
n—2

S =

Samochody 4

« R?=0.8958,

S =6.1258

* R? ozn., ze 89.58% zmiennos$ci zmiennej y
zostato wyjasnione przez zbudowany model.

+ S — przecietne odchylenie wartosci
empirycznych od wartosci teoretycznych
(wynikajgcych ze zbudowanego modelu)
wynosi 6.1258 sztuk samochodow.




Zatozenia modelu regres;ji

« Zwigzek miedzy x i y jest liniowy.

« Wartosci zmiennej niezaleznej nie sg losowe.
Losowosc¢ wartosci y pochodzi wytgcznie ze
sktadnika losowego.

« Sktadniki (btedy) losowe maja rozktad
normalny o sredniej 0
i 0 statej wariancji o*

» Ciekawa dyskusja zatozen w A.Aczel
Lotatystyka w zarzgdzaniu”. =

Weryfikacja — uwagi ogolne

» Statystyczna — dotyczy przede wszystkim weryfikaciji
przyjetych zatozen o stochastycznej strukturze modelu
oraz zatozen o istotnym wptywie zmiennych
objasniajgcych na zmienng objasniang za pomocag
znanych testow statystycznych.

* Merytoryczna —» wigze sie z odpowiedzig na pytanie, czy
oszacowane oceny parametréw rownania zgodne sg z
przyjetymi zatozeniami, a takze czy istnieje mozliwosé
"sensownej" interpretacji otrzymanych wartosci ocen
parametrow.




Weryfikacja modelu regres;i

» Zbadaj czy istnieje zwigzek miedzy srednig wydajnoscig (mierzong,
liczbg wykonanych detali okreslonego typu) a stazem pracy
(mierzonym w miesigcach).

n Wydaj- | Staz Zatézmy model liniowy:
noscy | pr. X y=PBo+B x+¢
1 2 1 L -
5 1 5 Wyniki obliczen (Statistica)
3 2 3 ‘#® Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: WYDAJNOS
REGRESJA [R= 93930382 R 8229167 Popraw. R"2= ,B5875000
4 5 4 WIELOKR. |F{1.5)=2 Blad =td. estymacji: 2,3770
‘ Blad st.
B t(5) pozion p
5 8 5 | | -4.00000 0 2008909 -1,99113 .103101
3 2,75000 449206 6,12192 001687
6 14 6 S i ' '
7 17 7

Hipotezy dotyczace poszczegolnych parametréw modelu

» Ocena poszczegolnych parametréw f; w modelu (ocena
zachodzenia zwigzku liniowego miedzy zmienng x a y).

+ Test statystyczny H,: ,Bi =0
H: B#0

b

* Intuicja S(A)

+ Badamy dla kazdego parametru strukturalnego osobno, czy istotnie
rézni sie on od zera. Jesli nie uda nam sie odrzuci¢ hipotezy zerowej,
bedzie to oznaczato, ze zmienna objasniajgca przy ktérej stoi dany
parametr nie wptywa na zmienng objasniang, wiec mozna jg usung¢ z
modelu (jednakze to wymaga powtoérnego oszacowania modelu, z juz z
aktualnym zestawem zmiennych objasniajacych).

» Statystyka testowa:




Testy istotnosci

1.5.3.3. Test istotnosci parametru modelu
Ten test dotyezy 1stotnosci pojedvnczego parametru w modelu. W tym tescie hipo-
tezy formuluje sie nastepujaco:
Hy by =0, czyli i—ta zmienna nie ma wplywu na wynik
Hi b # 0, czyli i—ta zmienna ma wplyw na wynik
Jesli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. to znaczy ze nie mozna

metodami statystycznymi uzasadnié wplywu zmiennej x; na zmienna y. Do obliczen
definiuje sie statystyke, ktéra ma rozklad t-studenta.

2.5.3.4. Globalny test istotnosci
W tym tescie lpotezy definmyje sie nastepujaco:
Hg bﬂ 2.51 = an= bm_'_ =0
Hj Przynajmniej jeden &; £ 0
Do obliczen korzysta sie ze statystyki testowe) F o rozkladzie F-Snedocera o (1 —
m — 1) stopmiach swobody:

_ SSR/m
T SSE/(n—m—1)

Istotnos¢ modelu regres;ji dla przyktadu samochodowego.

* Model y = 51.584 + 4.468-x

Zrodto Liczba stopni Suma Przecigtna suma
zmiennosci swobody kwadratow kwadratow
odchylen odchylen
Model (czgs¢ (k=1) SSR (MSR=SSR/1)
wyjasniona) 1 3227.4151 3227.4151
Btad (czgs¢ (n—k—1=n-2) SSE (MSE=SSE/(n-2))
niewyjasniona) 10 375.2515 37.5252
Catkowita (n-1) 11 SST3602.67

+ R2=0.8958, S=6.1258, F = 86.0067
» Wartos$¢ krytyczna statystyki z tablic rozkladu F przy poziomie istotnosci
a = 0.05 wynosi 4.96

*  Podsumujmy wyniki:

* Model jest statystycznie istotny.




PrZyk’fad America n Express Tablica 10.1. Dane do badania przeprowadzonego na

zlecenie American Express

Dhugosé tras Obcigzenie kart
. . w milach’ w $)
+  Rozwazmy przyktad posiadaczy : 1;” ) :ao;
kart kredytowych American 1345 2405
Express — firma jest 1422 2005
. . . e 1687 2511
przekonana, ze posiadacze jej 1849 2332
A¥uia wiecei niz inni 2026 2305
kart 'pOdrOZUJq wiecej niz inni 5138 3016
ludzie. 2253 3385
. . 2400 3090
* W badaniach marketingowych 2468 3694
. . . 2699 33N
podjeto prébe ustalenie 2806 3998
zwigzkéw miedzy diugoscia tras ggﬁg 323:
podrézy a obcigzeniem karty 3466 4244
iiei i 3643 5298
kredytowej jej posiadacza w 2950 2801
danym okresie czasu. 4033 5147
. . 4267 5738
»  Wiecej w Aczel: Statystyka w 4498 6420
. 4533 6059
zarzadzaniu, str. 468. 4804 6426
5090 6321
5233 7026
5439 6964

Analiza regresji — American Express

8000 |’
7000 [~
6000
5000
4000
3000
2000
1000

Dolary

Linia NK
Y =274,8497+1,2553 X

1 1 1 L 1 I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Mile

Rysunek 10.12. Linia NK w badaniu zleconym przez American Express




Weryfikacja rownania regresji

+ SSE=2328161,2 MME=SSE/(n-2) = 101224 ,4
- Standardowy btad s = VMSE = 318,158
+ Btedy estymacji S(b,) = 170,338
S(b,) = 0.00497
» Wspoétczynnik determinacji R2 = 0.9652

Prognoza punktowa w regres;ji

+ tatwa na podstawie réwnania regresji.

* Np. ocen obcigzenie kart wsréd posiadaczy kart, ktérych trasa
podrézy osiggnie 4000 mil, w okresie o takiej dtugosci jak okres

badany: 5 _ 274,.85+1,2663 x = 274,85 +1,2663- 4000 = 5296,05
Z 8000
8 70001  §=2748497 + 1,2553x
a2 pm
60001" 5296,05$
5000 [~ a &
0]

4000 L : -

3000 - 5

2000 |- o oE

1000

| | | [ | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

A Mile




Przedziaty predykgciji

* (1-a)-100% przedziat predykcji zmiennej Y

A 1 (x - )?)2
Pty pse [I+4—+—"
“ \/ " ?:1()%‘—)7)2
* Rozpietos¢ przedziatu predykcji zalezy od odlegtosci wartosci x od

Sredniej X!
Przykltad: posiadacz, ktory przebyt 4000 mil i 95% przedziat ufnosci.
* Z analizy danych historycznych:

X =79448/25=3177,92; SSx = 40947557,84 a s = 318,16
Ponadto ¢ przy 23 stopniach swobody wynosi 2,069

Stad przedziat 5296,05£676,62 = [4619,43; 5972,67]

* Oznacza to, ze w oparciu o wyniki badan mozna mie¢ 95% zaufania do
prognozy, ze posiadacz karty, ktéry przebyt trase 4000 mil w okresie o danej
dtugosci obcigzy swojq karte kredytowa sumg od 4619.43 do 5972,673.

Przedziaty predykgciji

» Ograniczenie prognoz punktowych — btedu pochodzace
zarOéwno z niepewnosci szacunkéw, jak i losowej zmiennosci
potozenia punktow w stosunku do linii regresiji.

+ Stosuj wtedy tzw. przedzialy predykcji (tzw. prognozy
przedziatowe).

¥
A

Pasmo predykcji

e

=<l

FPasmo predykcji wzdtuz linii regresji

oszacowane] metoda NK rozszerza sie
W miarg, jak wartosci zmiennej X

‘ oddalajg sig od sredniej x

Rysunek 10.29. Pasmo predykcji




Przewidywanie w regresji

+ Wartosci prognozowane nie powinny wykraczac¢
poza zakres wartosci wykorzystywanych w
procedurze szacowania parametrow rownania
regresiji.

'y Zakres dostgpnych Co b o

<
e %l "* Linia regresji wy-
zZnaczona MNK
\ dobrze pasuje do
danych z pewne-
go zakresu,
ale nie pasuje poza tym zakresem

Rysunek 10.27. Niebezpieczeristwo ekstrapolacii

Rozktady reszt

» Sposob szybkiej oceny (jakos¢ reszt).

« Zatozenia modelu liniowego: Sktadniki
(btedy) losowe majg rozktad normalny o
sredniej 0 i o statej wariancji — czyli reszty
powinny mie¢ charakterystyczny rozrzut;
najlepiej obserwowac to na wykresach
rozrzutu reszt.




Wykresy rozktadu reszt (przyktad zaleznosci cen wina od wieku wina) =
dane za A.Snarska: Statystyka, ekonometria, prognozowanie.

&) plk Edycja undok Wstaw Formst  Narzadzia Dane Okno  Pamor  Adobe PDF \Wpisz pytanie do Pomocy « — @ X
DEHSE SRY BB | o- iy oo - @2 LA
@ By g2 -
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A [ B [ ¢ [ b [ E ] F I G I H I Y P S I~
| 1 Wiek Cena wina PODSUMOWANIE - WYISCIE I
[ 2 | 8 18,45
| 3 | ] 11,09 Stalsyki regresil
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| 5 | 13 78 R kwadrat 0,971998345
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& Analiza reszt

]
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REGRESJA |R= 89807621 R2= 80654087 Pnpra. R"2= 78074632
WIELCKR 2,15 1,268 p<. 00000 Blad std. estymacji: 14349,
Biad st Blad st
N=18 BETA B B

£{15) | poziom p ‘

7. volny | I 36779.49 13165 54 2.79362 | 013634
~bd3dze | 144812 .28 .09 | 4,09720 | 000952
—.400001 | .144812 | -358.14 129,66 | -2.76222 | 014525
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Wykres rozktadu reszt

* Wina / Skladniki resztowe w zaleznosci od wieku

Wiek Rozktad reszt

%gs

c *

[e]

R % o e S

ac)g * * * ’v “

= o5 10 ¢%15 20 5

* Reszty przypuszczalnie spetniajg zatozenia modelu
regresji. Rozproszenie nieregularne ale w ,pasie” o
pewnej szerokosci. Brak korelacji wzajemnej
kolejnych sktadnikdéw.

Wykres rozktadu reszt — zestaw 2

* Inny przykfad wykresu sktadnikéw resztowych.

t Rozktad reszt
10
0 - f f
g 40 60 80 “'\eo 120
10+ o
(4
-20

+ Ukfad linii wykresu wskazuje, ze reszty nastepne
zalezg od poprzednich i rozbiegajg sie poza
»ograniczony pas”.




Wykresy reszt — r6zne interpretacje

» Ocen ponizsze sytuacje

by
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Rys. 2,13, Cztery mozliwe uklady punktéw na wykresach reszt wiglgdem wartoscl przewidywanych

Sprawdzenie wykresu kwantylowego

« Dataminer 7 (Normality Probability Plot of Residuals)
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Inny przyktad — inny ,baseball American League 2002

Zalezno$¢ miedzy $rednig
uderzen gracza a liczba uderzen,
ktére pozwolity na zaliczenie baz
i zdobycie punktu.

[larose 08, § 2.10
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Rys. .16, Wykres standary
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Rys. 2.15. Wykres kwantylowy standaryzowanyeh reszt — naruszone zafazenie o rozkiadzrie normalnym
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Wartosé prewidywana
reszt wigl WarLosci pr ych — naruszone zaloZenic

o statej wariancii

* Naruszone zatozenia

Punkty oddalone - outliers

» Przyktad ,ptatki Sniadaniowe” [Larose 08] — dwie
obserwacje sg zdecydowanie bardziej odlegle od linii
regresji niz pozostate — analiza reszt

95
85 - cukry: 0
REE reszia: 34.26

wartodé odiywoeza
A

* ¥~ punki oddalony: 100% Bran

&+ punke oddalony: Ail-Bran Exira Fiber

wartos¢ odzyweza: 93,7
oszacowana wartodé odryweza: 59,44

«  wartofé odiywozn: 68,4

cukry: 6

oszacowana wartodé odzyweza: 44,93
seandaryzowana reszta; 23,48

Rys. 2.3, Identyfikacja punktéw oddalonych dla regresji zmiennej wartos¢ odZyweza wegledem zmiennaj
cukry




Punkty oddalone (reszty standaryzowane)

Raw Residual (Baseball.sta)
Dependent variable: WIN

Raw Residuals Observed | Predicted ‘Residual Standard ‘Standard P
Case -3s . . 0 . . +3s Value Value Pred.v. | Residual |F& =
1 . N . | 0599000 0540363 0,058637 0,71804 131572 f———— =
2 N . . | 0586000 0568458 0,017542 1,21784 0,39361 [eball.cta) ﬂ
3. . e . .| 0556000 0539486 0,016514 0,70244  0,37055
4. . . +~. . . .| 0540000 0570823 -0,021823 1,25991 -0,48968 ful S‘E"_“'E'd
5 ... . | 0531000 0497546 0033454 -0,0436€ 075067 BIEG R Resital
6 . . . . | 0528000 0548173 -0,020173 0,85698 -0,45268 ggggii gjﬂg'
7 . . . - | 0497000 0514892 -0,017892 026492 -0,40147 | ycans  5'airy
8. . . . . - | 0444000 0447966 -0,00396€ -0,92566 -0.0889¢ freny yi'ag o adtn
° . . . . . . .| 0401000 0482501 -0,081501 -0,3112¢ -1,82877 022 e
0. . . o+ . . .| 0309000 0,332506 -0,023507 -297963 -0,52745
. . . k. . . | 0586000 0589308 -0,003308 1,58876 -0,07424

12 s ° R 5 o 0,578000 0,563489 0,014511 1,12943  0,32562

TES o @ c o 3 . 0,568000 0,615451 -0,04745C  2,05381 -1,06472

14 . s =t s s 5 o 0,537000 0,551706 -0,01470€ 0,91983 -0,3299¢

i5 . o o 0¥ o . . 0,525000 0,520136 0,004864 0,35821 0,10914
16 . ° o o % o o 0 0,512000 0,485097 0,026903 -0,26512  0,60366
17 . o Y o c o o o 0,475000 0,537566 -0,06256€ 0,66829 -1,4038¢
18 . o & o c c o . 0,444000 0,520395 -0,07639¢ 0,36281 -1,7141¢
19 . ° c o ¥ o o o 0,410000 0,388088 0,021912 -1,99087 0,49168 |+

20 o ¥, o c o . 0,364000 0,472803 -0,108803 -0,48382 -2,4413¢8

—— T oo AR asn sasncee o mnsec PRy
:ggé e i e L] " Standard residual [» 2 * sigma)
15EE Plot 100 st sutrema casax
19EE " Standard predicted I Dekted esidds
1965 € | " Stardard residual (™ Cook's distances
19F mAla bt
" Mahdanatia diskorons

Regresja wielokrotna (wielowymiarowa, wieloraka)

* Zmienna objasniana zalezy od wiecej niz jednej zmiennej
(sytuacja czesta w praktyce).

* Model regresji zmiennej y wzgledem zbioru m-1
zmiennych niezaleznychx,x,,...,x,_ jest okreslony
réwnaniem:

y:bo +b]~x1+b2-x2 +...+bm_1~xm_1

* Analiza wielowymiarowa

X1 X2 e X

X X X
X = 21 22 2m

Xl X2 oo Xum

xi:[xil X2 .- xim]T




Analiza wielowymiarowa

* Wybrane wskazniki

x=[x %» .. X,]

* Miara rozproszenia — macierz kowiarancji

a1 C12 oo Cip

C C “ee C
C= 21 22 2m

Cal G2 oo Cum

Model liniowy regresji wielokrotnej

« Zatozenie: wptyw kazdej rozpatrywanej zmiennej
objasniajgcej na zmienng y jest liniowy i nie zalezy od
wartosci innych zmiennych

y=Po+tPrxi+t By Xpt it Py Xy +E

« Zapis macierzowy: x» odpowiada y; wyraz wolny
dodatkowa zmienna x;, =1

Y=X-f+¢
* Rozwigzanie MNK

p=(x' x]" x'y




‘i Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: SPRZEDAZ

F(2,15)=31, 268 p¢ 00000 Blad std. estymacji: 14349,

RegreSja WiGlOkrOtﬂ Dalej... R= 89807621 R2= 60654087 Popraw. R°2= 78074632

Biad st Blad st.
H=18 BETA B B £{15) poziom p
. . L. 3677949 | 13165.54 | 2,79362 | 013634
« Dane sg informacje o budzecie 593322 | 144812 .38 09 4,09720 000952
reklamowym pewnego produktu, jego -.400001 | 144812 | -358.14 129,66 | -2,76222 | 014525
,
cena jednostkowa oraz finalna sprzedaz
jednostkowa. —
- ‘i@ Korelacje (podypl3.sta) !Eu
BUDZET CENA SPRZEDAZ Dalej... COznaczone wsp. korselacii sa istotne =z p < .0G000 o
1 3500 8 16523 H=18 (Braki danych usuwano przypadkami)
2 10073 110 6305 Znisnna BUDZET CEHNA | SPREEDAZ r—
BUDZET —.62 .64
3 11825 85 1769 CENA —. b2 1.00 - 77
4 33550 23 30570 SPRZEDAZ .84 -.77 1.00 -
£4 Wykres1: Powierzchnia 2 stopnia
5 37200 101 7698 n
__Dalej... | Powierzchnia 2 stopnia
6 55400 71 9554 BUDZET wzy CENA wzg SPRIEDAT
7 55565 7 54154 (Braki danych usuwano przypadkami)
8 66501 82 54450
9 71000 62 47800
10 82107 24 74598
11 83100 91 25257
12 90496 40 80608 . 7902 01
13 100000 45 40800 . 4185 88
I 1629397
14 102100 21 63200 R 2639196
[ 4048995
15 132222 40 69675 [ 52567 94
[ 6468524
16 136297 8 98715 Il 757639
B 335819
17 139114 63 75886 B 10165
I ponad
18 165575 5 83360

Zatozenia poprawnosci stosowania modelu regres;ji

* Zmienne niezalezne x nie sg ze sobg silnie skorelowane.

+ Zadna ze zmiennych niezaleznych nie powinna by¢
kombinacja liniowa innych zmiennych niezaleznych.

» Liczba obserwacji n musi by¢ wieksza od liczby
parametrow do oszacowania

+ Zakfada sie istnienie modelu liniowego wzgledem
parametrow.

+ Jesli wiele z zatozen jest niespetniony nie korzystaj z
przedstawionych metod weryfikacji

» Bardziej adekwatny skorygowany wspoétczynnik determinac;i
(takze stosowalny gdy nie ma wyrazu wolnego).




Regresja nieliniowa i transformacje do modelu liniowego

* Miedzy zmienng objasniang a zmiennymi objasniajgcymi
moga zachodzi¢ zwigzki nieliniowe.

* W wielu przypadkach mozna dokonac transformaciji do
modelu liniowego poprzez odpowiednie przeksztatcenia
zmiennych.

* Model Y = f(X,b) jest liniowy wzgledem parametrow, jesli
mozna go przedstawic¢ jako liniowg funkcje jednoznacznych
przeksztatcen X, przy czym wspoétczynniki tych
przeksztatcen musza byc¢ znane.

k
Y= Zi:I bz

Zy =h(X)

Przyktad regresji nieliniowej

» Punkty zywieniowe w latach 1981-1995

Rok Punkty |t
1981 | 200 1
1982 | 205 2
1983 | 210 3
1984 | 220 4
230
1985 | 224 5 N
1986 |226 |6 = 3
1987 | 227 7 I
1988 | 226 8 HE \
1989 | 226 9 2 o0
1990 | 215 10 v
1991 | 208 1
170

1992 | 197 12 5 2 s 5 S
1993 | 196 13
1994 | 180 14
1995 | 175 15




Punkty zywieniowe c.d

P P P + Zaktadamy, ze ksztatt rownania
1981|200 |1 |1 jest y=ag+ay-t+ay-i?

1982 [205 [2 |4 VY d :

955 1210 13 1o prowadzamy zmlen2ne

1984 [220 |4 |16 zastgpcze a=' 2=

1985 |224 |5 |25 * Rozwigzanie

1986 |226 |6 |36

1987 |227 |7 |49 * a0=188

1988 [226 |8 |64 . a1=11,031

1989 [226 |9 |81

1990 |215 [10 | 100 * a2=-0,814

1991 | 208 |11 |121 +  Weryfikacja

1992 197 |12 |144

1903|196 |13 | 169 *+ R2=0.996 §=3,37

1994 | 180 |14 | 196 * Obie wartosci statystyk t < 0.05
1995 [175 |15 |225

y =188 +11.031 -7 —0.814 -¢2

Przyktad regresji nieliniowej — cz.2a

+ Opisac¢ ksztattowania sie depozytéow ztotowych w oddziale banku w
kolejnych kwartatach lat 1994-1996

Kwartat | DEP t
194 124 1 DEP/ t
1194 131 2 00 -
11194 145 3 375
350 4 /
IV 94 169 4 325 .
195 190 5 300 /
275
1195 198 6 222 -
11195 238 7 200
IV 95 240 8 175
150
196 303 9 1251 4
1196 320 10 100 . — . N
01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
111 96 370 11

Hipoteza — wyktadniczy przebieg =~ PEP = a-e




Przyktad regresji nieliniowej — cz.2b

» Opisac¢ ksztattowania sie depozytéow ztotowych w oddziale banku w
kolejnych kwartatach lat 1994-1996

DEP | Ln(DEP)
124 4.820
131 | 4,875
145 | 4,977 .
169 | 5,130 ° .
190 | 5,247 .
198 | 5,288 ,
238 | 5472 .
240 | 5,481 .
303 | 5,714

320 5,768 4'60 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
11 [ 370 |[5914

In(DEP) / t

Olo|N|o|la|h|W[N|—-]|~

-
o

+ Rozpatrujemy forme = In(DEP)=(Ina)+b-1

Depozyty - rozwigzanie

* Rozwigzanie modelu przeksztatconego
In(DEP)=4.671+0.111-t, R2=0.989, wspétczynniki istotne.

* Przeksztatcenie odwrotne




Metody doboru zmiennych do modelu

« Zmienne wybiera sie na podstawie wiedzy
dziedzinowe;.

« Wymagania nt. wtasnosci zmiennych niezaleznych:
» Sg silnie skorelowanych ze zmienna, ktérg objasniaja.

* Sg nieskorelowane lub co najwyzej stabo skorelowane
ze soba.

» Charakteryzujg sie duzg zmiennoscia.
« Jak wykorzystac¢ wspotczynniki korelacji?
2

* ta,n—z

n—2+ tg:,n—Z

Ocena zmiennych objasniajgcych

* Przyktad doboru zmiennych do modelu opisujgcego miesieczne spozycie ryb
(w kg na osobe) w zaleznosci od: spozycia miesa X,, warzyw X,, OWOCOW X,
tluszczow x, oraz wydatkéw na lekarstwa Xs.

nr y X1 X2 X3 X4 x5
1 3 3 0,63 0,63 0,12 14,1
2 3 3 1,07 1,07 0,14 12,77
3 3 3 0,44 0,44 0,1 11
4 3 2 0,26 0,26 0,04 44
5 0 0 0,01 0,0 0,0 60
6 0 0 0,02 0,01 0,0 66
7 0 0 0,02 0,01 0,01 53
8 5 4 0,09 0,09 0,03 60
9 4 2 0,56 0,56 0,19

10 3 2 0,11 0,11 0,05

11 7 7 1,46 1,46 0,34 23
12 5 5 1,22 1,22 0.24 30
13 5 5 1,22 1,22 0,26 30
14 2 1 0,31 0,13 0,05 39
15 3 2 0,4 0,19 0,05 56




Dobor zmiennych do modelu

* Wspotczynniki zmiennosci

y x1 x2 x3 x4 X5
0,635 0,754 0,917 1,0 0,944 0,632

» Macierz wspotczynnikow korelacji

y x1 x2 x3 x4 X5

x1 [0950 |1
x2 0750 |0,843 |1
x3 0748 |0,851 [0,991 |1
x4 |0813 |0,860 [0,946 [0,951 |1
x5 |-0,442 |-0,395 |-0,477 | -0,503 |-0,539 | 1

Troche obliczen

« Wartosc¢ krytyczna =\/% =/0.264107 =0.5139
 Staba korelacja?
r(y,x5) =-0.442 — odrzucamy x5
* Wybieramy najsilniejszg zmienng
r(y,x1)=r1=0.950 — wybieramy x1

Co z pozostatymi zmiennymi?




Regresja krokowa

» Postepujgca (forward)

+ Zaktada kolejne dotgczanie do listy zmiennych
objasniajgcych tych zmiennych, ktére majag
najistotniejszy wptyw na zmienng zalezna.

» Wsteczna (backward)

+ Usuwamy ze zbioru zmiennych, ta ktére majg
najmniejszy wptyw na zmienng zalezna.

» Stosujgc R2 lub testy istotnosci wspotczynnikow
modelu (F).

Regresja wielokrotna - Statistica

& Wyniki regresji wielokrotnej n n
B Regresja wielokrotna n n
Wyniki regresji wielokrotnej
B Zmienne: oK
Zmn. zal. EFFORT Wielokr. R : ,72503151 F = 2,00  Niezalezne: MODE-RVOL Anului
R*2: 5257069 df = 22 Zalezne: EFFORT

Liczba prayp. 63 opraw. R*2: 26478957 = a
preyp pop . P *79 Plik wejéciowy: [T - | (= Otwérz dane

Btrgd standardowy estymacji: L1561,3050811

Wyr.wolny: -11632,89448 Biad std.: 7734,577 £ 400 = -1 Usuwanic BD: [Preppadkami s | @ w
Tiyb: [Standardowa -] T
MODE beta=-,35 APPL beta=-,02 LANG beta=,086
DATL heta=,304 CPLX beta=-,03 ALF beta=,078 ¥ Wykonai domy$ina [nie krokowa] analize - -
STOR beta=-,11 VIRT beta=-,23 TURN beta=,014 I” Przegladaj statystyki opisowe. macierz korelacji
ACAP beta=-,4l LEXP beta=,148 PCAP beta=,220 I~ Obliczenia zwigkszonej precyzii
LEXP beta=,165 CONT beta=,288 MODP beta=,458 r
SCED beta=-,19 RVOL beta=-,09 r
{iztotne heta sa podéwietlone) ‘wipszczegélni wizystkis analizowane zmienne; model (zmisnng zaledne i niezaledne] mozna
akredlic podris] Aby wekarad regresie krokows wbacz opcje wikons] domydine analizy.
Podsumowanie reqresii ‘ '?D Predykcja zmiennej zal. |
- - - i i i £ci =
il Analiza wariancji 2 Dbl!cz glan!ce ufnosci " Anuluj
" Dblicz granice predykciji —_—]
B Kowariancia wsp. rearesii | | Alga: .05 =l Analiza reszt |
B Aktualna macierz wymiany ‘ il N admiarowosc | Korelacje 1 stat. opisowe ‘
[  Korelacie czastkowe ‘ B | Alfa: |.05 Zastosui




[R= 72503151 R2 PE4TRIET
F(22,.40) 4i: 1561.9

I L3
~1.50401
1.98099
- 15430
.54923
L9877
202376
-.15223
_E3439
-.1111%
- 17780
L9E&4S
L0872
-.03322
1,94931
LB6azL
1.16301
L 02261
65560
2.08930
23271
09136
-1.14472
. 64057

2567069 Popraw R™2=
*2,0150 pe,02662 Blad std. estym
B

[Btm%ot

Ik, |
h B
—11632.9
9.5
-26,7
119.3
20759
7532,
-241.3
9934
—246.9
-1143.5
36468
31,2
-14.4
49160
2259,7
2407.5
121,86
5789,4
856.7
6373.4
33,3
—1536.9
1118.7

7734.578
3E8.131
172,932
217 .188

2114395

711,191

1585.184

1858 992

2219,937

2393.281

3708202

80,559
366.707

2521.916

2599, 656

2070.0586

£378_629

2830, 504
414.02%

2738 641

3976, 530

3963.311

1744348

S140434
.DE4497
LB70150
- 585900
. 332114
. 043069
LBTITV
. 594032
. 912023
-B3539%
L 344573
. 920960
- 988910
.NEA29S
. 309917
.251718
. 922070
. 515833
-04s021
L02810
L 927665
. 259128
.B284E83

. 351RE9
-, 022146
085509
. 220484
. 303660
=. 026833
.N77828
-. 021903
=.112831
L 234B09
L014200
=. 008265
L 4DRRT9
L 147920
L220088
.N0&235
.165229
. 288140
. 458119
. 017099
=. 188257
.M91800

L1776818
L143520
.155689
L224877
L149604
176273
L14B440
L196393
L235731
L24E491
L159162
L210730
. 209756
L170177
L189223
L278711
252026
L13924%
.1968583
L187162
L164457
.143309
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Regresja krokowa

Niezalezne: MODE-RVOL
Zalezne: EFFORT

Wyraz wolny:
Tolerancia: WE (Wipisz 0.0 aby ustawié min =1.6-25)
I” Regresia arzbictowa; lambda: WE

~Wiclokrotna regresia kiokowa:
|1,nn
Liozba krokéw: [33
Wyswietlanie wynikéw: | Tylko podsumowanie  ~ |
I~ Preet i i

™ Drukuj analize zmiennych resztowych

E do wprowadzeni

Przegladaj macierz korelaciji/$rednie/odch._std.

F do usunigcia: |0.00 E

Krokowa regr

Regresja krokowa postgpuigca; zmienna zaleina: EFFORT
Krok: 8 F do wprow: 1,56 min toler: 4313 wielok. R: 6938
Im. wprowvadzon(E)/fod(R)zucone:

1(E)DATA 2 (E)RELAT 3(E)MODP A(E]ACAP

5(E) CONT & (E) MODE 7(E) TYPE @(E) PCAP

Anuluj III!EIII

Zadne inne F do wprowadz. nie przekr. progu.
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+ Tom 2 — poswigcony wytgcznie analizie regresji!
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