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Wieloatrybutowa teoria uzytecznosci (3.von Neumann, 0.Morgenstern 1954)

m Zatozenie 1: preferencje decydenta sg spdjne z pewng nieznang
funkcjq, ktora nadaje kazdemu wariantowi acA wartos¢ zwang
uzytecznoscig: U[g,(a),...,g,(a)] = U(a)

m Zatozenie 2: na kazdym kryterium g; typu ,zysk”, dla dowolnej pary
wariantow a,beA zachodzi jedna z dwoch relacji (i=1,...,n)
g,(a) > g(b) @ a> b (preferencja)
g:(a) = g,(b) @ a~ b (nierozréznialnosc)

m Zatozenie 3: dla dowolnej pary wariantow a,beA, zaleznie od wartosci
U(a) i U(b), zachodzi jedna z dwodch relacji globalnych:
U(a) > U(b) < a>b (preferencja)
U(a) = U(b) < a~b (nierozroznialnosc)

m Relacja - jest asymetryczna i przechodnia,
a relacja ~ jest symetryczna, zwrotna i przechodnia



Wieloatrybutowa teoria uzytecznoéci - formy funkcji uzytecznosci

= Postaé addytywna: Ulg,(a),...,g,(a)] = Zu

= Posta¢ multiplikatywna: Ulg,(a)....,g,(a)] = l_Iui gi(a

gdzie u,[g,(a)] nazywa sie uzytecznoscig czqukowa

n
s Posta¢ Keeneya-Raiffy: | KU(a)+1=][(K k; u;[g;(a)]+1)
=1
gdzie K jest wspotczynnikiem skalujgcym, normujacym U do [0,1],

k. jest wagq kryterium g, zawartgq w [0,1]

m Zatozenie 4: ufg,] =0, ufg] =1,
gdzie g., jest najmniej pozadang wartoscia,
a g,* najbardziej pozadang wartoscig na skali g,



Wieloatrybutowa teoria uzytecznosci - spodziewana uzytecznosc
m Loteria = rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze zdarzen x

(mozliwych ocen wariantu) - odpowiada mu rozktad uzytecznosci

= W przypadku deterministycznym, rozktad prawdopodobienstwa na

zbiorze zdarzen x redukuje sie do zdarzenia x’ z uzytecznoscg U(x’)

m W praktyce, loteria = zdarzenie losowe, ktorego konsekwencjg jest
zdarzenie x, z prawdopodobienstwem p lub zdarzenie x,

z prawdopodobienstwem (1-p). Oznaczamy ja L(X;,p,X5)

X1
P
np. p=0.8
xX;= 4.000%
1-p X, =0



Wieloatrybutowa teoria uzytecznosci - spodziewana uzytecznosc

Time 0 Time 1 Time 2
(Money Is received)

$3,200

80%
$4,000

92%

$0

Figure 1—1. Decision tree.



Wieloatrybutowa teoria uzytecznosci - spodziewana uzytecznosc

Wtasnosc¢ substytucji (substitution property or common ratio)
Jesli loteria L, > Ly, to jesli dotaczy¢ do nich dowolng loterie L, ,
pLy,+ (1-p) L, >pL; + (1-p) L, dla kazdego pe[0,1]

Wtasnosc rzeczy pewnych (sure thing principle)

Jesli Loy=pL,+(1-p)L,>Lc=pLg+ (1-p) L,

to Lp=plLy+(1-p)Ly>Le=pLg+ (1-p) L,
Wtasnosc iniowosci prawdopodobienstw (linear expected utility)

Spodziewana uzytecznosc loterii jest zalezna liniowo od
prawdopodobienstwa :

U[p Ly + (1-p) Lg] = p U(L,) + (1-p) U(Lg)
Rownowaznik pewnosci = zdarzenie pewne x5, ktore jest uznawane
przez decydenta za rownowazne loterii L(x;,p,X,), CO zapisujemy

X3~ L(X{,P,X5)

Stad na mocy wtasnosci liniowosci : U(x3) = p U(x;) + (1-p) U(x,)



Wieloatrybutowa teoria uzytecznosci - spodziewana uzytecznosc

e e e e

Xy

x;=2500$ | ~ x,= 4000%

= Wilasnosc ciggtosci (continuity property)
Dla dowolnego kryterium g. i dowolnych zdarzen (ocen wariantow)
= gi(a), X,= g;(b), x5= gi(c) (a,b,ceA) takich, ze x; > x5 > x,,

istnieje takie prawdopodobienstwo p, dla ktérego x; ~ L(x4, p, X5)
® g,.=X,jest najmniej pozadang wartosciq,

g,*=x* jest najbardziej pozadanag wartoscig na skali g;,

ulx,] =0, uy[x?]=1



Metoda ASSESS

n
= Konstrukcja funkcji uzytecznosci K U(xy,...x,)+1= (K k; u;(x;)+1)

i=1
m FEtap 1: Konstrukcja czastkowych funkcji uzytecznosci u,(x;) dla

kazdego kryterium g,, i ocen g,(a)= x;, i=1,...,n, gdzie acA
m Etap 2: Wyznaczanie wag kryteridw k; i wspotczynnika skalujacego K

m W systemie ASSESS zaimplementowano cztery sposoby konstrukcji
czastkowych funkcji uzytecznosci :

a) poszukiwanie rownowaznika pewnosci
ze statym prawdopodobienstwem

b) poszukiwanie rownowaznika pewnosci
ze zmiennym prawdopodobienstwem

c) porownywanie loterii

d) porownywanie prawdopodobienstw



Metoda ASSESS

Podstawg wszystkich sposobdw, z wyjatkiem poréwnywania loterii, jest
dialog, w ktorym decydent porownuje sytuacje pewnego otrzymania
okreslonej wartosci kryterium z loterig, w ktérej moze otrzymac
korzystniejszgq wartos¢ danego kryterium z prawdopodobienstwem p
badz mniej korzystng z prawdopodobienstwem (1-p)

Dialog prowadzi do okreslenia przez decydenta rownowaznika pewnosci
dla danej loterii, tj. takiej wartosci kryterium, dla ktorej jest mu
obojetne czy jg otrzyma na pewno, czy tez bedzie brat udziat w loterii

Wartosci rownowaznika pewnosci dla danej loterii poszukuje sie
iteracyjnie zmieniajqc propozycje X;, X,, X5 i p stosownie do
udzielanych odpowiedzi

Zmiany te sg analogiczne do poszukiwania miejsc zerowych funkcji
metodg potowienia przedziatu

Caty taki dialog powtarza sie kilka razy w celu znalezienia wiekszej
liczby punktoéw czgstkowej funkcji uzytecznosci



Poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze statym
prawdopodobienstwem

R i aaamaamammamamamaTaaaaaaaTmmmEmaTmTagTIaTTgngwgDan

X*
P
p=0.5
x,=3000% | ~ x*= 4000%
1-p x,= 0
X

ui(X;) = p u(x*) + (1-p) u(x,)
u.(3000$) = 0.5x1+0.5x0=0.5

Decydent sktonny do ryzyka




Poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze statym
prawdopodobienstwem

R ey

X*
P

p=0.5
x;=1000% | ~ x*= 4000%
1-p x,= 0

ui(X;) = p u(x*) + (1-p) u(x,)
u(1000$) = 0.5 x 1 + 0.5 x 0 = 0.5

Decydent unikajacy ryzyka

» X
0% 1000% 4000%



Poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze statym
prawdopodobienstwem

S+
P
p=0.5
X,=2000% | ~ x*= 4000%
1-p X;= 1000%
X1

ui(X,) = p u(x*) + (1-p) ui(x,)
u.(2000%$) = 0.5x1 + 0.5x0.5 = 0.75

Decydent unikajacy ryzyka

0 | I I > X
0$ 1000$ 2000% 4000%
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Poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze zmiennym
prawdopodobienstwem

m Prawdopodobienstwo p jest zadane ale zmieniane w kazdej iteracji,

szukany jest rownowaznik pewnosci x, a zdarzenia x*, x, s state
= L(XPeX,) ~ X = U(Xq) = pg u(xt) + (1-py) ui(x,)

(np. p;=0.5) u(x;) = 0.5x1 + 0.5x0 = 0.5
B L(X5P2sX) ~ Xy o> Ui(Xy) = Py ui(Xt) + (1-py) ui(x,)

(np. p,=0.75) u(x,) = 0.75x1 + 0.25x0 = 0.75
= L(X",P3.X,) ~ X3 = U(X3) = p3 ui(x*) + (1-p3) ui(X,)

(np. p3=0.25) u.(x;) = 0.25x1 + 0.75x0 = 0.25

13



Porownywanie loterii

i aaaTmTITREmERmmTaTETRTaamagammammmmmaTmTwmTIEmaTgTgTnE

= Decydent poréwnuje dwie loterie L(x,p,X,) i L(x*p’.X,),

gdzie na poczatku x; = (x*+ x,)/2, p jest zadane, a p’jest szukane

= py(x) + (1-p) ui(x,) = p u(x;) + (1-p) ui(x,)
p’x1+0=pu(x;) +0
ui(x,;) = p’/p, czyli p’<p

m W nastepnych krokach powtarza sie te procedure
dla punktow srodkowych kolejno otrzymanych przedziatéw
X, = (X3+ X,)/2 — L(X;,p,X,) 1 L(X*p’,X,)
X5 = (X*+ %X{)/2 — L(X5,p,X,) i L(x*,p’,X,)

14



Porownywanie prawdopodobienstw

i nhinnnnnnnnnnnnnennm

s Procedura jest podobna jak przy poszukiwaniu rownowaznika
pewnosci ze statym prawdopodobienstwem

s RoOznica polega na tym, ze dla zadanego rownowaznika
pewnosci x danej loterii poszukuje sie rownowazacej wartosci
prawdopodobienstwa p

= L(XPX) ~ X = U(Xg) = py ui(x*) + (1-py) ui(x,)

(np. x; = (x*+ x,)/2, p;=0.4) u.(x;) = 0.4x1 + 0.6x0 = 0.4
5 L(X3,P2X) ~ Xy = Ui(Xp) = Py ui(Xy) + (1-py) ui(x,)

(np. X, = (X;+ x,)/2, p,=0.3) u.(x,) = 0.3x0.4 + 0.7x0 = 0.12
B L(X5P3,Xy) ~ X3 = ui(X3) = ps u(x*) + (1-p3) ui(xy)

(np. x5 = (X*+ x4)/2, p3=0.45) u;(x3) = 0.45x1 + 0.55x0.4 = 0.67



Wyznaczanie wag kryteriow
m Dla kazdego kryterium g; z osobna, przedstawia sie decydentowi
loterie, w ktdérej zdarzenie najbardziej korzystne x* sktada sie z
najlepszych wartosci na wszystkich kryteriach, a zdarzenie najmniej
korzystne x, sktada sie z najgorszych wartosci na wszystkich

kryteriach
m Rdéwnowaznik pewnosci x sktada sie z najlepszej wartosci na
kryterium g,=x.* i z najgorszych wartosci na kryteriach 0i=Xjs s J #1

m Szuka sie wartosci prawdopodobienstwa p rownowazgcego x i loterie

= W wyniku:

Ki=p

16



Wyznaczanie wag kryteriow

n
B KU(X,... %)+ 1= (K k; u(x;)+1)
=1
m Po stronie rownowaznika pewnosci:
ui(x;,) = 0 dla kazdego j =i
stad
K UXy0X,) + 1 = Kk u(x*) +1

U(Xqy,rXy) = WL k.

m Po stronie loterii:

1 0
U(Xgs-er%n) = P UXEeT%, ) + (1-p) UXger %) = P

m Poniewaz rownowaznik pewnosci jest nierozroznialny z loterig,
ich uzytecznosci sq rowne, zatem : k, =p

17



Wyznaczanie wspotczynnika skalujgcego

m  Wspdtczynnik K oblicza sie po podstawieniu do wzoru na uzytecznosc
najbardziej korzystnych wartosci na wszystkich kryteriach

K Ul )+ 1= H(K i ubefi)
|

K +1=f[(|< k. +1)

=1

|

18



Przyktad

b Alternatives

o ==

X

C

- [BX]

M ame

Descrption

COMFORT

FRICE

TIME

RER
METRO 1
METRO 2
ELS
T
SMNCF

{1 R ' s Y s B %

Press FS to add new row or FG o deleta row

10
20
20
40
a0
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If wou prefer
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If wou prefer
1.875 for sure, then press the Sure button.

If wou prefer
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Ttility fanction for COMEOET
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Assessment of Utility Function for Criterion - COMFORT (C... H|
[f woou prefer o
1,000 far sure, then press the Sure button,
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Assess Professional = [COMFORT chart of utility function ]
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If you prefer
1.250 for sure. then press the Sure button.

If wou prefer
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0,000 with probahility 0,500

then press the Lottery buttan. Probability Graph bo7
(Mosoo@oso0 | i

If you are indifferent then press the Indifferent button. il

E Laottery | %lndifferent




2 Assess Professional - [COMFORT - chart of utility function ]

|4 Problem Results Opfions Chart Window Help
& & 3 = | Bl
VODI XX it

i3 +|e|m al-| oo sTop | 4|

Thtility function for COMEORT

-
Uo(1.25)=0.5 /

0,7




U2 Assess Professional - [PRICE - chart of utility function ]

% Problem Results Options  Chart  Window Help
> = 5 =1
VORI AME M1

- dla| +[¢ml alo| ee stop | 4

TTtility function for PEICE




2 Assess Professional - [TIME - chart of utility function ]
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Assess PrOfessmnal - [TIME Chart of utlllty function ]
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¥ COMFORT - chart of utility function
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TTtility fisnction for TINVE

Utility function formula

Formula of the utility function by Keeney and Raiffa :

n
K*U(a) +1 = II(ki* K* ujigj(a)) + 1)
|

Scaling factar :

K.=-0,372

I_Hility function : -0.372* gl + 1 =

(0,093 *ul{gl{a)) +1
*(-0,256 * u2{ g2(a) ) + 1
*(-0,070*u3{ g3(a)) + 1

P Help

“Weights of criteria;
k1 =0.250
k2 = 06588
k3 =0188

LCopy formula
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