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Cel wyktadu

Cel: zaprezentowanie precyzyjnych i praktycznych sposobdw
szacowania pewnych nieznanych wartosci na podstawie badan
czeSciowych (wiedzy niepetnej).
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Model

Konstrukcja odwzorowujaca dany rodzaj rzeczywistosci w sposéb
uproszczony, sprowadzajaca jej cechy do zwigzkdéw
najistotniejszych, a mniej istotne pomijajaca.



Model statystyczny

W pewnej zbiorowosci (populacji generalnej) obserwowana jest
pewna cecha X. Cecha ta ma w tej populacji pewien ksztatt
rozktadu prawdopodobienstwa R (np. N(u, o) lub Bi(p)) o
nieznanych parametrach (np. p, o, p).

Na podstawie pewnego do$wiadczenia (badania) zdobyte zostaty
informacje o wartosci cechy X dla pewnej prébki elementéw
populacji w postaci liczb:

X1, X2, X3, ...y Xn.



Model statystyczny

Zazwyczaj powtdrzenie takiego doswiadczenia daje inne liczby x;
jako wyniki. W takim razie mozna potraktowac te wartosci jako
realizacje zmiennych losowych X1, X2, X3, ..., X,. Zmienna losowa
Xi okresla zachowanie (probabilistyczne) elementu x; w prébce.

Wektor zmiennych losowych
X = (X1, X2, X3,...,Xn)

nazywamy préba losowa.

Wektor X nazywamy préba prosta, jesli zmienne losowe X; s3
niezalezne i maja taki sam rozktad R jak badana cecha X
populacji.

Wektor wartosci x = (x1, X2, X3, . . ., X,) nazywamy realizacja préby
losowej (probka).



Model statystyczny

Elementy modelu:

» populacja generalna,
badana (mierzalna) cecha X,
rozktad R cechy w populacji,

nieznane parametry 6 rozkfadu R,

vV v v Vv

préba prosta X (o rozmiarze n) z populacji.

W kazdym raporcie z wnioskowania statystycznego trzeba te
elementy opisac.



Przyktadowe modele sytuacji rzeczywistych

v

vV v v Vv

populacja generalna: wszyscy wyborcy w Polsce

cecha X: wyborca gtosuje na Tuska (X = 0)
lub na Kaczynskiego (X = 1)

rozktad R cechy w populacji: Bi(p)
nieznany parametr 6: p
sens parametru: okresla przysztego prezydenta

prébka: wylosowana niewielka grupa wyborcéw
(np. n=2000)



Przyktadowe modele sytuacji rzeczywistych

» populacja generalna: wszystkie jaja znoszone przez kury
pewnej rasy na fermie

cecha X: waga jaja kury danej rasy
rozktad R cechy w populacji: N(u, o)
nieznane parametry 6: u,o

sens parametréow: okre$laja klase sprzedazy jaj

vV v v v Vv

prébka: wylosowana grupa jaj (np. n = 130)



Przyktadowe modele sytuacji rzeczywistych

» populacja generalna: wszystkie optima lokalne w problemie
optymalizacji generowane przez pewien algorytm

» cecha X: warto$¢ funkcji celu dla danego optimum lokalnego

» rozktad R cechy w populacji: nieznany

(istnieje Srednia E(X) = p)
» nieznany parametr 6: Srednia jako$¢ rozwigzania p
» sens parametru: okresla jakos¢ algorytmu

> prébka: wylosowana grupa optiméw lokalnych (np. n = 1000)



Zadanie estymacji

Zazwyczaj doktadny rozktad R cechy X jest nieznany lub nieznane
s3 jego parametry 6.

Zadanie estymacji: na podstawie pobranej préby losowej oszacowad
(przyblizyé, oceni¢) wartosci nieznanych parametréw 6 rozktadu R
cechy X populacji generalnej z jak najwieksza precyzja i jak
najmniejszym kosztem.

Przyktad: niech X = (Xi,..., X,) bedzie préba prosta z populacji
o rozktadzie N(u, o), gdzie p i o sa nieznane; oszacowad wartosci
tych nieznanych parametréw.



Koszt estymacji

Koszt estymacji jest modelowany przez rozmiar préby. Im wieksza
préba, tym bardziej kosztowne jest badanie.

Elementy kosztéw:
> zniszczenie elementéw préby (badania niszczace)
» koszt zakupu lub wynajmu urzadzen pomiarowych
» koszt zatrudnienia i szkolenia ankieteréw
> Czas procesora
>

Witérny cel estymacji: minimalizacja wielkosci préoby
(przy zachowaniu precyzji oszacowan)



Koszt estymacji

Przyktad: badanie wytrzymatosci foteli w IKEA
Koszty:

» zniszczenie foteli podlegajacych badaniu
» zakup urzadzen do automatycznego ,siadania”
» eksploatacja tych urzadzen (np. prad)

» zatrudnienie obstugi urzadzen



Podzadania estymacji

1. Pobranie préby z populacji

2. Obliczenie wartosci nieznanych parametréw na podstawie
préby



Pobieranie proby prostej z populacji

Postulaty:

» wszystkie elementy populacji maja takie samo

prawdopodobiefstwo wystapienia w kazdym elemencie X;
préby X

> pobieranie elementéw X; i X; do proby X jest niezalezne od
siebie

Realizacja: schematy losowania z populacji. ..

Uwaga! Pobieranie proby prostej jest kluczowe w statystyce
matematycznej (odrdéznia od statystyki opisowej).



Obliczanie wartosci nieznanych parametréw z proby

Statystyka nazywamy dowolng funkcje proby losowej postaci:

O(X) = 0(X1, Xo, Xa, ..., Xn).

Przyktady:

A

01(X1, X2, X3, X4, X5) =1

PN X1+X34+ X5+ ...+ X
02(X1, ..., X100) = 173 455 2




Obliczanie wartosci nieznanych parametréw z proby

Estymatorem parametru 6 nazywamy taka statystyke HA(X) ktéra
traktujemy jako oszacowanie parametru 6.

Przyktad: dla nieznanego parametru p w rozktadzie N(u, o) mamy
estymatory:

N 1« —
01(X1,...,X,) = ;ZX,- =X
i=1

Oa(X1,..., Xp) = Xy



Kryteria oceny estymatoréw

Estymatory mozna poréwnywac¢ ze wzgledu na:
» obcigzenie,
» zgodno$é,

> wariancje.



Estymatory — alegoria strzelecka

Estymatory mozna traktowac jak réznych strzelcéw, ktorzy probuja
trafi¢ w sam $rodek tarczy.

Réwnowazne pojecia:

Estymacja: Strzelectwo:
» nieznany parametr 6 » Srodek tarczy strzeleckiej
> wartos$¢ estymatora é(X) > przestrzelone miejsce
» rozmiar (liczno$¢) préby n > wiekszy wysitek strzelca

(podpdrka, skupienie,
przymiarki, ocena wiatru)



Estymator nieobcigzony

Estymator GA(X) parametru 6 nazywamy nieobcigzonym, gdy
spetniony jest warunek:

E(O(X)) = 6.

Komentarz:

» estymator nieobcigzony $rednio trafia w nieznana warto$¢
parametru,

» rozsadne wymaganie, chociaz w ogdle nie bierze pod uwage
liczno$ci préby (czyli kosztu zebrania informacji).



Obciazenie w estymacji — alegoria strzelecka

o o © °
° o
o @ o °©
o ° [} 00 o ®o
o % S0, ©0 %0 o o
° ° o 00p 0% &8 80 P ©
° LIS ) 0 %% 0 ® %0 o B
@ ° ? ° & % ol @o
00 jol 0(390€o o
o o °0>< °o o ° o 4 °o o
°© 5 ° g © °
° ° ° o © o
o & B, o° o o o
& o o, apo o o
0 ® @
o o
o 00
°

Rysunek: Alegoria estymatora nieobcigzonego i obciazonego.



Obcigzenie w estymacji

Jedli estymator jest obcigzony (ukierunkowany, skrzywiony), to bez
kompensacji obciazenia znieksztatca wnioskil

Przyktady estymacji obcigzone;j:
> strzelanie z krzywa lufa,

» ocena momentu potudnia na podstawie dzwieku dzwonu 1km
od kosciota,

» doktadne ustawianie czasu przez Internet na podstawie
odlegtego wzorca.
Przyktadowe przyczyny obcigzenia estymacji:
» ukierunkowany sposéb doboru préby,
» btedy lub przektamania w zapisie wynikéw pomiaréw,
» uszkodzenie lub dekalibracja urzadzen pomiarowych,

> uzycie niewtasciwego estymatora.



Obcigzenie w estymacji — przyktad C. R. Rao

Tto badania:

» Dehli, Indie, 1947 — rozruchy religijne po odzyskaniu
niepodlegtosci,

» koniecznos¢ ptacenia przez rzad dostawcom zywnosci do dwu
obozéw uchodzcéw religijnych (wysokie wydatki),

» niemozliwo$¢ wejscia statystykéw do obozdéw (wiekszosé
religijna).
Zadanie: oszacowac liczbe ludnosci L w obozach w celu oceny

wiarygodnosci rachunkéw za zywnos¢é.

Dane: rachunki dostawcéw za ryz, groch, sél.



Obciazenie w estymacji — przyktad C. R. Rao

Niech:
» R, G,S: ilosci ryzu, grochu i soli zuzywane na wyzywienie
wszystkich uchodzcéw przez 1 dzien,

» r,g,s: ilosci dziennego zapotrzebowania na osobe wg badan
konsumenckich.

Wtedy: R/r,G/g,S/s to estymatory tej samej, nieznanej liczby
ludnosci L.
Spostrzezenia:
> R/r jest najwieksze, S/s jest najmniejsze, rdznica jest
znaczna,

> rynkowa cena ryzu jest wysoka, cena soli jest znikoma.



Obciazenie w estymacji — przyktad C. R. Rao

Whioski:

» warto$¢ R jest sztucznie zawyzona przez dostawcow
(efektywne zawyzanie rachunkéw),

» dla przysztych rozliczen zastosowaé estymate L = S/s
(najmniej obcigzona).
Weryfikacja wnioskéw:

» niezalezne oszacowanie liczby uchodzcéw w mniejszym obozie
potwierdzito najmniejszy btad oceny L = S/s.



Obcigzenie w estymacji — wybory prezydenckie 1936

Tto badania:

» wybory prezydenckie w USA, rok 1936;
A. E. Landon vs. F. D. Roosevelt

Zadanie: przewidzie¢ zwyciezce (oszacowal p w rozktadzie Bi(p))

Dane: badanie ankietowe



Obcigzenie w estymacji — wybory prezydenckie 1936

Badanie Literary Digest (duzego czasopisma):
» 2 000 000 ankietowanych
» wynik: Landon 57%, Roosevelt 43%

Badanie George'a Gallupa:
» 300 000 ankietowanych

» wynik: wygra Roosevelt

Wybory wygrywa Roosevelt



Obcigzenie w estymacji — wybory prezydenckie 1936

Przyczyny btedu badania Literary Digest:

> pobranie préby wyborcéw z listy witascicieli telefondw i
samochodéw

» obcigzenie préby: preferencja dla klas Sredniej i wyzszej
(wyborcy Landona) przed klasa nizsza (wyborcy Roosevelta)
Whioski:
» sposob pobrania proby z populacji moze mieé ogromny wptyw
na warto$ci szacowane z préby (obcigzenie)
» duzy rozmiar préby nie gwarantuje poprawnosci
(jedynie wysokie koszty)



Obcigzenie estymacji — przyktadowe modele

Niech X = (Xi, ..., Xy) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie N(u, o), gdzie p jest nieznane, a o znane.

Estymatory dla u:

1(X) =X = X;

1 n
n <
=1
02(X) = Xy

Obydwa estymatory sa nieobcigzone, cho¢ drugi jest mato
zdroworozsadkowy.



Obcigzenie estymacji — przyktadowe modele

Niech X = (Xi,..., X,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie N(u, o), gdzie i o s3 nieznane.

Estymatory dla o2:

Estymator S? jest obcigzony (zaniza warto$¢ wariancji)
Estymator S*2 jest nieobciazony.



Stopnie swobody (dygresja)

Estymator dla o2

* 1 . V2
S$*2 = n_1Z(X"_X)2

i=1
korzysta z X (zamiast z nieznanego 11).

Przyjecie:

S

I3
wprowadza jedna liniowa zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi Xj, np.:

X1+ ...+ X

=5
10



Stopnie swobody (dygresja)

Ta liniowa zalezno$¢ pozwala na ustalenie wartosci jednej zmiennej
w prébie, np.:

X1 :50—(X2+...+X10)
czyli oszacowanie wpierw g z proby powoduje ,strate” jednej

zmiennej niezaleznej w prébie!

Stopnie swobody to (intuicyjnie) liczba niezaleznych zmiennych w
prébie, na podstawie ktérych dokonujemy estymacji



Estymator zgodny

Estymator 0(X) parametru 6 nazywamy zgodnym, gdy speiony
jest warunek:

VX, 0,e>0 lim P(|0,(X)—6] <€) =1

Komentarz:

» w miare wzrostu licznosci préby n prawdopodobiefstwo

znacznego odchylenia estymatora od parametru maleje do
zera,

» rozsadne wymaganie: zwigkszanie kosztéw badania ma
prowadzi¢ do wiekszej doktadnosci przyblizenia,

» estymator bez tej wtasnosci jest bardzo kiepski.



Estymator zgodny — alegoria strzelecka
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estymatora:

¢ = 0.3 i n = 10,100, 1000.




Estymator najefektywniejszy
Estymator nieobcigzony 6, nazywamy efektywniejszym od

nieobcigzonego estymatora 0, gdy spetniony jest warunek:

V0 D2(6;) < D?(6s).

Estymator nieobcigzony parametru 6 nazywamy
najefektywniejszym, gdy ma najmniejsza mozliwg wariancje ze
wszystkich estymatoréw nieobcigzonych tego parametru.
Komentarz:

» wariancja estymatora to rozrzut wokét nieznanego parametru,

» rozsadne wymaganie: minimalizacja tego rozrzutu,

» w miare mozliwosci uzywamy estymatora najefektywniejszego.

> wariancja estymatora ma zazwyczaj spory zwigzek z
wykorzystaniem przez niego petnej informacji z proby losowej,

> estymator najefektywniejszy moze nie istnieC.



Wariancja estymatoréw nieobcigzonych — alegoria
strzelecka

Rysunek: Alegoria wariancji estymatoréw nieobcigzonych.



Wariancja estymatoréw nieobcigzonych — przyktadowy

model
Niech X = (Xi, ..., X,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie N(u, o), gdzie p jest nieznane, a o znane.

Estymatory nieobciazone dla u:

f1(X) = X = X;

~ 1 “
n-<
i=1
02(X) = X1
Mozna pokazaé, ze:
o?/n = D?(;) < D?(B,) = o>
Whioski:
» zdecydowanie wybieramy estymator 6;(X) = X,

» wiadomo, ze jest to estymator najefektywniejszy parametru .



Kryteria oceny estymatoréw — podsumowanie

» obcigzenie < systematyczny btad w ocenie
» zgodno$¢ < im wieksza préba, tym lepsza doktadnosé

» wariancja < rozrzut wokdt ocenianego parametru



Przeglad estymatoréw

Typy rozktadéw badanej cechy X:
» rozkfad dowolny (nieznany)
» rozktad normalny

» rozktad zero-jedynkowy



Przeglad estymatoréw — rozktad dowolny

Niech X = (Xi, ..., Xy,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie dowolnym R, gdzie E(X;) = p < o0 i
0 < D?(X;) = 02 < o0, oraz i1, 0% s3 nieznane.

Estymator parametru p postaci:

1
XEZ:

Qb>

jest zgodny i nieobcigzony.

Estymator parametru o2 postaci:
1 n
I(X) =52 =—=) (X — X)?
(X) — ,__1( )

jest zgodny, nieobcigzony i najefektywniejszy (asymptotycznie).



Przeglad estymatoréw — rozktad dowolny

Niech X = (Xi, ..., Xy,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie dowolnym R, gdzie E(X;) = p < o0 i
0 < D?(X;) = 02 < o0, oraz i1, 0% s3 nieznane.

Estymator parametru o postaci:

f(X) = 5% = V572 = 11§n:(x,- _X)2

T =

jest zgodny i obcigzony.



Przeglad estymatoréw — rozktad normalny

Niech X = (Xi,..., X,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie N(u, o), gdzie u1, 0% sa nieznane.

Estymator parametru p postaci:

- 1

- X = ,E '
n J—

jest zgodny, nieobcigzony i najefektywniejszy.

Q>>

Estymator parametru o2 postaci:
1 n
) _ Cc*2 __ S AYA
(X)) =52 =—— Z;(x, X)
1=

jest zgodny, nieobcigzony i najefektywniejszy (asymptotycznie).



Przeglad estymatoréw — rozktad zero-jedynkowy

Niech X = (Xi,..., X,) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie Bi(p), gdzie p jest nieznane.

Estymator parametru p postaci:
R 1
=h=1 E

jest zgodny, nieobcigzony i najefektywniejszy.



Podstawowe estymatory w MS Excel

Funkcje MS Excel odpowiadajace podstawowym estymatorom:
» X: SREDNIA
» $*2: WARIANCJA
» S2: WARIANCJA.POPUL
» S*: ODCH.STANDARDOWE
» S: ODCH.STANDARDOWE.POPUL



Estymacja przedziatowa — inny sposdb estymacji
parametrow

Dwa rodzaje estymacji parametréw rozktadu:
» punktowa: wynikiem jest punkt, ktéry najlepiej przybliza
nieznang warto$¢ parametru 6

» przedziatowa: wynikiem jest przedziat ufnosci, ktéry z
zadanym prawdopodobienstwem pokrywa nieznang warto$é

parametru 6

Alegoria strzelecka: nie strzelamy juz kula (punktem),
ale np. siecig, ktéra ma owing¢ nieznany cel.



Estymacja przedziatowa — przykfad

Niech X = (Xi, ..., Xy) bedzie préba prosta z populacji o
rozktadzie N(u, o), gdzie i jest nieznane, a o2 jest znane.

Przedziatem ufnosci na poziomie (1 — «) dla parametru p jest:

(X—u(l—(;)-\%,X+u(1—Z)-\;>

Szeroko$¢ przedziatu (chcemy minimalizowad):
> rosnie, gdy rosnie poziom ufnosci (1 — «)

» maleje, gdy rosnie rozmiar préby n



Wymagana wiedza

vV v v v V. V. Y.V Vv Y%

model i model statystyczny

zadanie estymacji

koszt estymacji w modelu statystycznym

préba losowa, réznica w stosunku do zbioru danych
estymator: pojecie i alegoria strzelecka

obcigzenie: sens, alegoria i mozliwe przyczyny
zgodnos¢: sens i alegoria

wariancja, efektywnos¢: sens, alegoria

pojecie stopni swobody

przyktadowe estymatory i ich cechy:

» rozktad dowolny
» rozktad normalny
> rozkfad zero-jedynkowy

podstawowe estymatory w MS Excel
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Dziekuje za uwage!



