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Specjalne problemy programowania liniowego

m Problemy decyzyjne modelowane w kategoriach programowania
matematycznego, sprowadzalne do programowania liniowego

m Problem programowania ilorazowego
_CEX +Cy
dx +d
przy ograniczeniach :
Ax =D
x>0, dx+d, >0
gdzie
= [xy,... Xn]T/ b
C = [Cll' ] d =

— MIN

oyl

Transformacja Charnesa-Coopera



Specjalne problemy programowania liniowego

m Problem programowania celowego

Z = Z::lwh\gh)_( — Cpo| &> MIN
przy ograniczeniach :

Ax =b

X =0

gdzie

x=[x,...,x,], b=[b,...,b,. ]

gh — [Chll"'/chn]/ h — 1,...,k



Specjalne problemy programowania liniowego

m Problem programowania min-max (problem Czebyszewa)
Z = hl\41AXk{Wh(gh>_< —Cpp )} = MIN
przy ograniczeniach :
Ax=Db
X =0
gdzie
T T
x=[x,....x,|", b=1[b,...,b,]

gh = [Chll"'/chn]/ h = 1,...,k



Specjalne problemy programowania liniowego

m Problem transportowy

m - liczba punktéw nadawczych (magazyny)

n — liczba punktow odbiorczych (klienci)

C; — koszt transportu jednostki towaru z magazynu / do odbiorcy j
d; — zapotrzebowanie odbiorcy j

s; — ilosC towaru w magazynie i

Nalezy zminimalizowac faczne koszty transportu

Zmienna decyzyjna: x; - ilosC towaru przestana z magazynu i do
odbiorcy j



Specjalne problemy programowania liniowego

m Problem transportowy

przy ograniczeniach :
j:]_Xij :SI i:l,...,m
m

XI]:d] j:].,...,n

x;20 i=1..m, j=1,.,n
gdzie

115_211 J

Problem ten mozna rozwigza¢ metodg sympleksow



Specjalne problemy programowania liniowego

m Problem przydziatu

m - liczba zadan (programy)
m - liczba wykonawcow (procesory)
C; — koszt wykonania zadania i przez wykonawce j

Elementy c;; tworzg macierz efektywnosci C=[c;] o wymiarach mxm

Kazde zadanie moze by¢ wykonywane przez co najwyzej jednego
wykonawce

Kazdy wykonawca moze wykonac tylko jedno zadanie

Nalezy tak przydzieli¢c zadania do wykonawcow, by zminimalizowac
taczny koszt wykonania wszystkich zadan



Specjalne problemy programowania liniowego

Zmienna decyzyjna:

.. 0, gdy wykonawca i nie jest przydzielony do zadania j
Y11, wprzeciwnym razie

Z = le L CyX; = MIN

przy ogran/czen/ach ;

Z_l x;=1 i=1,...,m

Z_l ;=1 Jj=1...m
x,.je{o,l} i=1....m, j=1...,m

Jest to problem 0-1 programowania liniowego

Jest to takze przypadek szczegdlny problemu transportowego,
gdzie s;=d;= 1, n=m i zmienna decyzyjna jest 0-1



Specjalne problemy programowania liniowego

= Problem transportowy ma te korzystng wtasnosc, ze jezeli s;i d; sq
liczbami catkowitymi i istnieje chocby jedno rozwigzanie
dopuszczalne, to istnieje rozwigzanie optymalne, w ktorym X;; SQ
wszystkie liczbami catkowitymi lub zerami

m Metoda sympleksowa znajduje to catkowitoliczbowe rozwigzanie
optymalne

m Dzieje sie tak dlatego, gdyz macierz wspofczynnikow ograniczen A
problemu transportowego jest unimodularna (wyznacznik dowolnej
podmacierzy kwadratowej macierzy A jest = 0, 1 lub -1), a wektor
prawych stron ograniczen b jest ztozony z liczb catkowitych (x=B-1b)

m Problem przydziatu ma zatem te sama wtasnosc

m Istnieje jednak prostsza metoda rozwigzania problemu przydziatu



Specjalne problemy programowania liniowego

= Macierz efektywnosci C=[c;] o wymiarach mxm

przydziat niedopuszczalny

9 zadania

o |/2\[10] 9 | 7
2|15 |/a\| 14| 8
c

o)

_§ 13 | 14 | 16 [ A\
/a\[15 |13 9

m Przydziat wykonawcy do zadania polega na wyborze konkretnego

elementu Cjj

= Tych m wybranych elementow c¢; ma da¢ minimalng sume
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Specjalne problemy programowania liniowego

m Operacje arytmetyczne na macierzy efektywnosci C=[c;]
nie powodujgce zmiany rozwigzania optymalnego:

o zadania

> 2 110 9 | 7
§ 15| 4 | 14| 8
S113(14 |16 11
>

=1 4 |15|13| 9

Dodanie lub odjecie dowolnej statej od dowolnego wiersza lub
kolumny macierzy C=[c;]

Np. odejmujac 3 od wiersza i oraz dodajgc 2 do kolumny j otrzymamy:

m m m m - m
‘- Zi:l = C% = 3Z:J'=1X"j - 22/:1)("]' - Zi=1 o CiXij =3+ 2

gdyz 'lex,-j = Zzlx,-j =1, tzn. funkcja celu ulega tylko przesunieciu
0 pewna statg
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Specjalne problemy programowania liniowego

= Odejmijmy zatem najmniejszy element rézny od zera w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie:

o zadania

2 (10 9| 7 | -2
1514 |14 8 | 4
1314|116 |11 | -11
4 |15(13| 9 | -4

wykonawcy




Specjalne problemy programowania liniowego

= Odejmijmy zatem najmniejszy element rézny od zera w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie:

o zadania
| 0]8]7]5
=

3 11| 0 |10 4
Cl213|51|0
>

=10 l11|l 9| 5




Specjalne problemy programowania liniowego

= Otrzymujemy macierz efektywnosci C=[c;] z co najmniej m
elementami zerowymi:

o zadania
.| 0|8|2]5
=
=l11| 0| 5| 4
C
Cl213]|01]o0
>

=10 l11| 4| 5

m  Warunkiem koniecznym optymalnego przydziatu jest dokonanie go
wedtug wspotrzednych elementow zerowych macierzy C=[c,-j]

= Warunkiem dostatecznym optymalnego przydziatu jest niezaleznosc
m wybranych elementow zerowych macierzy C=[c;], wedtug ktorych
nastgpit przydziat (para elementow niezaleznych = elementy w dwoch
roznych wierszach i w dwoch réznych kolumnach)
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Specjalne problemy programowania liniowego

m Twierdzenie Koniga:

Maksymalna liczba niezaleznych elementow zerowych dowolnej
macierzy C réwna jest minimalnej liczbie linii koniecznych do pokrycia
wszystkich elementow zerowych tej macierzy

Cj; zadania
| ® | 8 | 2| 5
=
o tT0T"5T%
C
@)
X ——a g0
>
2

O |11 4 | 5

= Na powyzszych elementach zerowych macierzy C nie da sie stworzyc¢
optymalnego przydziatu (3 linie = 3 elementy zerowe niezalezne < 4)
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Specjalne problemy programowania liniowego

m  Algorytm metody wegierskiej (dla minimalizacji fgcznego kosztu przydziatu)

1. W kazdym wierszu wyznacz minimalny element i odejmij go od
kazdego elementu tego wiersza.

off zadania off zadania
~| 2 ]10]9]7] -2 ~|0[8|7]5
§ 15| 4|14 8 | -4 /> § 110 [10] 4
2113141611 -11 212 |3|5|0
> >

*1 4 |15]13| 9| -4 =l o 11|95




Specjalne problemy programowania liniowego

2. W kazdej kolumnie wyznacz minimalny element i odejmij go od
kazdego elementu tej kolumny.

off zadania Cyi zadania

| 0|8]7]5 /N 8]2]s5

O O

=110 |10] 4 — =11 A 5| 4

S S /o[

X 2 3 [ 510 X 2 | 3

*lo 11|95 = 11] 4|5
-5

3. Jesli w danym wierszu jest dokt. jedno nienaznaczone zero, to naznacz
je symbolem A i skresl inne zera w odpowiadajgcej mu kolumnie.

4. Jesli w danej kolumnie jest dokt. jedno nienaznaczone zero, to naznacz
je symbolem A i skresl inne zera w odpowiadajacym mu wierszu.

17



Specjalne problemy programowania liniowego

5. Kroki 3 - 4 powtarzaj do wyczerpania. Jesli znaleziono przydziat
do m zer, to jest on optymalny — STOP.

6. Jesli sq jeszcze nienaznaczone zera, to naznacz jedno z nich
symbolem A (,,pétnocno-zachodnie”) i skresl inne zera w
odpowiadajgcej mu kolumnie i wierszu

NP- ¢, zadania Cyf zadania
| # | # | # | # BA 8| 2|5 |
2| # 1o\ DeC =110\ 5| 4
c
o )
gl# oo gl 23 /oD
l# | # | # | # 11| 4 |5 |
7. Zaznacz wiersze bez przydziatu A. b

8. Zaznacz kolumny, ktore majg zero w dowolnym zaznaczonym wierszu.
9. Zaznacz wiersze, ktére majg przydziat w zaznaczonych kolumnach.
10. Powtarzaj kroki 8 — 9 do wyczerpania.



Specjalne problemy programowania liniowego

11. Pokryj liniami niezaznaczone wiersze i zaznaczone kolumny.

Cjj zadania Cjj zadania
> /0 8 2 5 & >/(I)\ 8 2 5| -2
O O
5 it //0\\ 5 Z /G\ o
C C
G AN | c| AN
P ISR = (11| 4|5 | -2

i +2

12. Jesli liczba linii pokrywajgcych wszystkie zera jest rowna liczbie
naznaczonych zer, to znajdz minimalny niepokryty element, odejmij go
od niepokrytych (zaznaczonych) wierszy i dodaj do pokrytych
(zaznaczonych) kolumn, po czym wroc¢ do kroku 3.

W przeciwnym razie przejdz do kroku 13.
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Specjalne problemy programowania liniowego

11. Pokryj liniami niezaznaczone wiersze i zaznaczone kolumny.

Cjj zadania Cjj zadania

/0N 8|25 |« | 0|6]|0]3

o 2

A A 2113| 0|5 | 4
c

2 AR LS *lo|9|2]3

12. Jesli liczba linii pokrywajgcych wszystkie zera jest rowna liczbie
naznaczonych zer, to znajdz minimalny niepokryty element, odejmij go
od niepokrytych (zaznaczonych) wierszy i dodaj do pokrytych
(zaznaczonych) kolumn, po czym wroc¢ do kroku 3.

W przeciwnym razie przejdz do kroku 13.
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Specjalne problemy programowania liniowego

Kroki 3, 4, 5:
T zadania Cjj zadania
~[0]6]0]3 a>es< 6 A 3
=|13| 0| 5| 4 — %13&5 4
c -
gla]3]0]o0 £14]3 XA
*lo|9|2]3 510\ 9|23
Optymalny przydziat: wykonawca < zadanie koszt
wl & 23 9
+
w2 & 22 2}
+
w3 < z4 11
+
w4 < z1 2}
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Specjalne problemy programowania liniowego

13. Skonstruuj graf skierowany o 2m+2 wierzchotkach:

S, Wy,...,W,, Z4,...,Z,, t. Dla kazdego naznaczonego zera (A)
o wspotrzednych (i,j) utwérz tuk z; — w;; dla zer skreslonych (x)
0 wspotrzednych (i,j) - tuk w;, —» z; ; dla wierszy i bez przydziatu - tuk

S — w;; dla kolumn j bez przydziatu - tuk z; — t.

np.c,-j zadania
~| 7 |13|7 |7
=113(13| 7| 7
_§ 7 |7 ]13]13
=1 717 |13]13

e zadania
| 0]|6|0]|0
=

=6 |6]|0]|0
C
Slolol|e6 |6
>

=l olo0]|6]6

o zadania
SNERD: ).
§ 6 | 6 |/ >K
2K 6
: 6
]

)
b

Konieczne sq 4 linie do pokrycia wszystkich zer, czyli
istniejg 4 zera niezalezne, a przydziatu dokonano tylko do 3 zer.

0
) 4
0

— |-6—16»

gttt
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Specjalne problemy programowania liniowego

13. Skonstruuj graf skierowany o 2m+2 wierzchotkach:
S, Wy,...,W,, Z4,...,Z,, t. Dla kazdego naznaczonego zera (A)
o wspotrzednych (i,j) utwérz tuk z; — w;; dla zer skreslonych (x)
0 wspotrzednych (i,j) - tuk w;, —» z; ; dla wierszy i bez przydziatu - tuk
S — w;; dla kolumn j bez przydziatu - tuk z; — t.

o zadania @: o @
A 6 >6<>8< N A @

HiEE © o<

§&
X

wiersz kolumna
(wykonawca) (zadanie)

wykonawcy

23



Specjalne problemy programowania liniowego

13. Skonstruuj graf skierowany o 2m+2 wierzchotkach:
S, Wy,...,W,, Z4,...,Z,, t. Dla kazdego naznaczonego zera (A)
o wspotrzednych (i,j) utwérz tuk z; — w;; dla zer skreslonych (x)
0 wspotrzednych (i,j) - tuk w;, —» z; ; dla wierszy i bez przydziatu - tuk
S — w;; dla kolumn j bez przydziatu - tuk z; — t.

Cji zadania

e
/| 6 | 6 @
3 6| 6 | 6

wykonawcy

wiersz kolumna
(wykonawca) (zadanie)
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Specjalne problemy programowania liniowego

13. Skonstruuj graf skierowany o 2m+2 wierzchotkach:
S, Wy,...,W,, Z4,...,Z,, t. Dla kazdego naznaczonego zera (A)
o wspotrzednych (i,j) utwérz tuk z; — w;; dla zer skreslonych (x)
0 wspotrzednych (i,j) - tuk w;, —» z; ; dla wierszy i bez przydziatu - tuk
S — w;; dla kolumn j bez przydziatu - tuk z; — t.

Cji zadania

/N 6 P eC
6 |/0\DeC
/| 6 | 6

3 6| 6 | 6

wykonawcy

wiersz kolumna
(wykonawca) (zadanie)

25



Specjalne problemy programowania liniowego

14. Z otrzymanego grafu utworz sie¢ warstwowa: do pierwszej warstwy
wstaw wierzchotek s, do warstwy i+1 wstaw kazdy wierzchotek,
ktérego nie ma w warstwie wczesniejszej, i do ktéorego dochodzi tuk z
dowolnego wierzchotka warstwy i. W ostatniej warstwie znajdzie sie
wierzchotek t.

zadania

/N 6 D
6 |/0\
/0\| 6

s 6

wykonawcy

wiersz kolumna
(wykonawca) (zadanie)
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Specjalne problemy programowania liniowego

14. Z otrzymanego grafu utworz sie¢ warstwowaq: do pierwszej warstwy
wstaw wierzchotek s, do warstwy j+1 wstaw kazdy wierzchotek,
ktorego nie ma w warstwie wczesniejszej, i do ktorego dochodzi tuk z
dowolnego wierzchotka warstwy /. W ostatniej warstwie znajdzie sie
wierzchotek t.

sie¢ warstwowa

27



Specjalne problemy programowania liniowego

15. Przesuwajac sie po dowolnej sciezce od t do s utworz tzw. sciezke
powiekszajacqg przeptyw. Naznacz (A) zera skreslone o wspotrzednych
(i.j), odpowiadajace tukowi w; — z;na tej sciezce; cofnij (x) przydziat
zer naznaczonych o wspotrzednych (i,j), odpowiadajgcych tukowi
z; —» w; na tej sciezce.

W ponizszej sieci sq 3 Sciezki powiekszajqce przeptyw

sie¢ warstwowa
X

(o a2t e ()
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Specjalne problemy programowania liniowego

15. Przesuwajac sie po dowolnej sciezce od t do s utworz tzw. sciezke
powiekszajacqg przeptyw. Naznacz (A) zera skreslone o wspotrzednych
(i.j), odpowiadajace tukowi w; — z;na tej sciezce; cofnij (x) przydziat
zer naznaczonych o wspotrzednych (i,j), odpowiadajgcych tukowi

z; —» w; na tej sciezce.

Sciezka powiekszajgca przeptyw

> > —( W1 > >
@ WA &)W & WA
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Specjalne problemy programowania liniowego

15. Przesuwajac sie po dowolnej sciezce od t do s utworz tzw. sciezke
powiekszajacqg przeptyw. Naznacz (A) zera skreslone o wspotrzednych
(i.j), odpowiadajace tukowi w; — z;na tej sciezce; cofnij (x) przydziat
zer naznaczonych o wspotrzednych (i,j), odpowiadajgcych tukowi
z; —» w; na tej sciezce.

16. Jesli znaleziono przydziat do m zer, to jest on optymalny — STOP.

17. Wroc¢ do kroku 7.

o zadania @ zadania
5A6>€<>@< miié 5>6<6A>8<
§6 6A><:> W2Az4| o z| 6 6>@<A
A BE w| | IPL0 e [ s
= 6| 6 | 6 23 x W2 = o\De(| 13| 6

Przydziat optymalny
30



Specjalne problemy programowania liniowego

m Uwagi uzupetniajqce:

= Ten sam algorytm mozna zastosowac dla problemu
maksymalizacji funkcji celu (zysku), jesli zamieni sie znaki
elementow macierzy C=[c;] na przeciwne.

= Jesli macierz C=[c;] nie jest kwadratowa, to mozna jq uzupetnic
elementami zerowymi w kolumnach lub wierszach, tak aby
uzyskac¢ macierz kwadratowa.

= Jesli przydziat wykonawcy i do zadania j jest zakazany, to
przyjmujemy c; = .
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