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przyktadowe zadania z rozktadéw prawdopodobienistwa
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1 Prawdopodobienstwa zdarzen w standaryzowanym rozkladzie
normalnym
1.1 Zadanie 1.

1.1.1 Tre$¢ zadania

Zmienna losowa X ma standaryzowany rozktad normalny, czyli X ~ N (0, 1). Obliczy¢
prawdopodobieristwo: P(X > 1,5).
1.1.2 Wzorcowe rozwigzanie

Etapy rozwigzania:

1. Pokazaé funkcje gestosci rozktadu N (0, 1) (zob. rysunek 1).
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Rysunek 1: Funkcja gestosci standaryzowanego rozktadu normalnego N (0, 1).

2. Pokaza¢ na wykresie funkcji gestosci szukane prawdopodobiefistwo (zob. rysunek
2). Jest to po prostu odpowiednie pole pod wykresem gestosci.

3. Stwierdzié, ze prawdopodobieristwa dla takiego rozkladu mozna znalezé w tabli-
cach, ale tylko dla prawdopodobieristw postaci: P(X < z) = ®(z) i dla x > 0.
Pokazaé takie przyktadowe prawdopodobiestwo na wykresie na tablicy (zob. ry-
sunek 3).
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Rysunek 2: Prawdopodobieristwo zdarzenia X > 1,5 na wykresie funkcji gestosci
rozktadu N(0,1).
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Rysunek 3: Prawdopodobienstwo zdarzenia X < 2, ktére mozna znaleZz¢ w tablicy jako
D(x).

4. Przeksztalci¢ zadane prawdopodobienistwo tak, by mozna bylo skorzystaé z tablic.

Przeksztalcenie:
P(X>15)=1-P(X<1,5)=1-P(X <1,5).
wykorzystuje dwa fakty:

e wlasno$¢ zdarzei odwrotnych,

o wlasnos¢ rozktadu cigglego (jeden punkt nie ma znaczenia dla prawdopodobiefistwa).
Teraz mozna juz zamieni¢ prawdopodobiefistwo na warto$¢ dystrybuanty:
1-P(X <1,5)=1-®(1,5).
5. Warto$¢ dystrybuanty odczytujemy z tablic:
®(1,5) = 0,9332.
Uzyskujemy wynik:
P(X >1,5)=1-0,9332 = 0,0668.



1.2 Zadanie 2.
1.2.1 Treé¢ zadania
Zmienna losowa X ma standaryzowany rozktad normalny, czyli X ~ N (0, 1). Obliczy¢
prawdopodobienstwo: P(|X| < 1,96).
1.2.2 Wzorcowe rozwigzanie
Etapy rozwigzania:
1. Pokazaé funkcje gestosci rozktadu N(0,1) (jak na rysunku 1).

2. Pokaza¢ na wykresie funkcji gestosci szukane prawdopodobiefistwo (zob. rysunek
4). Jest to po prostu odpowiednie pole pod wykresem gestoSci.
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Rysunek 4: Prawdopodobieristwo zdarzenia |X| < 1,96 na wykresie funkcji gestosci
rozktadu N (0, 1).

3. Przeksztalci¢ zadane prawdopodobieristwo tak, zeby mozna byto skorzysta¢ z tablic.

Przeksztalcamy najpierw wartos¢ bezwzgledna:
P(]X]|<1,96) = P(X < 1,96) — P(X < —1,96)

Mozliwos¢ tego przeksztalcenia uzasadniona jest rysunkiem. Korzystamy z tej wlas-
nosci prawdopodobienstwa, ze jezeli jedno zdarzenie (X < —1,96) zawiera si¢ w
drugim (X < 1,96), to mozemy odejmowaé prawdopodobieristwa od siebie (zob.
rysunek 5).

Pierwsze prawdop. jest juz w tablicach — musimy zajac si¢ drugim. Mozemy sko-
rzystaé z tego, ze standaryzowany rozktad normalny jest symetryczny wzgledem 0
ipola P(X < —1,96) i P(X > 1,96) sa sobie réwne (zob. rysunek 6).

Otrzymujemy:

P(X <1,96) — P(X < —1,96) = P(X < 1,96) — P(X > 1,96)

Nastepnie korzystamy z wlasno$ci prawdopodob. zdarzefi odwrotnych i mozemy juz
skorzystaé ze stablicowanej dystrybuanty rozktadu normalnego:

P(X <1,96) — P(X >1,96) = P(X < 1,96) — [1 — P(X < 1,96)] =
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Rysunek 5: Zdarzenie X < 1,96 (po lewej) zawiera w sobie zdarzenie X < —1,96 (po

prawej).
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Rysunek 6: Zdarzenia X < —1,96 (po lewej) i X > 1,96 (po prawej) majg takie same
prawdopodobienistwa (pola sg réwne).



=®(1,96) — [1 — ®(1,96)] = 2- P(1,96) — 1.
4. Warto$¢ dystrybuanty odczytujemy z tablic:

®(1,96) = 0,975

Ostatecznie otrzymujemy wynik:

P(|X| <1,96) =2-0,975 —1=1,95—1=0,95.

Komentarz do zadania:

Prawdopodobienstwo odchylenia od wartosci Sredniej o mniej niz 1,96 sigma wynosi
95%. Czyli odchylenie o wiecej (w dowolng stron¢) jest juz raczej mato prawdopodobne
(tylko 5%).

2 Prawdopodobienstwa zdarzen w dowolnym rozkladzie nor-
malnym

2.1 Zadanie 1.

2.1.1 Tre$¢ zadania

Zmienna losowa X ma rozktad N (4, 9). Obliczy¢ prawdopodobienstwo: P(| X — 4| < 14).

2.1.2 Wzorcowe rozwigzanie
Etapy rozwigzania:

1. Uproszczenie (rozwiklanie) zapisu zdarzenia losowego.

Upraszczamy warto$¢ bezwzgledng w zdarzeniu | X — 4] < 14:

X_a—f (X-4) ey X >4
Sl (X —4) gdy X <4

Czyli mamy dla X > 4:

X -4 <14 & X—-4<14
X <18

Adla X < 4:

X -4 <14 & —(X—-4)<14
—-X4+4< 14
—-X <10
X >-10
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Rysunek 7: Obliczane prawdopodobiefistwo na wykresie funkcji gestoSci rozkladu
N(4,9).

Ostatecznie otrzymujemy:
X -4 <14 (X >-10NX < 18)

i mamy do obliczenia prawdopodobieristwo tego ostatniego, prostszego, réwnowaznego
zdarzenia, ktére geometrycznie przedstawia rysunek 7

Poszukiwane prawdopodobieistwo mozna jeszcze uproscic¢ (patrz rysunek 7):

P(X > -10AX < 18) = P(X < 18) — P(X < —10).

2. Standaryzacja zmiennej losowej X.

Jako ze zmienna X ma rozktad normalny N (4,9), to nie mozna z tablic odczytaé
wartoS$ci jej dystrybuanty — trzeba t¢ zmienng ustandaryzowaé, wykonujac przeksz-
talcenie:

E(X)=4, D(X) =9, wigc:

Y:%wN(O,l)

3. Przettumaczenie zdarzeri zmiennej X w zdarzenia ustandaryzowanej zmiennej Y.
Kazde z prawdopodobieristw do obliczenia rozwazamy oddzielnie.

Musimy wyznaczy¢ warto$¢ a zgodna z réwnaniem:

P(X < 18) = P(Y < a)

W opisie zdarzenia dla zmiennej X kolejno obustronnie odejmujemy F(X) =4 i



dzielimy wynik przez D(X) = 9:

P(X<18) = P(X—-4<18—-4)=
_ P(X9—4<189—4):
= Py < )=
= P(Y < 1,56).
Czyli a = 1, 56.

Drugie prawdopodobieristwo traktujemy podobnie: musimy wyznaczy¢é warto$¢ b
zgodng z réwnaniem:

P(X < —10) = P(Y < b)

W opisie zdarzenia dla zmiennej X kolejno obustronnie odejmujemy E(X) =4 i
dzielimy wynik przez D(X) = 9:

P(X<-10) = P(X—-4<-10—4) =
X—-4 -10-4

= P( 5 < 9 ):
= PY < _714) =
= P(Y < —1,56).

Czyli b = —1, 56.

4. Wykorzystanie ustandaryzowanej zmiennej Y do obliczenia prawdopodobiefistwa.

Dzigki standaryzacji zmiennej X i przetlumaczeniu zdarzeii mamy do obliczenia
réwnowazne prawdopodobienistwo dla zmiennej losowej Y ~ N(0,1):

P(|X — 4] <14) = P(Y < 1,56) — P(Y < —1,56).

Podobnie jak w zadaniach z punktu 1 przeksztalcamy prawdopodobienistwa do dys-
trybuanty ®(y):

P(X —4] <14) = P(Y <1,56) — P(Y < —1,56) =
= P(Y <1,56) — P(Y >1,56) =
= P(Y <1,56) —[L — P(Y < 1,56)] =
= P(Y <1,56) — 1+ P(Y < 1,56) =
= 2.P(Y <1,56)— 1=
= 2.9(1,56) — 1=

(z tablic) = 2-0,9406 — 1 = 0, 8812.

Komentarz do zadania:



e Widaé, ze: P(|X — 4| < 14) = P(|Y| < 1,56). Przedzial dla zmiennej Y jest
symetryczny wzgledem O dlatego, ze przedzial dla zmiennej X (—10,18) jest
symetryczny wzgledem wartosci oczekiwanej F(X) = 4.

e Obliczane prawdopodobiefistwo mozna inaczej zapisaé: P(|X — E(X)| < 1,56 -
D(X)). Jak wida¢ prawdopodob. odchylenia warto$ci zmiennej losowej normalnej
od wartoSci oczekiwanej o mniej niz 1,56 odchylenia standardowego jest duze.
Nadal jest jednak zbyt male, by odchylenie o wigecej niz 1,56 sigma byto pomijalnie
male (por. regula trzysigmowa).

e W ostatnim etapie tego zadania, pod dojSciu juz do okreslenia zdarzenia losowego
dla zmiennej ustandaryzowanej, niejako wywotujemy podprogram obliczania praw-
dopodobienistwa w rozkladzie normalnym ustandaryzowanym — doktadnie tak, jak
w punkcie 1.

2.2 Zadanie 2.
2.2.1 Tre$¢ zadania
Zmienna losowa X ma rozktad N(105;0,4). Obliczyé prawdopodobienstwo:
P(X <106 A X > 103,7).
2.2.2 Wzorcowe rozwigzanie (wersja skompresowana)

Konieczna jest standaryzacja zmiennej X przez przeksztalcenie:

X - E(X) X -105

Y = =
D(X) 0,4

Wykorzystujemy to przeksztalcenie w okresleniu zdarzenia, by przej$¢ na zmienng Y
i dla niej obliczyé prawdopodobieristwo — korzystajgc takze z tablic:

— 105 106 — 105 X —105 _ 103,7 — 105

P(X <106 A X > 103,7) = P( 04 04 A o1 04
= PY <25AY >—-3,25)=
= P(Y <2,5)—P(Y <-3,25) =
= ®(2,5) - 9(=3,25) =

$(2,5) — 1+ ®(3,25) =
0,9938 — 1+ 0,9994 =
= 0,9932 ~ 99, 3%

)=



