BOP pytania i odpowiedzi v1.3

Changelog:

1.3

-rozwigzanie pytania o zaleznosci simpleksowe

1.2

-Poprawka wzoréw przy poréwnaniu MM1 z RR, tres¢ pyania o sieciach
1.1

-wyglad, literowki

a)Przy jakich zatozeniach proces sygnatlowy jest jednorodnym (=stacjonarnym)
procesem Poissona?
b)Wykazac, ze dla jednorodnego procesu Poissona odstep pomiedzy kolejnymi
zadaniami ma rozkiad wykiadniczy.
a)Proces sygnatowy o przyrostach niezaleznych i stacjonarnych, w ktérym zadania zachodza
pojedynczo i btyskawicznie jest stacjonarnym procesem Poissona.
-stacjonarnos¢: proces sygnatowy nazywamy procesem sygnatowym o przyrostach
stacjonarncyh jesli rozktad prawdopodobienstwa liczby zdarzen losowych w przedziatach o
dowolnej dtugosci A nie zalezy od umieszczenia tego procesu w czasie, w szczegoélnosci dla
takiego procesu srednia liczba pojawiania sie zdarzen jest stata.
-niezaleznos¢: proces sygnatowy nazywamy procesem sygnatowym o przyrostach
niezaleznych, jesli liczba zdarzen losowych w dowolnych roztacznych przedzatach czasowych
(n dowolne) <ty, t),<t1, t2),,...<tr1, t,) S3@ zmiennymi losowymi niezaleznymi
-btyskawicznos$¢: oznacza matematycznie, ze prawdopodobienstwo zajscia jednego zdarzenia

. . : lim ©0(At)_
w przedziale czasu At->0 wyraza sie wzorem Pi(At)=AAt+o(At ) , gdzie —=
At—-0 At
- pojedynczosc: ja rozumiem to tak ze w definicji btyskawicznosci powiedziano, ze chodzi o

zajscie jednego zdarzenia w przedziale At->0

b) rozktad wyktadniczy jest opisany dystrybuantg Fy(t)=1-e™
Dowod: oznaczmy przez U zmiennga losowa (odstep miedzy zajsciami zdarzen). Jej dystrybuanta
ma postac: Fy(t) =P(U<t)=1-P(U>=t)=1-Po(t)=1-e™. korzystamy z tw 1.

Dla jednostkowego systemu masowej obstugi z algorytmem FIFO prawdopodobienstwo
(A)"
k!

pojawienia sie k zadan w jednostce czasu twynosi P[x(t) =k]= e™ , A >0, afunkcja

gestosci prawdopodobienstwa czasu obstugi ma postac
2

Dobrac¢ A tak by system osiagnat stan r6W|.1owagi statystycznej, w tym stanie obliczyc
wszystkie poznane srednie dla zadania o dlugosci 05. Jakie bylyby te $rednie te $rednie
gdyby zastapic algorytm FIFO algorytmem RR.

Sadzac po wzorze na wejsciu mamy stacjonarny strumien Poissona (czyli strumien prosty).

Z wykresu widzimy, ze funkcja gestosci zmiennej losowej V to ma postac f(v)=2v (w przedziale
<0;1> oczywiscie).

Wyliczmy sobie najpierw odpowiednie momenty:



E( V) = _[(o, 1)V* 2v dv = 2% I(o, 1)V2dV = 2/3 * [ V3] (0,1) — 2/ 3
E( V2) = I(o, 1)V2* 2v dv = 2% _[(o, 1)V3dV =1/2 * [ V4] (0,1) — 1/ 2
o= E(V?)-[E(V)]2 = 1/18

Wiemy, ze wartos$c Srednia zmiennej losowej V to 1/ p, wiec u=3/ 2.
Warunkiem dostatecznym istnienia stanu rownowagi statystycznej jest by A<y i my chyba mozemy
wybrac sobie dowolne A, ktére spetnia ten warunek. Ja sobie wybiore A=3/ 4. Wtedy =N/ p=1/ 2.

Teraz mamy obliczy¢ srednie dla zadania o czasie wykonywania t=1/2.

Wartosc srednia czasu oczekiwania nie zalezy od dtugosci zadania, ktére robimy (bo FIFO nie
preferuje zadnych zadan).

E(Wt)) = (W ===23/8

E(T(t)) = E(Wt))+t = 3/8 + 1/2 = 7/8

Co do zmiennej N to jej sSrednia chyba tez nie zalezy od dtugosci zadania (ale tu gtowy nie dam).
E(N) = + 3= + 1/2 = 25/32

Natomiast dla algorytmu RR mamy nastepujace wzory na Srednie:

E(Wt)) 1/ 2
E(T(t)) 1

Algorytm RR wypada nieco gorzej.

Utozy¢ problem programowania dynamicznego, w ktérym moizna wyznaczy¢ C,_, dla
problemu szeregowania 3 niezaleznych zadan na dwéch dowolnych maszynach, gdy:
a) zadania sa niepodzielne,
b) zadania sa podzielne
Czasy wykonywania zadan Z,[12], Z,[2.3], Z,[34].

1. Zadania niepodzielne (sprowadzamy do problemu 0-1 PL)
Zminimalizowac Cpmax

Crax—(I*X11+2%X12+3*x13) 0 (* dtugos¢ uszereg. na maszynie 1 nie przekracza Cpax *)
Crax—(2%%21+3*X22+4%%23) 0 (* dtugosc¢ uszereg. na maszynie 2 nie przekracza Cpax *)

Xu+Xa1 = 1 (* zadanie 1 jest wykonane w 100% *)
X12+X22 = 1 (* zadanie 2 jest wykonane w 100% *)
Xi3+X23 = 1 (* zadanie 3 jest wykonane w 100% *)

X11,X12,X13,X21,X22,X23 {0,1}

2. Zadania podzielne (sprowadzamy do problemu PL)

Zminimalizowac¢ Crax
Cra—(I*X11+2*X12+3*x13) 0 (* dlugosc uszereg. na maszynie 1 nie przekracza Cpax *)
Crax—(2*X21+3*X22+4*%23) 0 (* dlugosc uszereg. na maszynie 2 nie przekracza Cpax *)

Xu+X1 = 1 * zadanie 1 jest wykonane w 100% *)
X12+X22 = 1 * zadanie 2 jest wykonane w 100% *)
Xi3+X23 =1 * zadanie 3 jest wykonane w 100% *)

Crax—(1*X11+2*x21) 0
Crax—(2*X12+3*%22) 0
Cmax_(3*xl3+4*X23) 0
X11,X12,X13,X21,X22,X23 <0;1>

* czas wykonywania zadania 1 nie przekracza Cpax *)
* czas wykonywania zadania 2 nie przekracza Cpax *)
* czas wykonywania zadania 3 nie przekracza Cpax *)

DY T T,



W jednostanowiskowym systemie masowej obstugi z alg. FIFO prawdopodobienstwo

(A<

pojawienia sie k zgloszen w przedziale o dlugosci t wynosi P[x(t) =k] = K e ™M, A>0,a

funkcja gestosci czasu obstugi dana jest wzorem:
" B datdoy
p =
dlat0(01)

Dobra¢ tak, by system osiagnat stan rownowagi statystycznej, w tym stanie obliczy¢
wszystkie poznane srednie dla zadania o dlugosci 05. Jakie bylyby te $rednie te
srednie gdyby zastapic algorytm FIFO algorytmem RR?

Na wejsciu mamy stacjonarny strumien Poissona (czyli strumien prosty).

Wyliczmy sobie najpierw odpowiednie momenty:

E(V) = Jiopt*3t2z dt = 3*fo,pt3dt = 3/4 * [t 0y = 3/4
E(V?2) = Jioyv?*3t2 dt = 3*fo,yt4dt = 3/5 * [Vv5] (o = 3/5
o= E(V)-[E(V)]2 = 3/80

Wiemy, ze wartos¢ srednia zmiennej Vto 1/ p, wiec p=4/ 3.
Warunkiem dostatecznym istnienia stanu rownowagi statystycznej jest by A<y, wiec niech np. A=1.
Witedy =N/ p=3/ 4.

Teraz mamy obliczy¢ srednie dla zadania o czasie wykonywania t=1/2.
Wartos$¢ Srednia czasu oczekiwania nie zalezy od dtugosci zadania, ktére robimy (bo FIFO nie
preferuje zadnych zadan).

E(Wt)) = (W == =6/5
E(T(t)) = E(Wt))+t = 6/5 + 1/2 = 17/10

Co do zmiennej N to jej Srednia chyba tez nie zalezy od dtugosci zadania (ale tu glowy nie dam).
E(N =+ 8=+ 3/4 =39/20

Natomiast dla algorytmu RR mamy nastepujace wzory na Srednie:
E(Wt)) === 3/2

E(T(t)) === 2

Algorytm RR wypada nieco gorze;.

Wyznaczy¢ uszeregowanie minimalizujace C__ dla podanego zbioru zadan podzielnych

na 2 identycznych maszynach.
Z,/2

Zy/2 Z3/3 Z,/4

Z4 Zs[2 772
To trzeba trzasnac algorytm Muntza-Coffmana.

W chwili 0 zadania wygladaja nastepujaco:

Z1: (2)5; Z2: (2)3; Z3: (3)5; Z4: (1)1; Z5: (2)2; Z6: (4)6; Z7: (2)2

(liczba w nawiasie méwi ile jeszcze czasu pozostato do wykonywania, a poza nawiasem to poziom
zadania; zadania pogrubione nie maja poprzednikéw).



Z zadan bez poprzednikow najwiekszy poziom ma zadanie Z6, wiec ono dostaje samodzielnie
maszyne, a Z1 i Z3 dostaja druga maszyne na spote (z =1/2).

Po 2 jednostkach czasu (w chwili 2) poziom zadania Z6 zmaleje 0 2, a Z1i Z3 tylko o 1.
Z1: (1)4; Z2: (2)3; Z3: (2)4; Z4: (1)1; Z5: (2)2; Z6: (2)4; Z7: (2)2
Od tej pory te trzy zajma wspdlnie 2 maszyny (z =2/3).

Po 1.5 jednostkach (w chwili 3.5) czasu kazde z tych zadan skréci sie o 1i Z1 sie skonczy, wiec
wyleci z grafu ograniczen (do gry wchodzi Z2)

Z2: (2)3; 23: (1)3; Z4: (1)1; Z5: (2)2; Z6: (1)3; Z7: (2)2

Znowuz 3 zadania maja ten sam poziom, wiec one dostaja obie maszyny (z =2/3).

Po 1.5 jednostkach (w chwili 5) czasu kazde z tych zadan skréci sie o 1, wiec Z3 i Z6 sie
zakoncza (wylot z grafu).

Z2: (1)2; Z4: (1)1; Z5: (2)2; Z7: (2)2

Znowuz 3 zadania maja ten sam poziom, wiec one dostaja obie maszyny (z =2/3).

Po 1.5 jednostkach (w chwili 6.5) czasu kazde z tych zadan skroci sie o 1, wiec Z2 sie tym razem
skonczy.

Z4: (11; 25: (1D1; Z7: (1)1

| znowu .... ( =2/3).

Po 1.5 jednostkach (w chwili 8) wszystkie zadania sie zakoncza.

A tak wyglada to co opisatem powyzej:

Z6 (B=1) Z1,73,726 (72,273,726 72,275,727 Z4,275,Z77

71,723 (B=12) (B=23) (B=2/3) (B=2/3) (B=2/3)

0 2 3.5 5 6.5 8

Stosujac algorytm McNaughtona do kazdego z przedziatdw mozemy otrzymac uszeregowanie np.:
Z6 Z6 Z3 | Z3 Z6 [ Z5 Z7 Z7 Z5

Z1 Z3 Z3 Z1 26 Z2 Z2 Z5 75 Z4

0 2 3.5 5 6.5 8

Podaj wzajemne zaleznosci pomiedzy:
- rozwiazanie bazowe
- zb. rozw. dopuszczalnych
- punkt wierzcholkowy powyzszego
- nieujemne rozwiazanie bazowe

Wszystkie terminy dotycza metody simpleks.
Rozwigzanie bazowe x(B) ktére spetnia warunek brzegowy x >= 0 (nieujemne rozwiaznie
bazowe) nazywa sie dopuszczalnym rozwigzaniem bazowym.

Jezeli x(B) nalezy do X, jest dopuszczalnym rozwigzaniem bazowym uktadu réwnan Ax=b
to jest on rowniez punktem wierzcholkowym zbioru X rozwiazan dopuszczalnych.

Jezeli x nalezy do X jest punktem wierzchotkowym zb. X to jest on rowniez rozwigzaniem
bazowym uktady réwnan Ax=b.

Jeszcze wspomne zeby bylo wszystko jasne ze maly x i male b to wektory.

Podaj twierdzenie LaGrange'a.
Twierdzenie LaGrange'a (warunek konieczny optymalnosci)



Dane jest zadanie programowania nieliniowego przy ograniczeniach réwnosSciowych.
Jesli wektor x* stanowi optimum globalne funkcji f, funkcje f(wektor x), gi(wektor x) sa
rozniczkowalne, Cgi(wektor x*) sa liniowo niezalezne, to istnieje wektor mnoznikéw Lagrange'a

taki, ze OL(wektor x*, wektor lambda)=0.
gi(x)- ograniczenia

Mamy system o k koncowkach obstugiwany wg. algorytmu RR. Funkcja gestosci
prawdopodobienstwa czasu obstugi ma postac:

2

Natomiast dystrybuanta czasu zastanawiania sie réwna sie: F(t) =1-e™**

Oblicz ogdlny czas odpowiedzi sie tego systemu. Oblicz takze k* Narysuj wykres.

Widac, ze funkcja gestosci jest rowna f(v)=2v.

Policzmy

E(V) = I(o, 1)2V*VdV = 2*_[(0, 1)VV2dV =2/3 * [V3] (0,1) = 2/ 3

E(V) =1/ p czyli p=3/2.

Z czasu zastanawiania sie (czas miedzy kolejnymi zgtoszeniami) odczytujemy A=1/2.
Teraz obliczmy czas odpowiedzi:

7o Kk 1
U(l_po) A
k k1 -1
dzie p,= —p'
gdzie p, [§<k_i>.r”]
+A 3_+1E 2
Nie mamy k, wiec wstawmy tu wartos¢ k‘"=”T=1—=1—=4
2 2
41 4 12 24 24 ;' 27
= =[1+=+—=+"=+"=] ==
Py %(4—1')!”] g+t ! =1
wiec
3q-27,) L 156 39
2 1317 2 131

Podaj wzory na najwczesniejszy i najpdzniejszy termin zajScia zdarzenia w sieci
przeptywowej o wierzchotkach od 1 do s. Podaj wzor na luz catkowity. Podaj zaleznosc¢
miedzy Sciezka krytyczna a zdarzeniami i zadaniami.

Najwczesniejszy termin zajscia zdarzenia j, t}N, wyraza sie wzorem
t"=0

w — i H

tr=ma(T(R)] j023..5

gdzie P/ jest k-ta $ciezka od zdarzenia 1 do zdarzenia j w sieci, a T(F’kj) jest dtugoscia tej sciezki,

T[R]= St

rowna ( (i.1)0R ’



tatwo tez zauwazy¢, ze do wyznaczenia t,W mozna zastosowac wzor rekurencyjny:
t"=0
t/ :max[tiw +Tij} ]=23..,s

i0A;
gdzie A jest zbiorem wszystkich zdarzen/ wierzchotkéw, w ktérych rozpoczynaja sie zadania (tuki)
dochodzace do zdarzenia/wierzchotka j.
Postepujac analogicznie, jednak poruszajac sie od konca sieci (czyli od zdarzenia s)

definiujemy najp6zniejszy termin zajscia wierzchotka/zdarzenia i - t°, ktory nie powoduje
opdznienia zajscia zdarzenia koncowego s. Mamy zatem
te =t?
tP = min[tSp —T(Iski )] i=s-1s-2..1
k
gdzie If’ki jest k-ta Sciezka od zdarzenia s do zdarzenia i w sieci z fukami o przeciwnych zwrotach.

Do wyznaczenia t.” stuzy nastepujacy wzér rekurencyjny:

e =ty
P=mint? -1. i=s-— -
t. r]]glan{t] r”] I=s-1s-2,..1

gdzie B; jest zbiorem wszystkich zdarzen, w ktorych koncza sie zadania wychodzace ze zdarzenia
i (nie jest odwrécony zwrot)

Luz catkowity zadania (i,j), ktéry wyraza sie wzorem s =t -t" -1,

Droge (Sciezke) od zdarzenia 1 do zdarzenia s w sieci zadan, ktéra ma maksymalna dtugosc,
nazywamy droga (Sciezka) krytyczna (critical path).

W kazdej sieci zadan istnieje co najmniej jedna taka Sciezka. Zadania lezace na tej sciezce
nazywamy zadaniami krytycznymi. tatwo wykazaé, ze zdarzenia lezace na Sciezce krytycznej sa
zdarzeniami krytycznymi, tzn. si=0, jednak ciag zdarzen krytycznych nie zawsze wyznacza $ciezke
krytyczna.

Stuszne jest natomiast nastepujace twierdzenie:

Na to, by zadanie (i,j) byto zadaniem krytycznym, potrzeba i wystarcza by s;=0. Innymi stowy
Sciezka krytyczna jest jednoznacznie wyznaczona przez ciag zadan, ktorych luz catkowity jest
zerowy.

Opisac sposob postepowania przy badaniu ztozonosci obliczeniowej problemu
szeregowania PI

Jesli zatem mamy zbadac¢ ztozonoSc¢ obliczeniowa problemu szeregowania [1, o ktérym

zaktadamy, ze jest problemem optymalizacyjnym, to mamy do dyspozycji dwie drogi :

a) podanie algorytmu doktadnego, wielomianowego dla problemu [, co jest réwnowazne
udowodnieniu, ze wersja decyzyjna problemu I nalezy do klasy P.

b) wykazanie, ze wersja decyzyjna problemu 1 jest NP-zupeina lub NP-trudna, a tym samym
wykazanie, ze problem [l jest problemem NP-trudnym. Wymaga to wykazania, ze dowolny
problem NP-zupetny transformuje sie wielomianowo do badanego problemu w wersji
decyzyjne;j.

Niestety zaréwno wybor kolejnosci wymienionych drég, jak i wybor problemu NP-zupetnego do
transformacji zaleza od rozeznania i intuicji dowodzacego. Jesli obie drogi zawioda to méwimy, ze
problem I jest otwarty.

Porownaj system M|M|1 z systemem z alg. RR

Poréwnajmy system z algorytmem RR z systemem M |M |1, Mamy :



sredni czas oczekiwania

W(t) A T(t) A
RR RR
MIM|

— P 4t
0 M|M| u(l-p) 0
H(1-p)

> >

Widzimy zatem, ze system z algorytmem RR w poréwnaniu z systemem M |M |1 przy tych
samych zatozeniach odnosnie rozktadu wejscia i czasu obstugi preferuje zadania o dtugosci

1
mniejszej od E , a dyskryminuje zadania o czasie wiekszym niz a .

Podaj wzory rekurencyjne na najwczesniejsze i najpozniejsze terminy zajscia zdarzen w
sieci zadan.

Najwczesniej 4" =0

t}N:maX{tIW+T”} j :2!3!"'18
iDA;
to =t
Najp6zniej: P = ngian[tjp _Tij] i=s-1s-2..1
]

Podaj wzory na najwczesniejsze i najpozniejsze terminy rozpoczecia i zakonczenia zadan w
sieci

tatwo zauwazyc, ze:
t}N - najwczesniejszy termin rozpoczecia zadan wychodzacych z wierzchotka j (EST - early start
time)
t" +T;; - najwczesniejszy termin zakonczenia zadania (i,j) (EFT - early finish time)
tjp —T;; - najpozniejszy termin rozpoczecia zadania (i,j) (LST - late start time)

t” - najpézniejszy termin zakonczenia wszystkich zadan dochodzacych do wierzchotka i

Zdefiniujemy obecnie luz (zapas) czasowy zdarzenia i (event slack time) jako
s =t°-t"=20 i=12.s
Oznacza on oczywiscie maksymalne przesuniecie terminu zajScia zdarzenia i, niepowodujace
zmiany terminu tg' /t”. Zdarzenia dla ktérych s; = 0 nazywaé bedziemy krytycznymi (critical).



Podaj zatozenia i wykresy odpowiednich kosztow w metodzie CPM/MCX

Zaktada sie, ze na kazdej krzywej znane sa
- punkt normalny
- punkt graniczny

Koszt wykonania siec zadan K sktada sie z

- kosztu bezposredniego K, bedacego suma kosztow bezposrednich K; wykonania
poszczegodlnych zadan (robocizna, materiaty, energia etc.)

- kosztu posredniego K, odniesionego do catego zbioru zadan (administracja, amortyzacja,
zamrozenie kapitatu etc.)

Na og6t zaktada sie ze:

- zmieniajac koszt bezposredni Kij mozna zmienia¢ w pewnym zakresie czas wykonania tego
zadania T, zgodnie ze znana krzywa czas-koszt

- koszt posredni K, rosnie liniowo ze wzrostem czasu wykonania zbioru zadan Cmax

- 0000 (niebieskie K p,
rozowe K b,
6,0000 :
— zielone - K)
5,0000 — 0$ Y - K, 0$ X - Cmax
4,0000 ' y
_y=1/142%
3,0000
suma
2,0000
1,0000
0,0000 T~
0 5 10 15 20

7,0000

6,0000 | punkt graniczny

5,0000 os Y Kij, 0$ X-Tij

4,0000

3,0000

2,0000 punkt normalny

1,0000

0,0000 :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zdefiniuj stan rownowagi statystycznej i podaj przy jakim dostatecznym warunku ma to

miejsce

W stanie rownowagi statystycznej zaktada sie, ze w systemie osiggniete zostaty granice:
imP,(t)=p,, n=012...

limN(t) =N N <o

Warunek dostateczny:

A
p="<m
U



