Przyktad.
Procedura rozwiazujaca PROBLEM PLECAKOWY
fG, ) i=01,..,n [=0,12..b(el. zezb.{l .., i} umieszczane sa w plecaku o rozm. /)
f0,1) =0 vI
f(,0) =0 Yi
fG, 1) =f(i-1, 1)  jeslil < s(a) (tzn. gdy element jest wigkszy od rozmiaru plecaka )
1, 1) = max{f(i-1, I-s(a)) + w(a), f(i - 1, 1)} jeslil > s(a;)
Optimum dla f(n, b)
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Obliczmy ztozonos$¢ obliczeniowa. Liczba elementarnych operacji, ktore nalezy wykonaé zalezy wielomianowo
od liczby elementdéw tablicy okreslajacej warto$ci f(i, /), ta za$ jest O(nb). Zauwazmy, ze nie jest to jednak
algorytm wielomianowy.

¢) Klasa problemow silnie NP-zupehych.

Problemy NP-zupelne sa trudne obliczeniowo. Dla niektorych z nich algorytmy oparte na programowaniu
dynamicznym wykazuja zadziwiajaco korzystne wiasciwosci obliczeniowe. Nalezy do nich np. PROBLEM
PLECAKOWY.

Przyktad.

Algorytmy takie jak przedstawione w powyzszym przyktadzie nosza nazw¢ pseudowielomianowych gdyz
ich funkcja ztozonosci obliczeniowej jest ograniczona od gory przez wielomian zalezacy od dwoch zmiennych:
rozmiaru instancji N(I) oraz maksymalnych warto$ci wystepujacych w tym problemie liczb Max(I). W praktyce
Max(I) przyjmuje skonczone wartosci i algorytmy te maja korzystne wtasnosci z punktu widzenia czasu obliczen.
Poniewaz liczby sa kodowane przy podstawie wigkszej od 1, zatem dlugo$¢ tancucha symboli uzytego do
zakodowania Max (1) wynosi Llog(Max(]))JJr] 1 ztozono$¢ algorytmu wielomianowego bytaby O(p(N(1), [log(Max
(1))])) anie O(p(N(l),Max(1))), jak w przyktadzie.

Def. (probleméw liczbowych ) Algorytmy pseudowielomianowe mozna ewentualnie skonstruowac jedynie dla
liczbowych problemow (decyzyjnych) I, to znaczy takich, dla ktorych nie istnieje wielomian p taki, ze Max(I)<p
(N(1)) dla kazdego JeD.. Do probleméw liczbowych naleza m.in. problemy: PLECAKOWY,
KOMIWOJAZERA, PODZIALU ZBIORU NA TROJELEMENTOWE PODZBIORY ( tzn. PROBLEM
TROJPODZIALU ).

Gdyby istniato ograniczenie Max(1)<p(N(I)), to otrzymaliby$my
| O(p(N(D),Max(1))) IMaX(l)Sp(N(f))

v

O(I,N() - wielomian
U

P=NP -ato jest falsz )
Nie sa natomiast problemami liczbowymi np. problemy: SPELNIALNOSCI, MAKSYMALNEGO
SKOJARZENIA, KOLOROWANIA GRAFU.

Dla dowolnego problemu decyzyjnego I1 1 dowolnego wielomianu p okreslonego dla liczb catkowitych,
niech I, oznacza podproblem IT otrzymany przez ograniczenie Dr tylko do tych instancji, dla ktoérych Max(D)<p
(N(1)). (1, nie jest problemem liczbowym).

Def. Problem decyzyjny II jest silnie NP-zupelny, jesli nalezy do NP 1 istnieje wielomian p, okreslony dla liczb
catkowitych, dla ktorego I, jest NP-zupelny.



Problem NP-zupelny-+nieliczbowy=problem silnie NP-zupelny.

Jesli problem IT jest silnie NP-zupelny, to istnienie dla niego algorytmu pseudowielomianowego jest rownowazne
istnieniu algorytmow wielomianowych dla wszystkich probleméw NP-zupetnych czyli réwnosci p=NP, jest wigc
réwnie mato prawdopodobne. Zaktadajac, ze PNP mamy:

p. silnie
NP-zupetne

p- NP-zupetne

Aby wykorzysta¢ silng NP-zupelno$¢ mozna postuzy¢ si¢ pojeciem transformacji pseudowielomianowej, ktora
pozwala uniezaleznia¢ si¢ od znajdowania podproblemu IT,.

Def. Pseudowielomianowg tramsformacja problemu I1, do problemu I1; nazywamy funkcj¢ f:Dn—Dn; taka,

ze:

1. dla kazdej instancji /2 € P11, odpowiedz brzmi , tak” <> gdy dla f{I,) brzmi takze , tak”,

2. funkcja f moze by¢ obliczona ( przez DTM ) w czasie ograniczonym od gory przez wielomian zalezny od
dwoch zmiennych: Max(1) i No(L),

3. istnieje wielomian q; taki, ze dla kazdego 72 € P11, : q:(Ni(f{(12)))=N:(L),

istnieje wielomian dwoch zmiennych g taki, ze dla kazdego 12 € Pr, :

Max(f(1,))<q:(Max>(I3), Nx(L)) .

Gdy porownamy powyzsza definicje z definicja transformacji wielomianowej widzimy, ze ostabiony
zostal warunek wielomianowego czasu realizacji algorytmu obliczajacego funkcje /- W zamian za to zada sig, by
rozmiar instancji nie zmalal wyktadniczo, a najwigksza warto$¢ liczbowa zawarta w danych nie wzrosta
wyktadniczo.

Twierdzenie.
Mozna wykazaé, ze jesli problem Il jest silnie NP-zupelny, IT,eNP oraz istnieje pseudowielomianowa

transformacja problemu I1, do IT;, to problem IT; jest silnie NP-zupelny [G.J.78]
Poniewaz problemy silnie NP-zupelne pozostatyby NP-zupelnymi nawet w przypadku kodowania
jedynkowego, dlatego nazywa si¢ je czasem jedynkowo NP-zupelnymi.

4. ANALIZA ZX.0ZONOSCI Il METODYKA ROZWIAZYWANIA PROBLEMOW
OPTYMALIZACYJNYCH.

a) Analiza ztozono$ci obliczeniowej problemow optymalizacyjnych.
Przeanalizujmy teraz wielomianowa rownowazno$¢ problemoéw decyzyjnych i optymalizacyjnych.

Def. Przez problem przeszukiwania n rozumie¢ bgdziemy zbior instancji Dr i zdefiniowany dla kazdej instancji
IeDn  zbidr rozwiazan Zn(l) (instancje i zbidr rozwiazan sa skonczone). Powiemy, ze algorytm rozwiazuje
problem przeszukiwania I, jesli dla kazdej instancji /e D odpowiedz brzmi ,,nie” jesli Zn(1)=0, a w przeciwnym
razie algorytm znajduje jedno z rozwiazan nalezacych do zbioru Zn(1).

Kazdy problem decyzyjny IT mozna tatwo przedstawi¢ w postaci problemu przeszukiwania, definiujac Zn(l)=
{,,tak”} jesli Ie Y oraz Zn(1)=0 jesli I¢ Y.

Aby wykaza¢ rownowazno$¢ problemow przeszukiwania postuzmy si¢ wielomianowa
transformacja Turinga.



Def. Wielomianowa transformacja Turinga problemu przeszukiwania I1; do problemu przeszukiwania I1,
( oznaczenie I1; aI1,), nazywa¢ begdziemy algorytm rozwiazujacy problem I, przy wykorzystaniu hipotetycznej
procedury Il przy czym czas wykonania algorytmu 4 przez DTM w czasie wielomianowym.

W przypadku istnienia takiej transformacji bedziemy mowili, ze problem I, jest T-
transormowalny przez problem I1..
Pojecie to mozna tez zdefiniowaé wykorzystujac maszyne Turinga z wyrocznia ( OTM ). Wowczas wielomianowa
transformacj¢ Turinga problemu 7; do problemu 7, nazywamy program ( algorytm ) M, ktory dla alfabetu X
spetnia warunek - dla kazdej funkcji 2"—>ZX", ktora rozwiazuje 7, program Mg jest wielomianowym programem
dla OTM, a funkcja f\® obliczana przez Mg rozwiazuje m,.

Def. Problem przeszukiwania 7 jest NP-trudny jesli istnieje NP-zupelny problem 7, taki ze T our IT.

Zauwazmy, ze NP-trudnego problemu przeszukiwania Il nie bedzie mozna rozwiaza¢ w
wielomianowym czasie, o ile zostanie wykazane, ze P=NP. Jednakze, w przeciwienstwie do problemow NP-
zupelnych odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe i wykorzystanie rownos$ci klas P=NP nie przesadza o
mozliwos$ci rozwiazania probleméw NP-trudnych w wielomianowym czasie.

Przeanalizujmy raz jeszcze kwesti¢ wzajemnych zaleznosci NP-zupelych probleméw decyzyjnych i
odpowiadajacych im problemow przeszukiwania. Latwo mozna zauwazy¢, ze wykazujac 1z wielomianowy
algorytm rozwiazujacy problem przeszukiwania mozna wykorzysta¢ do rozwigzania w wielomianowym czasie
odpowiadajacego mu problemu decyzyjnego podajemy jednoczes$nie transformacje Turinga od problemu
decyzyjnego do problemu przeszukiwania. Poniewaz ten pierwszy problem jest NP-zupelny, zatem problem
przeszukiwania jest NP-trudny.

Okazuje sig, ze wiele problemoéw decyzyjnych i optymalizacyjnych jest zwiazana jeszcze Scislej.
Mozna bowiem wykazac, ze problemy decyzyjne sa takze nie fatwiejsze niz odpowiedniki optymalizujace.

Rozpatrzmy twierdzenie.
Twierdzenie 6.

Optymalizacyjny problem plecakowy ( sformulowany jako problem przeszukiwania ) jest T-
transformowalny do decyzyjnego PROBLEMU PLECAKOWEGO.
Dowdd:

Zacznijmy od zdefiniowania problemu po$redniego migdzy dwoma problemami wymienionymi w
tezie twierdzenia, bedacego rozszerzeniem problemu decyzyjnego.

ROZSZERZONY PROBLEM PLECAKOWY (RPP)
Parametry:

skonczony zbiér elementow a={aj,...,a,}, rozmiar s(a;) oraz warto$¢ w(a;)eZ" dla kazdego elementu
ai€a, stale b, y oraz podzbior A4, Ai={a,..., anyt, gdzie ap#ay dla i+ oraz ayyed dlai=1, 2, ..., k.

Pytanie:
Czy podzbidr A mozna rozszerzy¢ do podzbioru 4 'cA takiego, ze

> s(a)<b

aieA’

> w( a)=b

aieA’

RPP e NP stad i z definicji NP-zupeto$ci mamy RPP o. PP ( PP=problem plecakowy ). Zatem RPP
or PP. Pozostaje wykazaé, ze OPP o.r RPP ( OPP o.r DRPP) .

Zatozmy, ze P[ A, s, w, Ay, b, y] jest procedura rozwiazujaca RPP w wielomianowym czasie

dla nastepujacych parametrow: zbiér elementow A4, funkcja rozmiaréw s i wartoSci w elementéw, podzbior
czesciowy Aioraz state b i y.

Dla dowolnej instancji OPP okre$lmy optymalng ( maksymalna ) warto$¢ y* sumy warto$ci
elementow tworzacych podzbior zbioru A4, spetniajacy ograniczenie i zawierajacy element a. Warto$¢ y,” jest
zawarta migdzy dwiema warto§ciami granicznymi:

Yimin = nllin{vt)(ai)} a Vimax = n*}nin{W(ai)}.



Ponizsza procedura przeszukiwania binarnego dla okre§lonego w powyzszy sposob przedziatu
znajduje y;".
1. JeShi Yimax - Yimn=1 to podstaw y;":=y; i 1 zakoncz procedure.

2. Podstaw ;.= |—( Vi maxt Vi min)/2—| 1 wykonaj procedur¢ P/A4, s, w, {a;}, b, yj]. Jesli odpowiedz brzmi ,.tak”, to y;
min’ =Yi W PIZECIWNYM T1aZ1€ V; mar” =Vi. 1dZ do kroku 1.

( Aby znalez¢ y," nalezalo dokona¢ co najwyzej |—log2 Vi mas | razy procedure P[A ,s w,{a)}, b,y] dla r6znych
wartosci yi. )
Postepowanie to powtarzamy dla kazdego a;€4 i znajdujemy y;".
W nastepnej fazie okre$lamy maksymalng warto$¢ ;" .. sposrod okreslonych uprzednio y;* oraz odpowiadajacy jej
element a;.

Nastepnie przechodzimy do wyznaczenia optymalnego podzbioru A”. Oznaczmy przez AcA
rozszerzalny podzbidr elementéw A4, ktdéry mozna rozszerzy¢ przez dodanie pewnych elementdéw 1 utworzy¢ w ten
sposob szukany podzbior A*. Zauwazmy, ze {a;} jest rozszerzalnym podzbiorem, o ile W(a)<yi'me. W tym

przypadku musi istnie¢ co najmniej jeden element a;eA4-{a;}, taki, ze {a, a;} jest rozszerzalnym podzbiorem
lub {a;,a;}=A". W celu

znalezienia elementu g; nalezy wykonac co najwyzej n-2 razy procedure P/A,s,w,{a,a;}.b, y,»*,,:,j dla réznych a;e A-

la;}.
Powyzsze postepowanie powtarzamy dla kolejnych rozszerzalnych podzbiorow 4, dopdty, dopoki nie
skonstruujemy podzbioru 4", dla ktérego zachodzi:

Z""(Cli) = y;'kmax.

a ,'EA?{
Konstrukcja 4" wymaga zatem O(n’) wykonan procedury p poza tymi, ktore zostaly wykorzystane
do okre$lenia y;” .
Reasumujac wykorzystalismy OOP ar RPP.

Jezeli wskazemy, ze jaki$ problem optymalizacyjny jest T-transformowalny do pewnego nalezacego do klasy NP,
to z tego wynika iz moze on by¢ rozwiazany w wielomianowym czasie jesli P=NP.

Def. Problem przeszukiwania I'T, nazywa¢ bgdziemy NP-latwym, jesli istnieje problem IT,2NP taki,
ze 11, a, I1,.
Def. Problemy przeszukiwania bedace jednoczesnie NP-trudnymi i1 NP-tatwymi nazywa¢ bedziemy

problemami NP-ré6wnowaznymi.

Z rozwazan tych wynika, Zze poczatkowe ograniczenie analizy zlozono$ci obliczeniowe] do
problemoéw decyzyjnych nie spowodowato utraty ogolnosci, gdyz wigkszo$¢ probleméw optymalizacyjnych,
ktorych decyzyjne odpowiedniki sa NP-zupee, to problemy NP-rownowazne.

Analogicznie do pojecia NP- trudnosci definiuje si¢ pojecie silnej NP-trudnosci.



Analiza zlozonoSci problemu kombinatorycznego ( optymalizacyjnego )

«— I

Problem latwy Problem trudny

Poprawa ztozonosci algorytmu:

e w najgorszym przypadku \

¢ Srednio (analiza probabilistyczna ) Dokladne algorytmy
Uproszczenia wykladnicze
np. w przypadku szeregowania zadan | (takze pseudowielomianowe)
- zatozenie podzielno$ci zadan v

Algorytmy aproksymacyjne ( heurystyczne )
Analiza zachowania si¢ rozwigzan

e w najgorszym przypadku

e Sredniego

a) analiza probabilistyczna

b) analiza eksperymentalna

Analiza trudnego problemu optymalizacyjnego

1.Oslabienie ( uproszczenie ) zalozen przyjetych w problemie pierwotnym

Na przyktad w przypadku problemu szeregowania

a) zezwolenie na przerywanie wykonywanych zadan

b) przyjecie jednostkowych czaséw wykonywania zadan

¢) zalozenie pewnych typow graféw ograniczen kolejnosciowych (w przypadku zadan zaleznych )

Przyktad
ad a) Algorytm McNaughton'a
. 1 n
1. Wyzacz (,, = max{max {Pj}a* Pj}
J Mj=1

2. Rozpocznij wykonywanie dowolnego zadania na dowolnym procesorze w chwili #=0.

3. Wybierz dowolne, nie uszeregowane jeszcze zadanie i rozpocznij jego wykonywanie na tym samym
procesorze w chwili zakonczenia poprzedniego zadania. Powtarzaj krok do momentu, w ktérym zostana
wybrane wszystkie zadania lub t=Cmax*.

4. Pozostala cze$¢ zadania przydziel do innego procesora w chwili #=0. Przejdz do kroku 3.

A
=5 P, T Zl(g(()’gos'c'
m=4 Ps T; T4 Ts
P, T, T;
P, T,

\ 4

ad b) Wykorzystanie algorytméw przyblizonych ( aproksymacyjnych )



NP-trudny problem optymalizacyjny

Optymalizacyjny alg. wykladniczy Aproksymacyjny algorytm
e metoda podzialu i ograniczen wielomianowy
e programowanie dynamiczne
e calkowitoliczbowe programowanie
liczbowe

Ocena doktadnosci algorytméw aproksymacyjnych jest to ocena oddalenia od optimum wartosci rozwigzan
konstruowanych przez te algorytmy

- ocena najgorszego przypadku:

- ocena zachowania sig Sredniego: probabilistyczna, eksperymentalna.

1° Oszacowanie najgorszego przypadku

Def. Problem ( kombinatoryczny ) optymalizacji ( optymalizacyjny ) I1 definiuje si¢ przez podanie:

1 zbioru D_ instancji;

1 dla kazdej instancji 12D, skonczonego zbioru Z (1) potencjalnych rozwiazaf;

1 funkcji f okreslonej dla kazdej instancji /2D, 1 kazdego potencjalnego rozwiazania z2Z (1), wartoS¢ tego
rozwiazania f, (1,z) bedacego liczba wymierna.

Jezeli IT jest problemem minimalizacji ( maksymalizacji )

Def. woOwczas optymalnym rozwigzaniem dla instancji /2D nazywac bedziemy potencjalne rozwiazanie

z*27 (1) takie, ze dla kazdego innego rozwiazania z2Z (1) zachodzi:

Sz 1 f(Lz) [ f(Lz*) 1f (Iz) ] Wartos¢ funkcji f dla rozwiazania optymalnego z* dla instancji /, oznacza¢

bedziemy przez OPT{(I).

Def. Algorytm 4 nazywa¢ bedziemy algorytmem aproksymacyjnym ( suboptymalnym ) dla problemu IT,
jesli dla kazdej instancji /2D_ znajduje on potencjalne rozwiazanie z2Z (I). (Dalej przez A(I) oznaczaé bedziemy
wartoS¢ f, (1,z) tego rozwiazania).

Def. Jesli algorytm A4 znajduje rozwiazanie optymalne ( tzn. A(1)=OPT(l) ) dla kazdej instancji 12D, to
nazywac go bedziemy algorytmem optymalizacyjnym dla problemu 7.

Wykorzystanie algorytméw aproksymacyjnych
Warunek konieczny stosowania: niski rzad funkcji ztozono$ci obliczeniowe;.
Warunek dostateczny: wystarczajaca doktadnos¢ ( odlegltos¢ od optimum konstruowanych rozwiazan )

Analiza najgorszego przypadku
Niech IT bedzie problemem minimalizacji ( maksymalizacji ), a 12D, wowczas

A() OPT(I)
ey (Sa)=
OPT(I) A(l)
gdzie A(I) - warto$¢ rozwiazania skonstruowanego przez algorytm dla instancji 12D _
OPT(]) - warto$¢ rozwiazania optymalnego dla /.

SA(1)=

Def. Bezwzgledne oszacowanie S, algorytmu aproksymacyjnego 4 zastosowanego do rozwigzania problemu

=

S,=inf{r11: 8 1rda kazdej instancji I2D_} - jest to najwigksza wartos¢ Sy(I) dla
jakiejkolwiek instancji tego problemu



Def. Asymptotyczne oszacowanie S,” algorytmu aproksymacyjnego A zastosowanego do rozwigzania
problemu 7:

S, =inf{r]l 1:dla pewnej naturalnej liczby N, S (1) 1 r dla kazdej instancji
12D _ spelniajqcej warunek OPT(I) 1 N } - dotyczy b. duzych rozwiazan

S <S4 ImS,” (lubS,) jest blizsze I, tym lepszy jest dany algorytm aproksymacyjny.

Przyktad Algorytm LPT [Graham 69]

1. Ustaw zadania na liScie w kolejnosci malejacych czasow wykonania.

2. W momencie, w ktorym wolny staje si¢ ktorykolwiek z procesoréw, przydziel do niego pierwsze na liscie nie
przydzielone zadanie. Krok ten powtarzaj do momentu wykonania wszystkich zadan.

Twierdzenie [Graham '69]

4 1

LPT — ~
3

3m

n=2m+1,(pLp2...pp) =(4m-1,2m-1,2m-2,2m-2,....m+ 1, m~+ 1, m m, m
zadania majace parami ten sam czas wykonania  zadanie

,,bez pary”

P 1 Zl ZZm ZZm+l P 1 Zl ZZm—Z
PZ ZZ ZZm—l PZ ZZ ZZm—S
Ps Z3 ZLom>

Pm—2 Zm—2 Zmﬂ
Pm—l Zm—l Zm+2 Pm—l Zm— 1 Zm
Pm Zm ZmH t Pm Z2m—l ZZm ZZmH t

>
CLPT:41’II-1 C*=3m

W najgorszym przypadku uszeregowanie LPT moze by¢ dtuzsze o 33% od uszeregowania optymalnego.
Gdy liczba zadan jest dtuzsza oszacowanie algorytmem LPT znacznie si¢ poprawia.

Twierdzenie 3 [Coffman, Sethi '76]
SLPT(k) = 1+/i_mlk
gdzie k jest najmniejsza liczba zadan wykonywanych na jednym procesorze ( algorytm jest dobry w przypadku
zadan o zblizonej dtugosci, a nie, gdy jest jedno lub kilka zadan b. dlugich, a reszta krétkich ).

Def. Aproksymacyjnym schematem obliczen dla problemu optymalizacyjnego I1 nazwiemy algorytm A4,
ktory dla danej /e Dp oraz zadanej doktadnos$ci obliczen € > () znajduje potencjalne rozwiazanie z€ Zn(1), takie, ze
Sie (D1 +¢.

Def. A4 jest wielomianowym aproksymacyjnym schematem obliczen, jesli dla kazdego € > 0 jest algorytmem
wielomianowym.

Przyktad [ Sahni ‘75 ]

Problem plecakowy mozna rozwiaza¢ stosujac nastgpujacy wielomianowy aproksymacyjny schemat
obliczen APy

- wygenerowac wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru elementow A4,

Ma

- rozszerzy¢ kazdy z powyzszych zbiorow elementami doktadanymi w kolejnosci nie rosnacych ( )
S\a;




Mozna wykaza¢, ze:
1
< —
Sap =y

opisany schemat ma jednak duza ztozono$¢ obliczeniowa, gdyz zalezy ona wyktadniczo od & (liczba zbiorow -
elementowych O(n*) ).

Def. Algorytm A4 jest w pelni wielomianowym aproksymacyjnym schematem obliczen, jesli jego funkcja
ztozonosci obliczeniowej jest ograniczona od gory przez wielomian zalezny od N(1) oraz (1/e).

Przyktad [ Ibarra, Kim ‘77 |

Problem plecakowy mozna rozwiaza¢ stosujac nastgpujacy w petni wielomianowy schemat obliczen By:

- przeksztalcamy instancje / problemu plecakowego w I’ przez przyjecie w'(a)=Lw(a)/K] , K - pewna
stala,

- rozwiagzmy problem plecakowy dla instancji /" wykorzystujac programowanie dynamiczne, w ktorym

wyznaczac¢ si¢ bgdzie funkcje g(i,j)=1 <,gdy sposrod elementéw {1,...,i} mozna wybra¢ podzbidr o wartosci j.

w
ZYozonos¢ tej procedury jest 0( p(n KD , gdzie W=max{w(a;)},

1 . . .
- przyjmujac K=W/[(k+1)*n] mozna wykaza¢, ze Sp (1) <1+ L8 ztozonos¢ obliczeniowa jest O(p;

(n’k)), gdzie k jest pewna stalg catkowita, dodatnia.

Algorytmy aproksymacyjne nie konstruuja rozwiazan o takiej samej doktadnosci ( o tym samym oszacowaniu )
dla réznych problemoéw, ktorych decyzyjne odpowiedniki wielomianowo transformuja si¢ do siebie. Jest to
przyczyna istnienia probleméw, dla ktérych mozna skonstruowaé algorytmy aproksymacyjne o catkiem dobrych
oszacowaniach jak na przyklad PROBLEM PAKOWANIA dla ktérego S,~1,2 dla najlepszych algorytméw, a

takze problemow, dla ktérych nie istnieja, jak na razie, algorytmy aproksymacyjne o oszacowaniu S,<1, jak

na przyklad problem znajdowania MAKSYMALNEGO ZBIORU NIEZALEZNEGO W GRAFIE. Istnieja jednak

z tego samego powodu problemy ktore w sensie istnienia wielomianowych algorytméw aproksymacyjnych o

oszacowaniach bliskich jednosci sa tatwiejsze nawet od wspomnianego PROBLEMU PAKOWANIA.

NP-trudnos$¢ problemow aproksymacji.

Def. Najlepsze osiagalne asymptotyczne oszacowanie dla problemu optymalizacyjnego IT definiuje si¢ jako S,

(1) = inf{ r > 1: istnieje wielomianowy, aproksymacyjny schemat obliczen dla

problemu 11 taki, ze S,* = r}

Z poprzedzajacych rozwazan wynika, ze istnieja problemy, dla ktorych S,in(T1) =00, 1<S,in(T1) =00, Spin(T1)=1.

W ostatnim przypadku (' S,:,(I1)=1 ) mozemy mie¢ do czynienia z nast¢pujacymi przypadkami:

o dla IT istnieje wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczen,

o dla IT istnieje w petni wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczen,

e [T mozna rozwiaza¢ za pomoca wielomianowego algorytmu aproksymacyjnego A4, dla ktérego | A(1) - OPT(I)|
<k dla pewnej statej k.

Jako$¢ aproksymacji jest najlepsza w ostatnim przypadku.

Dla wielu problemow nie istnieje okreslony powyzej typ aproksymacji o ile nie zostanie udowodniona réwno$¢

P=NP.

Twierdzenie.

Jesli P#NP to nie istnieje wielomianowy aproksymacyjny algorytm 4 rozwiazujacy problem plecakowy w sposob

taki, ze | A(D) - OPT(D)|<k

Twierdzenie [Garey, Johnson ‘75]
Niech IT oznacza problem optymalizacyjny. Jesli istnieje wielomian g taki, ze
\/ OPT(I) < g| NI}, Max{I)|
Ie DH
to istnienie w petni wielomianowego aproksymacyjnego schematu obliczeniowego dla IT pociagaloby za soba

istnienie pseudowielomianowego algorytmu optymalizacyjnego dla IT.
Whniosek:



Niech IT bedzie problemem optymalizacyjnym o calkowitoliczbowych rozwiazaniach, spetniajacym
warunki powyzszego twierdzenia. Jesli problem IT jest silnie NP-trudny, to istnienie w pelni wielomianowego
aproksymacyjnego schematu obliczen pociagatoby za soba P=NP.

Twierdzenie.

Niech IT bedzie problemem minimalizacji o catkowitoliczbowych dodatnich rozwiazaniach. Przypusémy, ze dla
pewnej stalej Ke N problem decyzyjny: ,,Czy dla /€ Dy zachodzi OPT(I)<K?” jest NP-zupelny. Jesli P£NP, to nie

1
istnieje wielomianowy algorytm aproksymacyjny A dla IT taki, ze S, < 1+E , dla TII nie istnieje tez

wielomianowy aproksymacyjny schemat obliczen.

Przyktad.
4
Problem 3-kolorowania grafu jest NPc, dlatego, o ile P=NP, to nie istnieje algorytm A4 taki, ze S, < 3 nie

istnieje tez wielomianowy schemat obliczen.

21 Analiza zachowania si¢ Sredniego
a) Analiza probabilistyczna
Zalozenie:

parametry instancji rozpatrywanego problemu I generowane sa z pewnego rozktadu prawdopodobienstwa
F. Przyjmuje sig, ze generowane wartosci poszczegolnych parametrow sa realizacjami niezaleznych zmiennych
losowych o takich samych rozktadach.
Np.: dla PROBLEMU PLECAKOWEGO zar6wno warto$ci elementdow w(z,), w(z,), ... jak 1 ich rozmiary s(a,), s
(a,), ... , sa niezaleznymi zmiennymi losowymi generowanymi zazwyczaj z rozktadu jednorodnego w przedziale
[0,1].

Dla tak okreslonej instancji /,, gdzie n jest liczba generowanych wartosci parametrow, przeprowadza sig
probabilistyczna analiz¢ warto$ci, ktoéra pozwala wyrazi¢ w prosty sposob asymptotyczna warto$¢ optimum
funkcji celu OPT(1,) za pomoca parametrow problemu.

Nastepnie dokonuje si¢ probabilistycznej oceny badanego algorytmu aproksymacyjnego A, traktujac
warto$¢ rozwigzania konstruowanego przez ten algorytm jako zmienna losowa A(1,). Wyrdznia si¢ dwie miary

oceny:

Def. pierwsza jest blad wzgledny
w - Ad,)-OPI(,)
! OPT(1))

Def. druga miara, silniejsza, jest blad bezwzgledny
b, =A(,)-OPT(1,) - minimalizacja
W przypadku obu miar bada si¢ ich zbiezno$¢ ( convergence ) do 0.

Wyrdznia sig trzy rodzaje zbieznosci:
Def. Najsilniejsza zbiezno$¢ prawie na pewno ( almost sure convergence ) dla ciagu zmiennych losowych y, (
np. ciag wartosci w, lub b, ) zbieznych do statej ¢ ( jest to warto$¢ optymalna ), oznacza ze:

PI'{ lim yl’l = C} =1
1—> 0
Def. Pociaga ona za soba stabsza zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienstwa ( convergence in probability ),
ktora oznacza, ze
v lim Pr{ly,—cy[>€}=0

e>0n —
Z tej ostatniej zbiezno$ci wynika pierwsza, gdy dodatkowo spetniony jest warunek
o0
W ‘Z Pr{]yj—c\> g} <o
8>0] =1

Def. Trzeci rodzaj zbieznosci to zbieznosé¢ wedlug wartosci Sredniej ( convergence in expectation ) zachodzi
gdy:

lim |E(y,) = ¢[=0



gdzie E(y,) jest warto$cia Srednia y, 1 rOwniez pociaga za soba zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa.

Z powyzszych definicji wynika, ze z punktu widzenia analizy probabilistycznej, algorytm jest najlepszy,
gdy jego btad bezwzgledny jest prawie na pewno zbiezny do 0. Mowimy wowczas o asymptotycznej
optymalnosci algorytmu.

Przyktad

Niech m=2, a czasy wykonywania zadan sa generowane z rozkladu réwnomiernego z przedziatu /0, 1].
Twierdzenie. [ Coffman, Fredericksen, Lueker ‘84 ]

LA E(c’hy<t+

max

4 4(n+1) 4 20n+1)
. o - i | E(C,,) !
Biorac pod uwage , ze " jest dolnym ograniczeniem warto$ci E(C, ) otrzymujemy (7*) <1+ 0(—)
Cmax n
1
Zatem, wraz ze wzrostem n, E (C::XT) zdaza do warto$ci optymalnej nie wolniej niz 1+ 0(—)
n
zdaza do 1.

b) Analiza eksperymentalna

Poréwnuje si¢ na drodze eksperymentu obliczeniowego rozwiazania, w sensie wartosci kryterium, konstruowane
przez algorytm aproksymacyjny i optymalizacyjny, przy czym pordéwnanie to powinno dotyczy¢ szerokiej,
reprezentatywnej probki istancji.



