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1 Sformulowanie problemu
Problem uszeregowania zadan, ktorego dotyczy sprawozdanie precyzyjnie opisywany, jako
P3||Lmax (1)

polega na przydzieleniu zadan ¢ trzem jednakowym procesorom P i uporzadkowaniu ich w taki sposéb, by maksymalne
op6Znienie (Ly,q,) dowolnego zadania bylo jak najmniejsze.

By moc okresli¢ opdznienie I, kazde zadanie charakteryzuje sie czasem c, jaki jest potrzebny do jego wykonania i
terminem d, na kiedy ma zosta¢ wykonane.

Procesory sa jednakowe i pracuja rownolegle, bez przerwy. Nie ma wiec réznicy, na ktérym procesorze bedzie
wykonane dane zadanie. Réwniez zadania nie sa powiazane ze soba zalezno$ciami, a wigc moga by¢ wykonane w
dowolnej kolejnosci. Po rozpoczeciu zadanie nie moze byé przerwane.

Tak problem zostal opisany w poprzednim sprawozdaniu, omawiajacym algorytm przyblizony, o ztozonosci wy-
ktadniczej, rozwiazujacy ten problem.
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2 Opis algorytmu

Algorytm bazuje na dotychczasowych dokonaniach. Jednym z narzedzi wykorzystanych w poprzednim zadaniu byl
program wynik, ktory znajdowal rozwiazanie optymalne poprzez przeszukanie calej przestrzeni rozwiazan. Na nim sig
oparlismy tworzac algorytm dokladny szeregowania szereguj_dokl.

Program w najgorszym wypadku tworzy wszystkie permutacje zadan i przydziela je kolejno do procesoréw. Wyko-
rzystano algorytm branch and bound, dzigki ktéremu nie sa sprawdzane niektére obszary przestrzeni rozwiazan, co do
ktérych jesteSmy pewni, ze nie zawieraja rozwigzania optymalnego. Wprowadzajac kolejno Upper bound(UB) i Lower
bound(LB), oraz poprawiajac je, obserwowaliémy poprawy szybkosci w kolejnych wersjach.

Ogodlnie algorytm dziata tak, ze funkcja permutujaca otrzymuje dotychczasowe uszeregowanie czesci zadan i zbior
zadan, ktére nie zostaly jeszcze uszeregowane. Kazdy element ze zbioru zadan nie uszeregowanych, jest kolejno dota-
czany do uszeregowania. Dla kazdego nowego uszeregowania (czesci, lub wszystkich elementéw) obliczany jest Lyqz-
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2.1 Wersja 1. B&B: Upper bound

Gorne ograniczenie dotyczy wartosci Li,q.. Dodatkowo przez caly czas pamietany jest wynik najlepszego dotychcza-
sowego uszeregowania, oznaczany best_ever_Lmax. Dla najszybszego osiagniecia najlepszych wynikéw potrzebne jest
mozliwie najlepsze poczatkowe uporzadkowanie. Nie wykorzystano tutaj algorytmu przyblizonego (skladajacego sie z
sortowania i TabuSearch), a tylko jego pierwszy etap - szybkie sortowanie. Zrobilismy tak dlatego, ze juz samo szybkie
sortowanie daje bardzo dobre, czasem optymalne, wyniki, a jest przy tym proste.

Tak wiec na poczatku zadania sa sortowane wg. d—c (termin zakonczenia - dlugosé zadania), a wynik uszeregowania
zapamietywany jako najlepszy. W dalszej czesci algorytm wybiera kolejne elementy do nowej permutacji i za kazdym
razem oblicza L,,q; dla juz wybranych elementéw. Jesli to Ly,q. jest wigksze, lub réwne best_ever_Lmax, to znaczy,
ze tak budowane uszeregowanie nie bedzie juz lepsze od dotychczasowego najlepszego i wywolywany jest nawrot.

Nowe best_ever_Lmax zapamietywane jest wtedy, gdy stworzone zostanie uszeregowanie wszystkich zadan z Ly,qs
mniejszym od dotychczasowego najlepszego.

Na tym etapie nie robiono jeszcze dokladnych testow efektywnosci algorytmu, bo do pelnego dzialania potrzebne
jest jeszcze dolne ograniczenie. Sprawdzano jedynie poprawnosé¢ wynikow, poprzez porOéwnanie z programem Spraw-
dzajacym wszystkie przypadki.

2.2 Wersja 2. B&B: Lower bound

Analiza poprawno$ci gérnego ograniczenia wykazta, ze wiekszoé¢ nawrotow wykonywana jest, gdy uszeregowano juz
prawie wszystkie elementy, a wiec jest to stosunkowo malo skuteczne. Potrzebne bylo ograniczenie, ktére juz dla spo-
rego zbioru zadan bylo w stanie odpowiedzie¢ na pytanie, czy dodanie ktoéregos z zadan jeszcze nie uszeregowanych
spowoduje przekroczenie L,,... Dolne ograniczenie dziala wiec tak, ze dla zadan jeszcze nie uszeregowanych, obliczane
jest opdznienie z zalozeniem, ze dane zadanie zostanie wykonane jako pierwsze. Wybieramy najgorsze z tych opdznien
i jezeli jest ono wieksze od best_ever_Lmax, to znaczy, ze nie ma sensu permutowaé pozostatego zbioru nieuszeregowa-
nych zadan. Zadanie, ktére mialo najgorsze opo6znienie [ byloby w tych permutacjach napewno nie wczesniej, a wiec
mogtoby mie¢ jeszcze wigksze opdznienie.

2.3 Wersja 3. B&B: Poprawa lower bound

Po zrobieniu czesci testow szybkosci zauwazono, ze wywolujac nawroty juz nie tylko, gdy najwieksze opdZnienie
sposréd pozostalych zadan jest wieksze od best_ever_Lmaz, ale gdy opo6znienia te sg sobie réwne, odrzucanych jest
wiele przypadkéw, gdy rézne uszeregowania zwracaly ten sam Li,qq-

3 Wyniki

Dla kazdej wersji poprawno$¢ wynikéw byta testowana tak, ze znajdowano rozwiazanie nowa metoda dokladng i
poréwnywano z rozwiazaniem podanym przez algorytm przyblizony. Jesli wynik przyblizony byt lepszy od doktadnego,
to $wiadczylo o btedach nowego algorytmu. Dodatkowo sprawdzono takze, kiedy wyniki algorytmu doktadnego sa lepsze
niz algorytmu przyblizonego — czyli kiedy warto uzywaé algorytmu doktadnego:
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Po lewej stronie tego wykresu przedstawione sa parametry, dla jakich robiono testy, a wiec liczba zadan (Itasks),
$rednia dlugo$é zadania (c), oraz o ile maksymalnie dlugosci zadan moga sie rézni¢ od wartodci éredniej (cr). Na
wykresie kropka oznacza wynik jednakowy dla algorytmu dokladnego i przyblizonego, a gwiazdka - wynik algorytmu
przyblizonego jest gorszy od dokladnego. Z powyzszego wykresu wynika takze, ze dla kazdej konfiguracji parametréw
wykonano 100 testow.

WyraZnie zauwazalne jest, ze im dluzsze zadania (coraz wigksze c¢) oraz im bardziej roznorodne (coraz wigksze cr),
tym wieksze prawdopodobiefistwo, ze rozwiazanie przyblizone nie bedzie optymalne. Wtedy wladnie najlepiej stosowaé
algorytm doktadny, pod warunkiem ze bedzie on oczywiscie w miare szybki.

3.1 TIlo$¢ odcieé

Sprawa kluczowa dla szybkosci dzialania algorytmu jest to, ile i na jak wysokim poziomie rozwiazan bedzie odrzucanych
przez gorne i dolne ograniczenia. Caltkowita liczba permutacji to n!, natomiast licza permutacji do okreslonego poziomu
k to n(n—1)...(n — k). A wiec odrzucajac bledne rozwiazania, na etapie, gdy nie znamy juz tylko jednego elementu
uszeregowania, moznaby sie pozby¢ tacznie polowy permutacji. Z drugiej strony, jesli znajac juz pierwsze uszeregowane
zadanie, moznaby stwierdzi¢, czy w pozostalych jest L,,q. gorszy od best_ever_Lmax, zbiér rozwiazan do przeszukania
zmniejszalby sie za kazdym razem o % Czas jednak przedstawi¢ wyniki doswiadczalne.

Wykonano préby A-P, o nastepujacych parametrach ¢ € [100, 200, 500, 1000], cr € [11—00, %c, %c, 1¢]:

A B C D E F G H I J K L M N O P
¢ | 100 | 100 | 100 | 100 | 200 | 200 | 200 | 200 | 500 | 500 | 500 | 500 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000
cr| 10| 20| 33100 | 20| 40| 66 | 200 | 50 | 100 | 166 | 500 | 100 | 200 | 333 | 1000

Przez liczbe zejsé rozumieliémy liczbe permutacji wszystkich elementéw, jakie wys$wietlil program w trakcie poszu-

kiwania rozwiazania optymalnego. Dla kazdego przypadku wykonano 100 testow, a ponizej przedstawione sg najgorsze

wyniki, czyli maksymalna oraz $rednia liczba permutacji, jakie wykonal program. Wartosci minimalnej nie podawano,

gdyz w wersji 3, jesli algorytm znajdowal optymalne L, ., za pierwszym razem, to nie wy$wietlal wiecej permutacji, a

w wersji 2 wyswietlal zbior réznych uszeregowan o najlepszym Ly, ... Liczba permutacji na wykresach jest z przedziatu

[0,1], gdzie 1 = ltasks!.

Najmniej odcieé, a wiec najgorsze wyniki sa dla uszeregowan 8 zadan (préby A,B,C,D). Dla wiekszych zbioréw algo-
rytm osigga coraz lepsze wyniki. Z tym, ze najtrudniejsze obliczeniowo sg zbiory o bardzo zréznicowanych dlugosciach
zadan (préby D,H,L,P).
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Dla najgorszych rozwiazan interesujaca jest takze ta warto$é maksymalna (powyzej 0,12), osiagana w kilku kolum-
nach wykresu dla 8 zadan. Przegladajac dokladne dane liczbowe, sprawdzono, ze 0,12 odpowiada 5041 permutacji.
Przy czym 5041 = 7!+ 1. A wiec w najgorszym przypadku, algorytm nie jest w stanie zastosowaé¢ dolnego ograniczenia,
a opieraja si¢ jedynie na gérnym. Posiadajac 7 uszeregowanych zadan jest w stanie okresli¢, czy dla pozostalego 1
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zadania, uszeregowanie bedzie optymalne, czy nie. W najgorszym przypadku konieczne bylo sprawdzenie wszystkich
7! takich przypadkow, oraz 1 przypadek, kiedy faktycznie znalezione zostalo rozwiazanie optymalne. Co ciekawe, dla
dtuzszych zadan (seria L i P) przypadek ten nie mial juz miejsca.
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Ponizej zamieszczone zostaly dla poréwnania wyniki dzialania dla algorytmu w wersji 2. Bardzo wyraznie widac,
jak duze sa réznice miedzy jednym i drugim rozwiazaniem, mimo ze jest to tak naprawde tylko zmiana znaku w jednym
z warunkow. Tutaj réwnie wyraznie widoczna jest pesymistyczna zltozono$é - dla préb A D.L i P, dla 8 zadan.

Dla wersji 2 algorytmu nie ma serii z 11 zadaniami, bo nie doczekano si¢ wynikéw w sensownym czasie.
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3.2 Jakosé odcieé

Nalezy pamiegtaé, ze aby utworzy¢ permutacje wszystkich elementéw, algorytm po kolei sktada kolejne zadania. Wypisy-
wane sg dopiero ciagi, gdy wszystkie zadania zostaly uszeregowane. Jesli wiec algorytm robil wszystkie uszeregowania,
a odciecia dopiero na przy ostatnim zadaniu (jak przypadek oméwiony powyzej dla 8 zadan, w prébach A,C,.DiH - o
najbardziej réznorodnych zadaniach). Na drugim etapie testéw sprawdzono, jak to sie dzieje, ze dla wiekszych zbioréw
zadan wyniki sa lepsze, oraz przesledzono na jakich poziomach sa odciecia.

Ponizej przedstawiono wykresy liczby odcieé¢ w zaleznosci od ilosci zadan (8-10) i rodzaju préby (A-P), dla kazdego
poziomu informacje zostaly zebrane na wykresach z wartosciami érednimi i maksymalnymi. Znéw ilosci odcie¢ sa
w przedziale [0,1]. Jedli dla jakiego$ rodzaju préby, w zadnej serii nie bylo odcieé, to pomijano takie przypadki na
wykresach.
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Srednio odcieé: Paziom 1 Maksymalnie odcieé: Poziom 1
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Na odcigciach na 1 poziomie najbardziej nam zalezy, poniewaz eliminuja % rozwigzan. W dwdéch przypadkach
pierwsze w ogdble uszeregowanie bylo optymalne (wykres maksimum odcieé, wartosci réwne 1). Uwidacznia sie tez
zalezno$é miedzy rodzajem danych a jakoscia odcieé. Dla zbioréw krétkich zadan (A,B,C,D - ¢ = [90, 110]), niezaleznie
od liczby zadan, algorytm przy wybieraniu pierwszego elementu optymalnego uszeregowania odrzuca 60-75% zlych
zadan. Wiec np. dla zbioru n = 8, odrzuca 6-7 zadan. Niestety im wieksza réznorodnosé zadan, tym decyzja staje sie
trudniejsza. Kluczowe znaczenie ma poczatkowe uporzadkowanie zadan (u nas posortowanie wg. d—c) oraz poczatkowe

Lmam~

Dla odcie¢ na 2 poziomie nie przygotowano wykreséw, poniewaz nie wystepowaly takie. Dokladnie méwiac jedyne
odciecia na 2 poziomie mialy miejsce dla 10 zadan o dlugosci [0,200] (préba D), w jednym przypadku bylo 7 odcieé.
Wedlug nas jest to skutek tego, ze mamy trzy procesory i zaréwno 1 jak i 2 zadanie, startuja od 0. Pierwsze zadanie
ma krétszy termin (wplyw uszeregowania), wigc drugie zadanie zawsze ma mniejsze [.

Srednio odcie¢: Poziom 3 Maksymalnie odcie¢: Poziom 3
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Na trzecim poziomie najwieksza liczba odcie¢ przenosi sie na zadania troche dluzsze. Na dalszych etapach Srednia
odcie¢ bedzie sie przesuwaé coraz bardziej w prawa strone wykreséw. Znaczy to, ze dla coraz dluzszych zadan, odciecia
wystepuja na coraz nizszym poziomie.

Srednio odcie¢: Poziom 4 Maksymalnie odcigé: Poziom 4
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Srednio odcig¢: Poziom 5 Maksymalnie odcie¢: Poziom 5
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Srednio odcieé: Paziom 7 Maksymalnie odcigé: Poziom 7
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Srednio odcieé: Poziom 8 Maksymalnie odcie¢: Poziom 8
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Na poziomie 8, nie ma juz odcigé¢ dla zbiorow 8 zadan, bo wszystkie ostateczne odciecia zostaly wykonane do
poziomu 7. Analogicznie dla zbioréw 9 zadan na kolejnym wykresie.
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Srednio odcie¢: Poziom 9 Maksymalnie odcie¢: Poziom 9
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Podsumowujac ten podpunkt, mamy nadzieje, ze doktadnie udalo si¢ udokumentowa¢ dziatanie zastosowanych
odcieé dla zbioréw zadan o réznych charakterystykach. Najbardziej interesujace wg. nas uwagi z tego i wczesniejszych
podpunktow zostaly takze zebrane we wnioskach.

4 Whnioski

e Obserwujac, gdzie sa wykonywane odcigcia, doszliémy do wniosku, ze nawet przy dostatecznie dobrym ogranicze-
niu gérnym, w postaci best_ever_Lmaz, duzo czasu tracone jest na sprawdzaniu permutacji “w $rodku” drzewa
rozwiazan, czyli gdy pozostato jeszcze sporo zadan do uszeregowania.

e Jako$¢ odcie¢, chociaz ma bardzo duzy wplyw na szybkosé algorytmu i tak nie jest w stanie “przelamaé” wy-
ktadniczej ztozonoéci. A wiec, niezaleznie od nich, z coraz wiekszymi zbiorami zadan do uszeregowania, ptrzebne
moze by¢ coraz wiecej czasu.

e Rodzaj danych ma decydujace znaczenie dla szybkoéci dziatania algorytmu.
e Im dluzsze sa zadania, tym odcigcia wystepuja na nizszym poziomie - pdzniej.

e Im zadania sa bardziej roznorodne, tym wiecej trzeba wykona¢ permutacji. Jednak w zadaniach bardziej rézno-
rodnych jest wigcej odcigé¢ niz w zadaniach o zblizonych dlugosciach na tych samych poziomach.

e Obydwa ograniczenia sa istotne, jednak dzigki efektywnosci dolnego ograniczenia, gérne prawie nigdy nie jest
nawet sprawdzane.




