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1 Zastosowane algorytmy

1.1 Wyznacznik

Przy obliczaniu wyznacznika wykorzystywane sa posrednie wyniki obliczen macierzy odwrotnej. Macierz A jest tam
m.in. przeksztalcana w macierz gérnotréjkatna U, a z wlasnoéci macierzy tréjkatnych wynika, ze wyznacznik réwny
jest iloczynowi elementéw na gtownej przekatnej.

Do znalezienia wyznacznika ta metoda potrzene jest stworzenie k — 1 macierzy Li ((n — 1)n/2 dzielen), gdzie
k to liczba kolumn oraz za kazdym razem przemnozenie tej macierzy przez A (n® mmozen i n?(n — 1) dodawan)
oraz ostateczne m — 1 mnozen do obliczenia iloczynu elementéw na gléwnej przekatnej przeksztalconej macierzy A.
Oczywiscie w programie znajdowanie wyznacznika wymaga jedynie n — 1 mnozen, gdyz pozostale obliczenia sa i tak
wykonywane na potrzeby znalezienia macierzy odwrotnej.

1.2 Macierz odwrotna

Do okredlenia macierzy odwrotnej wykorzystano algorytm rozkladu na czynniki tréjkatne. Wynika z niego, ze
A = LU
A71 _ U71L71

A macierze U~' i L™! znajduje sie¢ w prosty sposéb. Pierwszy etap, a wiec rozklad na macierz dolnotréjkatna L i
gérnotrdojkatna U, tak by zachodzita réwnosé A = LU zostal zrealizowany wg. metody Gaussa. Polega ona na tworzeniu
dla macierzy A kolejnych macierzy przeksztalcen Ly, takich, ze:

U=Ly1Ly9.I1A=L.A (1)

Macierz L, to iloczyn macierzy L,_1Ly,_o...L;. Wynika stad, ze L, to L™!, a wiec tym sposobem znajdowana jest
pierwsza macierz odwrotna:

U = LAL!

L;'U = A
z wezesniejszej zaleznosci LU = A wiec:
L'=L L7 '=1L, (2)
Druga macierz tréjkatna, czyli U~! jest budowana z U korzystajac z wlasnosci:
U = lug)
Ut o= i)
Tkj = 0,k<j
1
Ty = ——
uij
i—1
D S )
TR = ——————
Ujj

Iloé¢ dzialan na tym etapie jest podobna, jak przy obliczaniu wyznacznika, przy czym dochodzg jeszcze dzialania
zwigzane z tworzeniem macierzy L', czyli n — 1 mnozeh Ly L.
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2 Opis rozwigzania

2.1 Arytmetyka Tvalue

W implementacji zdecydowano sie na uniwersalng reprezentacje arytmetyki. Arytmetyka ta musi mie¢ zdefiniowane
podstawowe dzialania: dodawanie, odejmowanie, dzielenie i mnozenie. Dodatkowo, do obliczania btedéw, potrzebna
jest mozliwo$é poréwnywania (tylko relacje < i >) liczb.

W ramach klasy Tvalue stworzono arytmetyki: zmiennoprzecinkowg i przedziatlowa. W zwiazku z tym, program
moze rozwigzywaé swoje zadanie dla kazdego z tych typow. Dodatkowo, w prosty sposéb mozna go rozszerzy¢ np. o
obstuge liczb zespolonych poprzez zdefiniowanie podstawowych dzialan i relacji. Przy liczbach przedzialowych wyko-
rzystana biblioteke dr hab. Andrzeja Marciniaka.

2.2 Dzialania na macierzach

Do operacji na macierzach stworzono klase Tmatrix. Oferuje ona przede wszystkim funkcje odwroc, ktora zwraca
odwrdcona macierz, oraz wyznacznik macierzy danej. Klasa sama w sobie umozliwia obstuge macierzy o dowolnych
wymiarach, ale odwracanie mozliwe jest tylko dla macierzy kwadratowych. Dodatkowo zdefiniowano operacje doda-
wania, odejmowania i mnozenia macierzy, oraz przeksztalcanie w jednostkowa I.

2.3 Tworzenie macierzy

Program umozliwia tworzenie pustej macierzy, do wypelnienia przez uzytkownika, generowanie losowej macierzy, oraz

otwieranie macierzy z pliku. Macierze losowe sg tworzone poprzez wygenerowanie losowych elementéw tak, ze: losowany

jest znak, oraz losowana jest licza zmiennoprzecinkowa z przedzialu zadanego wyktadnikami poteg liczby 10.
Mozliwy jest eksport do programu DERIVE, w ktorym poréwnywano wyniki i oceniano dokltadnosé.

2.4 Implementacja algorytmu

Ponizej przedstawiono kroki, w ktérych jest rozwiazywane zadanie odwrdcenia macierzy. Implementacja jest zgodna z
algorytmem przedstawionym teoretycznie na poczatku sprawozdania.

1. Utworzenie liczb -1, 0, 1. Poniewaz arytmetyka opiera si¢ na liczbach, ktorych typ jest wybierany w trakcie
dziatania programu, znajac juz typ danych trzeba utworzy¢ liczby, ktére beda wykorzystywane w dziataniach.

2. Utworzy¢ macierze L~! (na poczatku - jednostkowa), U (kopia macierzy wejéciowej), oraz Ly (pusta).
3. Dla kazdej kolumny macierzy wej$ciowej, oprocz ostatniej:

(a) utworzy¢ z macierzy jednostkowej Ly macierz Frobeniusa.

(b) Wykonaé¢ mnozenie macierzy L = Ly L, oraz U = LU
4. Gdy macierze L~ i U sa wyznaczone, obliczy¢ wyznacznik (korzystajac z elementéw na przekatnej U.
5. Odwroci¢ macierz U.
6. Zwrécié wynik, bedacy iloczynem U~1L~!

Opisane powyzej kroki sa zawarte w funkcji odwroc klasy Tmatrix.

3 Blad obliczen

Poprawnos$¢ wynikéw zostala zweryfikowana na dwa rézne sposoby. W trakcie dopracowywania algorytmu i pisania
sprawozdania, poréwnywano wyniki z programem Derive. Mozliwo$¢ ta istnieje nadal, dzieki opcji eksportu macierzy
do formatu tego programu matematycznego.

Drugi sposéb weryfikacji poprawnoéci wynika z wlasnosci, ze AA~! = I. Ot6z jedli macierz A~ nie jest poprawna,
woéwczas macierz zawierajaca wynik tego mnozenia bedzie jedynie zblizona do macierzy jednostkowej. Ta weryfikacja
jest przeprowadzana dla kazdej obliczanej macierzy. Rowniez w podsumowaniu odwracania macierzy jest informacja o
bledzie maksymalnym. Blad maksymalny jest znajdywany poprzez przeszukanie wynikowej macierzy AA~! i poréw-
nianie z macierza I. Blad maksymalny to najwigksza réznica od wartosci z macierzy I. Jest to wiec blad bezwzgledny.
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W programie zrezygnowano z obliczania btedu wzglednego, dlatego ze wymaga on obliczenia ilorazu bledu bez-
wzglednego przez poprawng warto$¢ oczekiwana. W naszym przypadku, poza gléwna przekatna wartosciami oczeki-
wanymi jest zero, bo poréwnujemy macierze jednostkowe, wiec konieczne bytoby dzielenie przez zero.

3.1 Liczby o duzych wyktadnikach

Co ciekawe, poréwnania z Derive, wykazaly, ze macierz odwrotna wyliczana przez program, najbardziej poprawna
jest na przekatnej. A wiec i wyznacznik jest poprawny. Poprawne sa réwniez wartosci dla elementéw ponad przekatna
macierzy. Natomiast im wiekszy wyktadnik liczb oraz im nizszy wiersz macierzy, tym wieksze moga by¢ btedy obliczen
pod przekatna. Bledy wystepuja juz dla macierzy 5x5, z elementami o wyktadnikach 4-6. Liczby réznia sie juz na
drugim miejscu po przecinku. Im wigksze wykladniki, tym bledy sa wigksze, a dla liczb o wyktadnikach 20, w niekté-
rych miejscach odwréconej macierzy wynikowej niespodziewanie trafiaja si¢ potegi 2, czyli np. liczby 256, 512, 1024.
Podsumowujac wiec, odwracanie macierzy o duzych wykladnikach wiaze si¢ z duzymi bledami. Niezaleznie od tego,
czy liczby sa o zblizonych wyktadnikach, czy réznych. Wynika to z bledu zaokraglen dla duzych liczb.

3.2 Liczby o malych wyktadnikach

Problem opisany wyzej dla duzych liczb nie byl tak widoczny dla liczb o wyktadnikach w okolicy 10° i mniejszych.
Kolejnym etapem byto wiec zweryfikowanie wpltywu wielkosci macierzy na dokladnosé obliczen. Najwigksza przete-
stowana macierz byla rozmiaru 50x50 i zawierata liczby z przedziatu (10722,1072°). Macierz odwrotna byta bardzo
zblizona do poprawnej. Iloczyn AA™! na przekatnej miat jedynki, natomiast tam, gdzie powinny by¢ zera, najwieksze
liczby byly w okolicach 10716, Stad wniosek, ze im wiekszy rozmiar macierzy, a wiec im wiecej operacji jest potrzeb-
nych do obliczenia pojedynczego elementu, tym nalezy sie liczy¢ z wiekszym bledem. Wynika to z niedokladno$éi i
btedéw mnozenia i dodawania.

3.3 Zalezno$¢ bledu obliczen

Powyzej omoéwione zaleznosci pomiedzy wielkoscia macierzy i rzedem elementéw a bledem w nastepujacy sposoéb
zostaly zmierzone w programie. Dla macierzy o wielkoéciach od 525 do 15215, najmniejsze bledy byty rzedu 10720, a
najwigksze w okolicach nawet 1070 (dla elementéw macierzy [10'°, 1030]).
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Wielkosé bledow zalezy od wielkosci elementéw w macierzy wejéciowej. Dla liczb o duzych wyktadnikach, btad ma
zblizony (lub wiekszy) wyktadnik, a dla liczb o matych wyktadnikach (lub ujemnych), btad jest stosunkowo mniejszy.
Poniewaz blad byl mierzony dla liczb interwalowych, dodatkows informacje niesie takze szeroko$é przedziatow
bledu. Blad jest liczony, jako réznica, miedzy wartoscia oczekiwana w macierzy jednostkowej (0, lub 1), a wartoscia
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wyliczong z AA™!. Tak wiec szerokoéé przedzialu moze byé jedynie szerokoécia przedzialu elementu macierzy, ktéry

mial najwiekszy btad.

Szerokosc¢ przedziatu btedu

o [22 -20]
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v [-1.1]
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Powyzszy wykres potwierdza postawiona hipoteze. A wiec, szerokos¢ przedzialu bledu odpowiada szereokosci prze-
dzialéw elementéw macierzy. Tj. macierze z elementami o wykladnikach rzedu [20, 22], maja blad w przedziale o
wykladniku 20 i wiecej. Macierze z elementami mniejszych rzedéw, maja stosunkowo mniejszy przedziat btedu.

3.4 Dokltadnosé wyznacznika

Doktadnosé¢ wyznacznika okresla szerokosé¢ przedzialu, poniewaz wyznacznik réwniez jest liczony w arytmetyce prze-
dziatowej. Zaleznos¢ szerokosci przedzialu od rozmiaru macierzy oraz od wyktadnikow elementéw przedstawia wykres:
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Na podstawie wykresu mozna stwierdzi¢, ze im wiekszy jest rozmiar macierzy, tym szerokos¢ przedziatu detA jest
bardziej ekstremalizowana.




