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Elementy rachunku lambda

dr hab. inz. Joanna Jozefowska, prof. PP 1

Teoretyczne podstawy informatyki

Plan wyktadu

* Wprowadzenie

« Operator abstrakcji A

* Notacja A

¢ Funkcje wielu zmiennych w rachunku A
¢ Liczby w rachunku A

« Operacje arytmetyczne w rachunku A

« Funkcje nieobliczalne w rachunku A

* Podsumowanie

dr hab. inz. Joanna Jozefowska, prof. PP

Teoretyczne podstawy informatyki

Pojecia pomocnicze

Operatorem nazywamy symbol (funkcyjny), ktéry
w potgczeniu z pewnym wyrazeniem (napisem)
zawierajgcym zmienng (wyrézniong jako zwigzang
tym operatorem) nabiera konkretnego znaczenia.

Np.: kwantyfikatory, catki, nieskoficzone sumy i
produkty itp.

SF(iy)=FLY) F(2)+
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Teoretyczne podstawy informatyki

Pojecia pomocnicze

Operatorem abstrakcji (znakiem abstrakcji)
nazywa sie symbol operacji, ktora przeksztatca
funkcje zdaniowg w nazwe zbioru przedmiotow
spetniajacych te funkcje.

{x 1 x jest matpag}
——

funkcja zdaniowa
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Teoretyczne podstawy informatyki

Pojecia pomocnicze

Operator lambda (A-operator) stanowi uogélnienie
operatora abstrakcji, gdyz stosuje sie go nie tylko
do funkcji zdaniowych lecz réwniez do wyrazen
zbudowanych z symboli funkcyjnych (termow).
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Teoretyczne podstawy informatyki

Obiekty w rachunku A

a, b,c ..,z a,b, .., z,a,b" .., z2"a", ...

Funkcja b dziata
na funkcje c

Woynikiem jest
funkcja a
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Teoretyczne podstawy informatyki

Syntaktyka rachunku A

A X [fX]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Syntaktyka rachunku A

(Ax.[fx])Ay.[9zy]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Syntaktyka rachunku A

AX [ Ay.[gxy] ]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Jezyk rachunku lambda

« Alfabet A rachunku A (zbiér identyfikatorow)
A={ab,c,...,z,a\b..za"b"..z2"a"..J O, (,)}

« (wyrazenie A)::= (identyfikator)| ((wyrazenie A))
(wyrazenie A)| A (wektor zmiennych

zwigzanych).[{(wyrazenie A)]

 (wektor zmiennych zwigzanych)::= (identyfikator)|
(identyfikator){, (identyfikator)}

dr hab. inz. Joanna Jézefowska, prof. PP 10

Teoretyczne podstawy informatyki

Podwyrazenie wyrazenia G

(1) G jest podwyrazeniem G

(2) jesli G = LM, to kazde podwyrazenie wyrazen
L i M jest takze podwyrazeniem G,

(3) jesli G = Ax.[L], to kazde podwyrazenie L jest
takze podwyrazeniem G.
Przyktady:
Ay.[X] i X sg podwyrazeniami Ay.[X]
Az.[xyz] i Xyz sa podwyrazeniami Ay.[Az.[xyz]]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Zmienne wolne w wyrazeniach

(1) x jest jedyng zmienng wolng wystepujacg w
wyrazeniu x

(2) jesli P’ i S’ sg zbiorami zmiennych wolnych
wystepujgcych odpowiednio w wyrazeniach P i
S, to zbiér zmiennych wolnych wystepujgcych w
aplikacji PS jest rowny P’ 0 S’,

(3) jesli P’ jest zbiorem zmiennych wolnych
wystepujgcych w wyrazeniu P, to P’ \ {x} jest
zbiorem zmiennych wolnych wystepujgcych w
wyrazeniu Ax.[P].
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Teoretyczne podstawy informatyki

Zmienne wolne w wyrazeniu A

Przyktady:

X jest zmienng wolng w: ||y jest zmienng zwigzang w:

Ay.[q]
Ayz.[xyz]
ab(Az.[zb])Au.[X]

Ay.[X]
Ay.[Az.[xyz]]

ale wolng w podwyrazeniu:

Az.[xyz]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Wyrazenie wolne ze wzgledu na podstawienie

M = Axy.[xy] M =xz
€U = Av.[u] €U = AX.[u]
AV. Dy [xy] Ml

Zmienne wolne w
M pozostajg wolne.

Zmienna x wolna w
M zostaje zwigzana.
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Teoretyczne podstawy informatyki

Wyrazenie wolne ze wzgledu na podstawienie

niech M i ex beda A-wyrazeniami;

€X 0znhacza, ze zmienna x jest zmienng wolng w €x
lub ze nie wystepuje w &x;

zapis €(M/x) oznacza rezultat zastgpienia
wszystkich wolnych wystgpien zmiennej x przez
wyrazenie M;

wyrazenie M jest wolne po zastgpieniu nim
zmiennej X, jesli podczas zastepowania nie
nastgpig przypadkowe zwigzania zmiennych
wolnych wystepujacych w M.

dr hab. inz. Joanna Jézefowska, prof. PP 15

Teoretyczne podstawy informatyki

Redukcje w rachunku A

O\ x.[xDa=fa
H_/
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Teoretyczne podstawy informatyki

Redukcje w rachunku A

AR [f(FX) ]

M. [AX. [f(X) 1]

dr hab. inz. Joanna Jozefowska, prof. PP 17

Teoretyczne podstawy informatyki

Elementarne reguty redukgciji

Reguta przemianowywania zmiennych

Niech A = Ax. [Fx] oraz niech y bedzie nowg
zmienng, ktéra nie wystepuje w Fx jako
zmienna wolna i pozostaje zmienna wolng po
zastgpieniu nig zmiennej x w Fx, wtedy:

AX.[FX] - Ay.[Fy]

Na przyktad: AXAZ.[xZ] AyAz.[yz]
H_l

Fx]
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Teoretyczne podstawy informatyki

Elementarne reguty redukgciji

Podstawowa reguta redukcji

Niech A = (Ax.[ex])M i wyrazenie M jest wolne
ze wzgledu na zastgpienie nim zmiennej X w
wyrazeniu ex, wtedy:

(Ax.[ex)M €[M/X]
Na przyktad: (Ax.[xz])a (az)
A
ex M
dr hab. inz. Joanna Jozefowska, prof. PP 19

Elementarne reguty redukgciji

Reguta pomocnicza

Niech A = Ax.[Fx] gdzie F jest wyrazeniem, w
ktorym zmienna x nie wystepuje jako zmienna
wolna, wtedy:

Teoretyczne podstawy informatyki

Redukcja wyrazen

niech L i M bedg wyrazeniami, wtedy przezL - M
oznaczymy elementarng redukcje L do M;

wyrazenie jest redukowalne do M, co zapisujemy
L = M, jedliistnieje ciag L =Ly, Ly, ..., Lpq, Ly =M
taki, ze Opcicngy Li = Lists
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Teoretyczne podstawy informatyki

£ A[FN] F
§ Na przyktad: Ax.[(Ay.[y])X] AX[X] Y.yl
‘§ — g,—-
o F
AXI(Ay.yD)x) AY.Y]
ke
dr hab. inz. Joanna Jozefowska, prof. PP 20
Funkcje wielu zmiennych
‘ funkcja dwoch zmiennych ‘ ‘ f(a,)a,

f,i A XA, - B for Ay - (A; - B)

f(a, a) =b

‘ funkcja trzech zmiennych ‘ ‘ ((fa)ay)as ‘

far A XA, XxA; - B

f3(ay, a5 ag) =b
=f(ay)(ay)(as)

dr hab. inz. Joanna Jézefowska, prof. PP

fealay, @) = f1(a,) = f(a)(ay)

fat AL - (A, - (A; - B))

fes(ars @y, a3) =f(a;)(ay, ay)

22

Teoretyczne podstawy informatyki

Technika Curry’ego - currying (Schonfinkel)

funkcja n zmiennych ‘

frA XA X... XA, - B

f.(a, ay,..., a,) =b

| (((fa)ayay)..a)

fo A — (A, ».. - (A, - B)...)

fen(@1, @5 g, -y @) = fop(ar)(ay) (@)
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Teoretyczne podstawy informatyki

Liczby w rachunku A

0= AX.[x]

1= Afx. [fx]

2 = AMx. [f(fX) ]

3 = AMX. [(f(fX)) ]
4 = Afx. [ f(f(f(fx))) ]
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Teoretyczne podstawy informatyki

fx)=x+1

S = Aabc.[b((ab)c)]

S3 = (Aabc.[b((ab)c)])3

= Abc.[b((3b
¢ b)) |(3b)c = b(b(bc))

= Abc.[b(b(b(bc)))]

| Abe.[b(b(b(bc)))] = 4

=4
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Teoretyczne podstawy informatyki

f(x)= 2x

D = Aabc.[(ab)((ab)c)]

D3 = (Aabc.[(ab)((ab)c)])3

= Abc.[(3b)((3b)c)]

|(3b)c = b(b(bc))

= Abe.[(3b)(b(b(be)))] = Abe.[b(b(b(b(b(be)))))]
YOS

=6 1 2 3 45 6
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f(x, y) = x¥

P = Afg.[fg]

(P2)3 = ((Afg.[fg])2)3 [ 2= 1))

= (Ag.[29])3 = (Ag.[ AMx.[f(fx) ]9 ])3

Definicja operacji arytmetycznych w rachunku A

Teoretyczne podstawy informatyki

Dodawanie
A = Mgxy.[((fx)(9X))y]

Mnozenie
M = Afgx.[f(gx)]

Potegowanie
P = Afg.[fg]

dr hab. inz. Joanna Jézefowska, prof. PP

5 = (gl Ax[g@) D3= (Aox. [9(@¥) D3

z 3 = Mx[f(f(fx) |

T = A [3(30) 1= Ak A EIEN |

§ =M D@V = Ay [3((B3X)(3xy)]

£ = Moy, BXEXOONI = ey XXXy )]
Przyktady

Teoretyczne podstawy informatyki

function f(x: integer): integer;
begin f := x end,;

P (x) =x;
definicja funkcji f w rachunku lambda: Ax.[X];
przyktadowe obliczenia dla wywotania: ... y:=f(5);...

M
—~=
AX[X])5
X
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Teoretyczne podstawy informatyki

Przykitady

function f,(x: integer): integer,;
begin f; :=x + 1 end;

f, = S;; (funkcja nastepnika)

definicja funkcji f; w rachunku lambda: Aabc.[(ab)(bc)];

przyktadowe obliczenia dla wywotania: ... y:=f;(5);...

M
(Aabc.[(ab)(ab)c])5
H_J

€a
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Teoretyczne podstawy informatyki

Przykitady

function f,(x, y: integer): integer;
begin f, := x end,;

f, = P,% (projekcja)
definicja funkcji f, w rachunku lambda: (Axy.[y]);
przyktadowe obliczenia dla wywotania: y:=f3(3,4);
M
——
((Axy.[y]) 4)3
LYJ
€X
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Teoretyczne podstawy informatyki

Przyktady

function f5(function f; x: integer): integer;
begin f; := f(x) end;

definicja funkcji f; w rachunku lambda: Afx.[fx];
przyktadowe obliczenia dla wywotania: y:=f5(f;,5);

((Mfx.[fx])Aabc.[(ab)(be)])5 — (Ax.[(Aabe.[(ab)(be)])XI])5
— (Aabc.[(ab)(bo)])5
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Teoretyczne podstawy informatyki

Wyrazenie G, w ktérym nie mozna zastosowac
redukcji typu B lub n jest wyrazeniem
zredukowanym (lub wyrazeniem w postaci
normalnej);

Przyktad wyrazenia nieredukowalnego

Przyktad wyrazenia, dla ktorego istniejg dwa ciggi
redukcji: skonczony i nieskonczony

Teoretyczne podstawy informatyki

AX[XXJAX.[XX] MDA [Xx]
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Twierdzenie

Jesli dla danego wyrazenia istniejg dwa ciggi
redukcji, z ktérych jeden jest nieskonczony, drugi
za$ daje okreslong wartos¢, to wyrazenie to
zawiera podwyrazenie redukowalne do postaci
LM, przy czym M jest nieredukowalne, L ma
postac Ax.[P], gdzie P ma posta¢ zredukowang i
nie zawiera x.

\ Ax.[P]M \

Xy [yD (X [Xx])AX.[xX]
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AXY.[YD)(AX.[XX]))AX.[XX] Ay.[y]
o
§ AXY.[YD)AX.[XX))AX.[XX] (XY [yD X [XX])AX.[xX]
Twierdzenie

Teoretyczne podstawy informatyki

Jesli wyrazenie oblicza sie w drodze kolejnych
skrajnie lewostronnych redukcji operator-
argument, to uzyskany ciagg redukcji konczy sie,
jesli wyrazenie jest redukowalne.
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Teoretyczne podstawy informatyki

Twierdzenie (Churcha-Rossera o zbieznosci)

Jesli dane wyrazenie ma dwa ciagi redukcji
prowadzace do postaci zredukowanych, to
postaci te sg sobie rowne z doktadnoscig do
przemianowania zmiennych (znajdujg sie w tej
samej klasie wartosci).
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Teoretyczne podstawy informatyki

Model rachunku lambda

val{(Au.[u])u} = selfapplic
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Teoretyczne podstawy informatyki

Dana Scott (1970) - model rachunku A

DO - D)

gdzie (D - D) jest przestrzenig funkciji
obliczalnych z D w D.

Izomorfizm z D w (D — D) oznacza, ze D jest
takim zbiorem wartosci, ktory jest potrzebny do
modelu rachunku A.

D jest krata zupetng, a funkcje obliczalne sg
definiowane jako funkcje ciagte w rozumieniu teorii
krat. Kazda funkcja ciggta z D w D ma punkt staty
(Tarski, Knaster).
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Teoretyczne podstawy informatyki

Jezyk LISP (1960)

Lista sktada sie z:
e nazwy funkcji (car)

e ilisty argumentéw (cdr).
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Teoretyczne podstawy informatyki

Jezyk LISP

define (ROZ (lambda(X)
cond ((null X) nil)
((atom X) X)
((atom (car X))(cons (car X) (ROZ (cdr X))))
(T(append (ROZ (car X)) (ROZ (cdr X)))) ))))
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