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ELEKTRYCZNYCH
I ELEKTRONICZNYCH

A.Handkiewicz, M. Kropid�lowski, M. Szulc

Wydzia�l Informatyki i Zarza̧dzania

POLITECHNIKA POZNAŃSKA
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4.1 Źród�la rzeczywiste 19
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5.3.1 Elementy RLC w po�la̧czeniu szeregowym 30
5.3.2 Elementy RLC w po�la̧czeniu szeregowo-równoleg�lym 31
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1
WSTȨP

1.1 PRZEZNACZENIE ĆWICZEŃ

Skrypt zawiera ćwiczenia zaznajamiaja̧ce studentów z podstawowymi prawami i w�laściwościami obwodów elek-
trycznych, stanowia̧ce równocześnie wstȩp do elektroniki. Jest przeznaczony dla studentów dwóch kierunków
na Wydziale Informatyki i Zarza̧dzania: Automatyka i Zarza̧dzanie oraz Informatyka, dla zajȩć prowadzonych
w różnych trybach (dzienne, zaoczne, inżynierskie, magisterskie uzupe�lnaiaja̧ce, itp.). Z tego wzglȩdu studenci
wykonuja̧cy ćwiczenia moga̧ siȩ znacznie różnić poziomem przygotowania, w zwia̧zku z czym każde ćwiczenie
zosta�lo poprzedzone obszernym wstȩpem przedstawiaja̧cym podstawy teoretyczne danego ćwiczenia. Podstawy
te sa̧ opisane w sposób skondensowany i powinny być przez studentów traktowane jako podsumowanie wyk�ladów
lub obszerniejszego materia�lu z podrȩczników teorii obwodów i podstaw elektroniki.

Z punktu widzenia teorii obwodów i podstaw elektroniki ćwiczenia maja̧ charakter elementarny. Każde
stanowisko, na którym jest wykonywane ćwiczenie jest wyposażone w komputer oraz wy�la̧cznie cyfrowe przyrza̧dy
pomiarowe: mierniki, generatory, przystawki oscyloskopowe. W ćwiczeniach, w których jest to tylko możliwe,
oprócz pomiarów, w celach porównawczych, wykonywane sa̧ również symulacje komputerowe. Na komputerach
sa̧ także zainstalowane odpowiednie programy, umożliwiaja̧ce automatyzacjȩ procesu pomiarowego. Wszystkie
uk�lady bȩda̧ce przedmiotem ćwiczeń sa̧ przez studentów �la̧czone osobíscie. W wiȩkszości ćwiczeń sa̧ wykorzys-
tane p�lytki montażowe, używane przy budowaniu nowoczesnych prototypowych uk�ladów elektronicznych.

1.2 WSKAZÓWKI DYDAKTYCZNE

Ćwiczenie wprowadzaja̧ce (ćwiczenie 2) ma na celu wy�la̧cznie zapoznanie studentów z przyrza̧dami pomia-
rowymi i oprogramowaniem wykorzystywanymi w laboratorium. Jeżeli do wykonywania ćwiczeń przystȩpuja̧
studenci, z których wielu dotychczas z takimi przyrza̧dami nie mia�lo do czynienia, wskazane jest aby ćwiczenie
by�lo prowadzone przez dwa tygodnie. W pierwszym tygodniu ćwiczenie ma charakter demonstracji wykony-
wanej przez prowadza̧cego, w drugim tygodniu każdy student wykonuje je samodzielnie. Ze wzglȩdu na koszt
aparatury jest niezwykle istotne, aby temu ćwiczeniu poświȩcić dużo uwagi. Z pozosta�lych ćwiczeń wykonanie
niektórych (np. ćwiczenie 12) może także być wykonywane przez dwa tygodnie, lub niektóre z punktów moga̧
być opuszczone.

Zakres wstȩpu teoretycznego do wiȩkszości ćwiczeń jest szerszy niż minimum konieczne do przeprowadzenia
ćwiczenia. Prowadza̧cy ćwiczenia powinien wiȩc wskazać studentom jaki zakres ze wstȩpu teoretycznego ich
obowia̧zuje, biora̧c pod uwagȩ ich poziom przygotowania. Zakres wiadomości teoretycznych przedstawionych w
poszczególnych ćwiczeniach jest nastȩpuja̧cy:

• W ćwiczeniu 3:

1. zasada superpozycji,
2. prawa Kirchhoffa, prawo Ohma,
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2 WSTȨP

3. graf obwodu, macierze strukturalne,

4. metoda oczkowa i metoda potencja�lów wȩz�lowych,

5. twierdzenie Tellegena,

6. zasada wzjaemności.

• W ćwiczeniu 4:

1. źród�la rzeczywiste napiȩciowe i pra̧dowe,

2. praca źród�la w warunkach dopasowania,

3. twierdzenia Thevenina i Nortona.

• W ćwiczeniu 5:

1. definicja obwodu pra̧du zmiennego,

2. definicja sygna�lu zespolonego,

3. wykres wskazowy (wektorowy),

4. operator obrotu, wartości chwilowe sygna�lów,

5. zależności miȩdzy napiȩciami i pra̧dami w postaci zespolonej dla elementów reaktancyjnych,

6. definicje reaktancji, susceptancji, impedancji, admitancji,

7. szereg Fouriera, analiza harmoniczna, sk�ladowa sta�la i wartość skuteczna,

8. szereg Fouriera w postaci zespolonej.

• W ćwiczeniu 6:

1. definicja zjawiska rezonansu,

2. schematy zastȩpcze cewki i kondensatora,

3. definicje dobroci cewki i kondensatora,

4. szeregowy obwód rezonansowy,

5. definicje rezonansu amplitudy pra̧du i rezonansu fazowego,

6. definicje dobroci, rozstrojenia, szerokości pasma i selektywności,

7. zjawisko przepiȩcia.

• W ćwiczeniu 7:

1. równoleg�ly obwód rezonansowy,

2. definicje rezonansu amplitudy napiȩcia i rezonansu fazowego,

3. definicje dobroci, rozstrojenia, szerokości pasma i selektywności,

4. zjawisko przetȩżenia.

• W ćwiczeniu 8:

1. moc chwilowa,

2. definicje mocy czynnej, biernej, pozornej i zespolonej,

3. moc odkszta�lcenia,

4. kompensacja mocy biernej, poprawa cosϕ.

• W ćwiczeniu 9:

1. definicja czwórnika,

2. macierze opisuja̧ce czwórniki,

3. parametry falowe,

4. czwórniki bezstratne, konwerter, inwerter,

5. transformator, żyrator, źród�la sterowane, nullor.
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• W ćwiczeniu 10:

1. analiza obwodów liniowych o sta�lych parametrach,

2. definicja sta�lej czasowej,

3. pierwiastki równania charakterystycznego,

4. sk�ladowe t�lumione periodyczne i aperiodyczne,

5. sk�ladowe swobodna i wymuszona,

6. metoda operatorowa,

7. transformaty podstawowych funkcji,

8. transformata pochodnej,

9. modele indukcyjności i pojemności w dziedzinie operatorowej,

10. bieguny funkcji wymiernej, rozk�lad na u�lamki proste.

• W ćwiczeniu 11:

1. czwórnik bezstratny w warunkach dopasowania,

2. równanie Feldtkellera,

3. model syntezy Darlingtona,

4. zerowa wrażliwość filtru w zerach t�lumienia.

• W ćwiczeniu 12:

1. definicja wzmacniacza operacyjnego i jego makromodel,

2. wzmocnienie sta�lopra̧dowe i czȩstotliwość wzmocnienia jednostkowego,

3. efekt Millera,

4. margines fazy, czas narastania napiȩcia wyj́sciowego, czas ustalania, wspó�lczynnik t�lumienia wp�lywu
zasilania, wspó�lczynnik t�lumienia sygna�lu wspólnego,

5. wzmacniacze: odwracaja̧cy i nieodwracaja̧cy.

• W ćwiczeniu 13:

1. dyskretyzacja, kwantyzacja, twierdzenie Shannona,

2. sposoby kodowania, parametry przetwornika,

3. typy przetworników A/C, C/A,

4. dzia�lanie komparatorowego przetwornika A/C,

5. dzia�lanie przetwornika z rezystorami ważonymi.

Autorzy dziȩkuja̧ kolegom za wszelka̧ pomoc w opracowaniu ćwiczeń i przygotowaniu zestawów laborato-
ryjnych, w szczególności drowi hab. inż. Andrzejowi Rybarczykowi, a także pragna̧ nadmienić, że w przygo-
towaniu ćwiczeń i opisu jako wzór przyjȩli skrypt ”Laboratorium Podstaw Elektrotechniki”, z którego przez
d�lugi czas korzystali prowadza̧c zajȩcia na Wydziale Elektrycznym.





2
Ćwiczenie wprowadzaja̧ce

2.1 CEL ćWICZENIA

Zapoznanie siȩ z urza̧dzeniami pomiarowymi i technikami pomiarów stosowanymi w laboratorium obwodów
elektrycznych i elektronicznych.

2.2 PRZYRZa̧DY, OPROGRAMOWANIE I SPRZȩT LABORATORYJNY

2.2.1 Uniwersalne zestawy laboratoryjne typu MS-9150, MS-9160 firmy METEX

• po�la̧czenie w jednej obudowie generatora funkcyjnego, czȩstościomierza, zasilacza stabilizowanego i mul-
timetru

• generator funkcyjny - możliwość generacji siedmiu rodzajów przebiegów (sinusoida, sinusoida ukośna,
trójka̧t, pi�la, prostoka̧t, impuls, impulsy TTL) o czȩstotliwości 0,2Hz do 2MHz (MS-9150) lub 1Hz do
10MHz (MS-9160) w siedmiu podzakresach

• wielofunkcyjny licznik czȩstotliwości - pomiar w zakresie od 5Hz do 1.3GHz

• zasilacz pra̧du sta�lego z wyświetlaczem aktualnego natȩżenia lub napiȩcia - wyj́scia: regulowane w zakresie
0V do 30V (0.2A w wersji 9150 i 0.3A w wersji 9160) oraz sta�le o watrościach 5V/2A i 15V/1A

• izolowany elektrycznie od reszty zestawu multimetr cyfrowy - pomiary napiȩcia i pra̧du, rezystancji, po-
jemności, indukcyjności (tylko MS-9160), test stanów logicznych, test diod i cia̧g�lości, pomiar wzglȩdny

• wyświetlacz z podwójnym odczytem DUAL DISPLAY

• wspó�lpraca z komputerem PC poprzez z�la̧cze szeregowe RS232C

2.2.2 Multimetr cyfrowy MXD-4660A

• wielofunkcyjny wyświetlacz LCD z podświetleniem (3 dodatkowe pola odczytowe)

• 4 1/2 cyfrowy odczyt (max. 19999)

• wspó�lpraca z komputerem PC poprzez z�la̧cze szeregowe RS232C

• zasilanie 110/120V lub 220/240V, 50/60Hz

• przetwornik wartości skutecznej - True RMS
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6 ĆWICZENIE WPROWADZAJA̧CE

• pamiȩć (Data-Hold) wartości: bieża̧cej, minimalnej, maksymalnej i średniej

• pamiȩć do 10 odczytów

• pomiar wzglȩdny (w jednostkach i w %)

2.2.3 Krótkie omówienie stosowanego oprogramowania

2.2.3.1 Oprogramowanie do akwizycji danych pomiarowych

• MultiView (MXD-4660)

• ScopeView (MS-9160)

2.2.3.2 Oprogramowanie wspomagaja̧ce obliczenia i analizȩ danych

• AIMspice, mikroSim (Pspice)

• FNGraph

• Datascape

• Perl

W celu zapoznania siȩ z technikami stosowanymi w laboratorium wykonane zostana̧ dwie proste sekwencje
pomiarowe zwia̧zane z analiza̧ obwodów pasywnych RLC.

2.2.4 P�lyta prototypowa

Badane uk�lady sa̧ montowane na p�lytach prototypowych. Pojedyncza p�lytka posiada otwory, u�lożone w czterech
kolumnach, w każdej jest wiersz sk�ladaja̧cy siȩ z piȩciu otworów. Na brzegach p�lytki i w jej czȩści środkowej
sa̧ rozmieszczone dodatkowe otwory. Otwory sa̧ przeznaczone na mocowanie w nich nóżek elementów elektron-
icznych. Po�la̧czenia poszczeólnych elementów na p�lytce sa̧ realizowane za pomoca̧ przeznaczonych specjalnie
do tego celu przewodów montażowych. Przewody, w kilku kolorach, przechowywane sa̧ w oddzielnych pojem-
nikach. Obudowy trzech gniazd BNC, umieszczone w prawej, górnej czȩści p�lyty, po�la̧czone sa̧ z gniazdem po
lewej stronie oznaczonym symbolem masy oraz z jedna̧ z linii otworów w środkowej czȩści p�lyty.

2.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

2.3.1 Przyrza̧dy pomiarowe

Zapoznać siȩ z urza̧dzeniami pomiarowymi znajduja̧cymi siȩ w laboratorium wykorzystuja̧c do tego celu in-
strukcje obs�lugi.

2.3.2 Badanie charakterystyk czȩstotliwościowych obwodu

2.3.2.1 Modelowanie zjawisk zachodza̧cych w obwodzie Do modelowania zachowania siȩ obwodu przy wymusze-
niu zmiennym można wykorzystać symulator Pspice:

• uruchomić edytor schematów µSim DesignLab

• otworzyć plik *.sch (lub *.cir dla AIMspice) odpowiadaja̧cy obwodowi na rys.2.2

• wykonać analizȩ AC

• przeanalizować wyniki symulacji za pomoca̧ postprocesora, zanotować wartości czȩstotliwości odpowiadaja̧ce
maksimom



PRZEBIEG ĆWICZENIA 7

Fig. 2.1 Rozmieszczenie po�la̧czeń na p�lycie prototypowej
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Fig. 2.2 Schemat po�la̧czeń dla badania charakterystyk czȩstotliwościowych obwodu
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Fig. 2.3 Schemat po�la̧czeń dla analizy stanu nieustalonego w obwodzie RC

2.3.2.2 Akwizycja danych pomiarowych

• po�la̧czyć obwód pomiarowy wed�lug schematu z rys.2.2, jako wymuszenie zastosować generator MS-9160 z
przebiegiem sinusoidalnym o wartości skutecznej 1V i czȩstotliwości w zakresie 0 - 10kHz.

• dokonać pomiarów napiȩcia na pojemności przy pomocy multimetru MXD-4660 i oprogramowania Mul-
tiView, wyniki zapisać w pliku uc1v.txt

Uwaga:
pomiary zapisywać w C : \Lab \ Pomiary\
nie zmieniać zakresu miernika podczas pomiaru

2.3.2.3 Prezentacja danych

• przejrzeć zawartość pliku wyj́sciowego z programu MultiView

• dokonać konwersji danych do postaci akceptowanej przez program Datascape używaja̧c w tym celu skryptu
Perl’a converter.pl

• wykreślić wyniki pomiarów w programie Datascape

• porównać wyniki pomiarów z wynikami symulacji

Sk�ladnia linii poleceń skryptu Perl’a jest nastȩpuja̧ca: perl converter.pl uc1v.txt wynik. Wynikiem
dzia�lania skryptu sa̧ dwa pliki tekstowe o nazwach:

• pierwszy kana�l pomiarowy z wynikami w kolejności odpowiadaja̧cej czasowi pomiaru - wynik ch1time.txt

• drugi kana�l pomiarowy z wynikami posortowanymi w zależności od czȩstotliwości - wynik ch2sort.txt

2.3.3 Analiza procesu �ladowania i roz�ladowania kondensatora

2.3.3.1 Modelowanie zjawisk zachodza̧cych w obwodzie Do modelowania zachowania siȩ obwodu przy wymusze-
niu zmiennym można wykorzystać symulator Pspice:

• uruchomić edytor schematów µSim DesignLab

• otworzyć plik *.sch (lub *.cir dla AIMspice) odpowiadaja̧cy obwodowi na rys.2.3

• wykonać analizȩ TR (transient)

• przeanalizować wyniki symulacji za pomoca̧postprocesora, zanotować wartość sta�lej czasowej obwodu RC
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2.3.3.2 Akwizycja danych pomiarowych

• po�la̧czyć obwód pomiarowy wed�lug schematu z rys.2.3, jako wymuszenie zastosować zasilacz MS-9160 z
nastawionym napiȩciem 5V

• dokonać pomiarów napiȩcia na pojemności przy pomocy multimetru MXD-4660 i oprogramowania Mul-
tiView, wyniki zapisać w pliku rc5v.txt

Uwaga:
pomiary zapisywać w C : \Lab \ Pomiary\
nie zmieniać zakresu miernika podczas pomiaru

2.3.3.3 Prezentacja danych

• przejrzeć zawartość pliku wyj́sciowego z programu MultiView

• dokonać konwersji danych do postaci akceptowanej przez program Datascape używaja̧c w tym celu skryptu
Perl’a converter.pl w sposób opisany w poprzednim ćwiczeniu

• wykreślić wyniki pomiarów w programie Datascape

• porównać wyniki pomiarów z wynikami symulacji

2.4 ZADANIE

Czym spowodowane sa̧ różnice miȩdzy wynikami pomiarów i symulacji? Pomierzyć wartości elementów w
uk�ladzie z rys.2.2 i powtórzyć symulacje dla tego obwodu uwzglȩdniaja̧c zmierzone wartości oraz schemat
zastȩpczy cewki rzeczywistej.





3
Superpozycja i wzajemność w

obwodach elektrycznych

3.1 OBWODY LINIOWE

Superpozycja w systemie fizycznym lub technicznym oznacza, że reakcja na kombinacjȩ liniowa̧ pobudzeń jest
kombinacja̧ liniowa̧ reakcji na każde z pobudzeń dzia�laja̧cych z osobna. Zasada superpozycji jest wiȩc mate-
matyczna̧ konsekwencja̧ opisu dowolnego systemu za pomoca̧ równań liniowych. W obwodach elektrycznych
zarówno pobudzenia jak i reakcje sa̧ sygna�lami (funkcjami czasu) napiȩciowymi lub pra̧dowymi. Możemy wiȩc
powiedzieć, że w obwodach elektrycznych, zbudowanych ze źróde�l, stanowia̧cych pobudzenia (wymuszenia), i
elementów bȩda̧cych odbiornikami, napiȩcie na odbiorniku lub pra̧d przez niego p�lyna̧cy jest suma̧ napiȩć lub
pra̧dów dla każdego ze źróde�l dzia�laja̧cych z osobna. Obliczaja̧c wiȩc szukany sygna�l w obwodzie z zastosowaniem
zasady superpozycji należy należy obwód analizować dla kolejnych źróde�l, zastȩpuja̧c pozozsta�le ich impedanc-
jami (admitancjami) wewnȩtrznymi. W szczególnym przypadku, gdy wystȩpuja̧ idealne, autonomiczne źród�la
napiȩciowe (pra̧dowe), to zastȩpujemy je zwarciem (przerwa̧).

W dalszej czȩści stosować bȩdziemy rachunek macierzowy, aby uwypuklić liniowość obwodów elektrycznych
czyli ich opis za pomoca̧ równań linowych, a dla przedstawienia sieci po�la̧czeń elementów stosować bȩdziemy
grafy. Krawȩdzie grafu sa̧ zorientowane (zwroty zgodne z kierunkami pra̧dów w obwodzie). Przyk�lad obwodu
i jego graf jest pokazany na rys.3.1. W przypadku ogólnym każda krawȩdź k grafu może oznaczać w obwodzie
elektrycznym źród�lo pra̧dowe Jk po�la̧czone równolegle z admitanca̧ Yk lub źród�lo napiȩciowe Ek po�la̧czone
szeregowo z impedancja̧ Zk, zgodnie z oznaczeniami na rys.3.2. Zwróćmy uwagȩ, że zgodnie ze schematem
ogólnym krawȩdzi grafu, napiȩcia i pra̧dy w źród�lach strza�lkujemy zgodnie, natomiast w impedancjach lub
admitancjach przeciwnie.

Wykorzystuja̧c prawo napiȩciowe Kirchhoffa (suma algebraiczna spadków napiȩć w oczku jest równa sumie
algebraicznej si�l elektromotorycznych dzia�laja̧cych w oczku), otrzymujemy równanie macierzowe

Ug = −Eg + ZgIg, (3.1)

natomiast prawo pra̧dowe Kirchhoffa (suma algebraiczna pra̧dów wyp�lywaja̧cych z wȩz�la jest równa zeru)
równanie

Ig = −Jg + YgUg, (3.2)

gdzie Ug = [U1, . . . , Uk, . . . , Un]T , Ig = [I1, . . . , Ik, . . . , In]T , Eg = [E1, . . . , Ek, . . . , En]T , Jg = [J1, . . . , Jk, . . . , Jn]T

sa̧ macierzami kolumnowymi (symbol T oznacza transpozycjȩ macierzy) odpowiednich napiȩć lub pra̧dów w ob-
wodzie. Macierze Zg (Yg) sa̧ macierzami kwadratowymi rozmiaru n × n zawieraja̧cymi na g�lównej przeka̧tnej
kolejne impedancje (admitancje) obwodu, a poza g�lówna̧ przeka̧tna̧ zera (ewentualnie impedancje lub admitancje
wzajemne jeśli takie w obwodzie wystȩpuja̧). W równaniach (3.1) i (3.2) spadki napiȩć na impedancjach i admi-
tancjach zosta�ly, zgodnie z prawem Ohma (proporcjanalność miȩdzy napiȩciem i pra̧dem, ze wspó�lczynnikiem
proporcjonalności odpowiednio Zk lub Yk) zasta̧pione wyrażeniami ZgIg i YgUg. Macierze w równaniu (3.1)
maja̧ na przyk�lad, dla obwodu na rys.3.1, postać: Ug = [U1, U2, U3, U4, U5, U6]T , Ig = [I1, I2, I3, I4, I5, I6]T ,

11
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Fig. 3.1 Przyk�lad obwodu elektrycznego i jego grafu
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Fig. 3.2 Ogólny schemat zastȩpczy krawȩdzi grafu
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Eg = [0, 0, 0, E, 0, 0]T oraz

Zg =




Z1 0 0 0 0 0
0 Z2 0 0 0 0
0 0 Z3 0 0 0
0 0 0 Z4 0 0
0 0 0 0 Z5 0
0 0 0 0 0 Z6




. (3.3)

Ważna̧ rolȩ w tworzeniu równań obwodu odgrywaja̧ macierze strukturalne: oczkowa α i wȩz�lowa β. Elemen-
tami obu macierzy sa̧ 0 oraz ±1. Kolumny obu macierzy odpowiadaja̧ kolejnym krawȩdziom grafu obwodu,
natomiast wiersze macierzy α odpowiadaja̧ kolejnym oczkom (cyklom) liniowo niezależnym grafu a macierzy
β wierzcho�lkom niezależnym. Tworza̧c dana̧ macierz wpisujemy 0 jako wartość elementu, gdy krawȩdź grafu
nie należy do oczka odpowiadaja̧cego wierszowi macierzy α lub gdy dana krawȩdź nie jest incydentna z wierz-
cho�lkiem odpowiadaja̧cym wierszowi macierzy β, w przeciwnym razie element macierzy jest 1 z odpowiednim
znakiem. Znak przyjmujemy + gdy dana krawȩdź jest zorientowana wzglȩdem danego oczka lub wȩz�la dodatnio
a − gdy orientacja jest ujemna. Macierze strukturalne utworzone dla grafu obwodu na rys.3.1 na podstawie
tzw. drzewa grafu (drzewem nazywamy podgraf �la̧cza̧cy wszystkie wierzcho�lki grafu i nie zawieraja̧cy oczek)
zbudowanego z krawȩdzi 1, 2, 3, nazywanych ga�lȩziami, sa̧ nastȩpuja̧ce:

α =


 −1 0 1 1 0 0

1 −1 0 0 1 0
0 1 −1 0 0 1


 (3.4)

i

β =


 1 0 0 1 −1 0

0 1 0 0 1 −1
0 0 1 −1 0 1


 . (3.5)

Oczka liniowo niezależne zosta�ly utworzone przez do�la̧czanie kolejno do drzewa krawȩdzi 4, 5, 6 tworza̧cych
tzw. ciȩciwy. Dodatni kierunek obiegu oczka jest określany przez zwrot ciȩciwy.

Wiersze macierzy α odpowiadaja̧ oczkom liniowo niezależnym obwodu. Sta̧d równanie

αUg = 0, (3.6)

jest zapisem macierzowym równań obwodu otrzymanych na podstawie prawa napiȩciowego Kirchhoffa. Nato-
miast macierz β ma wiersze odpowiadaja̧ce wȩz�lom obwodu, sta̧d

βIg = 0, (3.7)

jest zapisem macierzowym równań obwodu otrzymanych na podstawie prawa pra̧dowego Kirchhoffa. Zauważmy
ponadto, że tworza̧c macierze strukturalne na podstawie odpowiednio dobranego drzewa, którego wszystkie
krawȩdzie maja̧ jeden wȩze�l uziemiony, i przy zachowaniu odpowiedniej numeracji krawȩdzi grafu (najpierw
numerujemy ga�lȩzie a nastȩpnie ciȩciwy), każda z macierzy strukturalnych zawiera czȩść bȩda̧ca̧ macierza̧ jed-
nostkowa̧. Sta̧d równanie

Ig = αT I, (3.8)

definiuje macierz I pra̧dów oczkowych bȩda̧cych po prostu pra̧dami ciȩciw, a równanie

Ug = βT V, (3.9)

definiuje macierz V potencja�lów wȩz�lów równych, w przedstawionym przyk�ladzie, napiȩciom odpowiadaja̧cym
ga�lȩziom.

Zapis macierzowy pozwala również �latwo uzyskać inne ważne zależności dotycza̧ce obwodów elektrycznych.
Na pocza̧tek przedstawimy wyprowadzenie metod analizy: oczkowej i potencja�lów wȩz�lowych. Za�lóżmy, że obwód
zawiera jedynie źród�la napiȩciowe, czyli do jego opisu wystarcza równanie (3.1). Mnoża̧c lewostronnie równanie
(3.1) przez α i wykorzystuja̧c (3.6) oraz (3.8) otrzymujemy

0 = −αEg + αZgα
T I. (3.10)

Oznaczja̧c przez Z = αZgα
T macierz impedancyjna̧ oczkowa̧ a przez E = αEg macierz si�l elektromotorycznych

czynnych w oczkach, otrzymujemy w zapisie macierzowym równania metody pra̧dów oczkowych

ZI = E. (3.11)
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Podobnie, zak�ladaja̧c że obwód zawiera jedynie źród�la pra̧dowe, czyli do jego opisu wystarczy równanie (3.2),
mnoża̧c lewostronnie to równanie przez β i wykorzystuja̧c (3.7) oraz (3.9) otrzymujemy

0 = −βJg + βYgβ
T V. (3.12)

Oznaczja̧c przez Y = βYgβ
T macierz admitancyjna̧ wȩz�lowa̧ a przez J = βJg macierz pra̧dów dop�lywaja̧cych

do wȩz�lów, otrzymujemy w zapisie macierzowym równania metody potencja�lów wȩz�lowych

Y V = J. (3.13)

Ponieważ obwody elektroniczne maja̧ z zasady wspólna̧ masȩ, medoda potencja�lów wȩz�lowych jest preferowana
do ich analizy.

Macierze strukturalne maja ciekawa̧ w�laściwość, mianowicie

αβT = 0, (3.14)

lub w postaci równoważnej βαT = 0. Równanie to jest spe�lnione nie tylko dla macierzy z rozważanego przyk�ladu,
ale jest prawdziwe dla macierzy strukturalnych dowolnego grafu.

Dowód równania (3.14). Równanie to można �latwo wykazać na gruncie topologii. Jak wiemy, każdy wiersz
macierzy α odpowiada jakiemuś cyklowi grafu, natomiast wiersz macierzy β, czyli kolumna βT krawȩdziom
przeciȩtym przez kulȩ topologiczna̧ otaczaja̧ca̧ wierzcho�lek (w przypadku ogólnym jaka̧ś czȩść grafu). Moga̧
wobec tego zachodzić dwa przypadki: cykl (oczko) ma jaka̧ś krawȩdź wchodza̧ca̧ do kuli i druga̧ krawȩdź
wychodza̧ca̧, lub cykl i kula sa̧ roz�la̧czne. Druga sytuacja odpowiada przypadkowi mnożenia wiersza macierzy α
przez kolumnȩ macierzy βT , takich że jedynki nie wystȩpuja̧ równocześnie w obu czynnikach, co daje oczywíscie
wynik zerowy. Natomiast przypadek, gdy cykl i kula maja̧ krawȩdź wspólna̧ (wchodza̧ca̧ do kuli) daja̧cy
niezerowy wynik mnożenia, oznacza że dla krawȩdzi wychodza̧cej dostajemy w wyniku mnożenia jedynkȩ z
przeciwnym znakiem, co po zredukowaniu daje również zero. Jedynki przeciwnych znaków wynikaja̧ sta̧d, że
jeśli para krawȩdzi (wchodza̧ca i wychodza̧ca) sa̧ zorietowane jednakoimiennie (różnoimiennie) wzglȩdem oczka,
to sa̧ zorientowanie różnoimiennie (jednakoimiennie) wzglȩdem kuli.

Z zależności (3.14) wynika równanie
IT
g Ug = 0, (3.15)

nazywane twierdzeniem Tellegena.
Dowód twierdzenia Tellegena. Mnoża̧c równanie (3.14) lewostronnie przez IT i prawostronnie przez V

otrzymujemy równanie IT αβT V = 0, z którego po wykorzystaniu zależności (3.8) i (3.9) wynika (3.15).
Równanie (3.15) dla wartości chwilowych napiȩć i pra̧dów w obwodzie jest równaniem bilansu mocy (suma

mocy chwilowych w obwodzie jest równa zeru). Zauważmy jednak, że równanie (3.15) jest również s�luszne
dla pra̧dów wziȩtych z jednego obwodu a napiȩć z drugiego, pod warunkiem że oba obwody maja̧ identyczne
grafy i tym samym identyczne macierze strukturalne. Spostrzeżenie to pozwala udowodnić twierdzenie nazywane
zasada̧ wzajemności: jeżeli dwa obwody elektryczne, posiadaja̧ce takie same grafy, różnia̧ siȩ jedynie elementami
odpowiadaja̧cymi dwom tym samym krawȩdziom grafu, to

U I
1 III

1 + U I
2 III

2 = U II
1 II

1 + U II
2 II

2 , (3.16)

gdzie U I
1 , II

1 , U I
2 , II

2 sa̧ odpowiednio napiȩciami i pra̧dami pierwszej i drugiej krawȩdzi pierwszego obwodu, a
U II

1 , III
1 , U II

2 , III
2 drugiego.

Dowód zasady wzajemności. Z twierdzenia Tellegena (3.15) wynika

U I
1 III

1 + U I
2 III

2 = −
n∑

k=3

U I
k III

k , (3.17)

oraz

U II
1 II

1 + U II
2 II

2 = −
n∑

k=3

U II
k II

k . (3.18)

Z za�lożenia, ga�lȩzie obwodu od 3-ciej do n-tej sa̧ identyczne. Przyjmuja̧c, że ga�lȩzie te sa̧ opisane impedancjami
Zk, k = 3, . . . , n, możemy prawe strony równań (3.17) i (3.18) zapisać w postaci

n∑
k=3

U I
k III

k =
n∑

k=3

ZkII
kIII

k , (3.19)
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Fig. 3.3 Schemat po�la̧czeń uk�ladu do badania zasady superpozycji

oraz
n∑

k=3

U II
k II

k =
n∑

k=3

ZkIII
k II

k , (3.20)

co dowodzi zasady wzajemności (3.16).
Zależność (3.16) jest ogólnym sformu�lowaniem zasady wzajemności, z którego wynikaja̧ przypadki szczególne

badane w trakcie ćwiczenia. Za�lóżmy dla przyk�ladu, że w pierwszym obwodzie w pierwszej ga�lȩzi znajduje siȩ
źród�lo napiȩcia (si�la elektromotoryczna E), a w drugiej ga�lȩzi amperomierz (zwarcie), podczas gdy w drugim
obwodzie odwrotnie: w pierwszej amperomierz, w drugiej źród�lo E. Mamy wówczas: U I

1 = U II
2 = E, U I

2 =
U II

1 = 0 i z równania (3.16) wynika III
1 = II

2 , czyli równość wskazań amperomierzy.

3.2 CEL ćWICZENIA

Celem ćwiczenia jest praktyczna ilustracja zasad superpozycji i wzajemności jako metod analizy obwodów
elektrycznych.

3.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

3.3.1 Badanie zasady superpozycji

3.3.1.1 Schemat obwodu Zestawić uk�lad wed�lug schematu z rys.3.3. Wartości elementów: E1 = 6V , ER =
(E = 10V, RW = 200Ω), J1 = 30mA, R1 = 1kΩ, R2 = 100Ω, R3 = 100Ω, R4 = 1kΩ, R5 = 100Ω, R6 = 1kΩ.

3.3.1.2 Pomiary i obliczenia Przeprowadzić pomiary wartości pra̧dów p�lyna̧cych w ga�lȩziach obwodu przy
w�la̧czonych wszystkich źród�lach, a nastȩpnie dla każdego ze źróde�l oddzielnie (należy pamiȩtać o w�laściwej
eliminacji pozosta�lych źróde�l). Należy zwrócić uwagȩ na pod�la̧czenie przyrza̧dów oraz w�laściwa̧ interpretacjȩ
otrzymanych wyników (wartości ujemne odczytów). Wyniki umieścić w tabeli 3.1.

Nastȩpnie należy dokonać analitycznego wyznaczenia badanych wartości pra̧dów oraz porównać je z otrzy-
manymi wynikami pomiarów. Wycia̧gna̧ć wnioski.

3.3.2 Badanie zasady wzajemności

3.3.2.1 Schemat obwodu Zestawić uk�lad wed�lug schematu z rys.3.4. Wartości elementów: R1 = 1kΩ, R2 =
100Ω, R3 = 100Ω, R4 = 1kΩ, R5 = 100Ω, R6 = 1kΩ, RW = 200Ω); Wartości źróde�l: E1 = 6V , J1 = 10mA.
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z pomiarów z obliczeń analitycznych

w�la̧czone źród�la I2 I3 I4 I5 I6 I7 I2 I3 I4 I5 I6 I7

mA mA mA mA mA mA mA mA mA mA mA mA

E1

J1

ZR

E1, J1, ZR

Table 3.1 Tabela wyników pomiarów dla zasady superpozycji

R2

R6

R1

Ÿród³o (miernik)
1

5

1’
5’

miernik (Ÿród³o)

R5

R3 R4

RW

Fig. 3.4 Schemat po�la̧czeń uk�ladu do badania zasady wzajemności
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Table 3.2 Tabela wyników pomiarów dla zasady wzajemności

3.3.2.2 Pomiary i obliczenia Przeprowadzić pomiary wartości odpowiednio pra̧du lub napiȩcia p�lyna̧cego w
odpowiedniej ga�lȩzi zgodnie z tabela̧ pomiarowa̧ 3.2. Wyniki umieścić w tabeli. Nastȩpnie obliczyć wartości
podanych transmitancji dla uk�ladu. Wycia̧gna̧ć wnioski.

3.4 SPRAWOZDANIE

1. Obliczyć analitycznie wartości pra̧dów I2, I3, I4, I5, I6, I7 dla obwodu z rys.3.3. Porównać z wynikami
otrzymanymi z pomiarów.

2. Wykazać s�luszność zasady superpozycji na podstawie wyników pomiarów zamieszczonych w tabeli wyników
3.1.

3. Określić na podstawie wyników pomiarów i obliczeń transmistancji z punktu 3.3.2, dla których przypadków
zachodzi zasada wzajemności.





4
Źrod�lo rzeczywiste; dopasowanie na

maksimum mocy

4.1 ŹRóD�lA RZECZYWISTE

Dwa rodzaje źróde�l rzeczywistych: napiȩciowe i pra̧dowe, przedstawiono na rys.4.1. Charakteryzuja̧ siȩ one
odpowiednio niezerowa̧ rezystancja̧ wewnȩtrzna̧ RW lub niezerowa̧ konduktancja̧ wewnȩtrzna̧ GW . Obcia̧żenia
źróde�l zosta�ly oznaczone odpowiednio rezystancja̧ RO lub konduktancja̧ GO. �Latwo obliczyć, że w obwodzie ze
źród�lem napiȩciowym napiȩcie i pra̧d w obcia̧żeniu wyrażaja̧ siȩ wzorami:

I =
IZ

1 + a
, U = E

a

1 + a
, (4.1)

gdzie obcia̧żenie wzglȩdne (a = RO/RW ) a IZ = E/RW oznacza pra̧d zwarcia, czyli pra̧d dla RO = 0.
Dla obwodu ze źród�lem pra̧dowym otrzymujemy analogiczne wzory:

U = U0
a

1 + a
, I =

J

1 + a
, (4.2)

gdzie obcia̧żenie wzglȩdne (a = RO/RW = GW /GO) a U0 = J/GW oznacza napiȩcie biegu ja�lowego, czyli
napiȩcie na zaciskach źród�la dla GO = 0. Zauważmy, że w źród�le napiȩciowym napiȩcie biegu ja�lowego jest
równe sile elektromotorycznej źród�la U0 = E, a pra̧d zwarcia w źród�le pra̧dowym wydatkowi pra̧dowemu źród�la
JZ = J . Mamy wiȩc nastȩpuja̧ce zależności:

U0IZ =
E2

RW
=

J2

GW
. (4.3)

Ca�lkowita moc tracona w obwodzie ze źród�lem napiȩciowym wynosi

PC = EI = U0IZ
1

1 + a
, (4.4)

podczas gdy ca�lkowita moc tracona w obwodzie ze źród�lem pra̧dowym wynosi

PC = JU = IZU0
a

1 + a
. (4.5)

Obliczaja̧c jednak moc wydzielana̧ w obcia̧żeniu otrzymujemy dla obu rodzajów źróde�l:

P = UI = U0IZ
a

(1 + a)2
. (4.6)

Z powyższych zależności wynikaja̧ wzory na sprawności η = P/PC źróde�l. Dla źród�la napiȩciowego otrzymujemy

η =
a

1 + a
, (4.7)

19
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Fig. 4.1 Źród�lo rzeczywiste napiȩciowe (a) i pra̧dowe (b)

a dla źród�la pra̧dowego

η =
1

1 + a
. (4.8)

Przedstawione wzory pozwalaja̧ na stwierdzenie, że rzeczywiste źród�la napiȩciowe i pra̧dowe sa̧ sobie równoważne
ze wzglȩdu na napiȩcie i pra̧d na zaciskach 1, 1′ gdy RW = 1/GW oraz J = E/RW lub E = J/GW , ale nie
sa̧ równoważne pod wzglȩdem energetycznym. Z wyja̧tkiem zależności (4.6) wszystkie wyrażenia sa̧ funkcjami
monotonicznymi parametru a. Badanie funkcji P (a) opisanej wzorem (4.6), za pomoca̧ pochodnych, pozwala
stwierdzić, że osia̧ga ona maksimum dla a = 1 wynosza̧ce Pmax = U0IZ/4. Czyli

P

Pmax
=

4a

(1 + a)2
. (4.9)

Przypadek a = 1, czyli RO = RW nazywamy praca̧ źród�la w warunkach dopasowania.
Przedstawiona równoważność obu rodzajów źróde�l jest czȩsto wykorzystywana w anlizie obwodów. Równo-

ważność ta zyskuje dodatkowe znaczenie dziȩki możliwości zastȩpowania pojedynczym źród�lem rzeczywistym
obwodu zbudowanego z wielu elementów. Rozważmy dla przyk�ladu obwód przedstawiony na rys.4.2a. Jest on
równoważny obwodowi na rys.4.2b, ponieważ dwa dodatkowe źród�la o jednakowych si�lach elektromotorycznych
równych napiȩciu biegu ja�lowego na zaciskach obwodu przy od�la̧czonej ga�lȩzi ZO sa̧ przeciwnie skierowane i siȩ
komensuja̧. Obliczymy pra̧d I w obwodzie, stosuja̧c zasadȩ superpozycji. Weźmy pod uwagȩ obwód z rys.4.2b.
Zauważmy, że pierwsza sk�ladowa pra̧du, dla źród�la U0 skierowanego w górȩ i wszystkich źróde�l dzia�laja̧cych
wewna̧trz z�lożonego obwodu jest zerowa, ponieważ U0 jest napiȩciem biegu ja�lowego na zaciskach 1, 1′ i w
rozważanym przypadku, do�la̧czenie lub od�la̧czenie wydzielonej ga�la̧zi do tych zacisków nie zmienia napiȩć i
pra̧dów w obwodzie. Natomiast druga sk�ladowa pra̧du obliczona zgodnie z zasada̧ suprpozycji, dla wszystkich
źróde�l napiȩciowych zasta̧pionych zwarciem a pra̧dowych przerwa̧, z wyja̧tkiem si�ly elektromototorycznej U0

skierowanej w dó�l, ma wartość U0/(ZW +ZO), gdzie ZW jest impedancja̧ obwodu rozga�lȩzionego widziana̧ miȩdzy
zaciskami 1, 1′. Wykazalísmy w ten sposób twierdzenie Thevenina: w dowolnym, rozga�lȩzionym obwodzie, z
wydzielona̧ miȩdzy zaciskami 1, 1′ ga�lȩzia̧ ZO (rys.4.2a), pra̧d I p�lyna̧cy w tej ga�lȩzi wyraża siȩ wzorem:

I =
U0

ZW + ZO
, (4.10)

gdzie U0 jest napiȩciem biegu ja�lowego na zaciskach 1, 1′ a ZW jest impedancja̧ obwodu widziana̧ miȩdzy tymi
zaciskami przy za�lożeniu, że w obwodzie autonomiczne źród�la napiȩciowe zosta�ly zasta̧pione zwarciem a pra̧dowe
przerwa̧.
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Fig. 4.2 Z�lożony obwód z wyróżniona̧ ga�lȩzia̧ (a) i obwód równoważny (b)

Wniosek z twierdzenia Thevenina: z równości (4.10) wynika, że dowolny obwód aktywny rozga�lȩziony
(rys.4.2a) można zasta̧pić pojedynczym źród�lem rzeczywistym napiȩciowym jak na rys.4.1a o sile elektromoto-
rycznej U0 i impedancji wewnȩtrznej ZW z wartościami określonymi w twierdzeniu Thevenina.

Twierdzeniem dualnym do twierdzenia Thevenina jest twierdzenie Nortona: w dowolnym, rozga�lȩzionym
obwodzie, z wydzielona̧ miȩdzy zaciskami 1, 1′ ga�lȩzia̧ o admitacji YO, napiȩcie na tej ga�lȩzi wyraża siȩ wzorem:

U =
IZ

YW + YO
, (4.11)

gdzie IZ jest pra̧dem zwarcia p�lyna̧cym miȩdzy zaciskami 1, 1′ a YW jest admitancja̧ obwodu widziana̧ miȩdzy
tymi zaciskami przy za�lożeniu, że w obwodzie autonomiczne źród�la napiȩciowe zosta�ly zasta̧pione zwarciem a
pra̧dowe przerwa̧.

Wniosek z twierdzenia Nortona: z równości (4.11) wynika, że dowolny obwód aktywny rozga�lȩziony
(rys.4.2a) można zasta̧pić pojedynczym źród�lem rzeczywistym pra̧dowym jak na rys.4.1b o wydatku pra̧dowym
IZ i admitancji wewnȩtrznej YW z wartościami określonymi w twierdzeniu Nortona.

4.2 CEL ćWICZENIA

Celem ćwiczenia jest zbadanie w�laściwości źród�la rzeczywistego liniowego, pra̧du sta�lego; szczególnie badanie
zmian mocy użytkowej przy zmianach obcia̧żenia, a także wykazanie nierównoważności energetycznej schematu
zastȩpczego napiȩciowego i pra̧dowego dla tego źród�la.

4.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

4.3.1 Wyznaczenie charakterystyki zewnȩtrznej U = f(I) źród�la rzeczywistego

4.3.1.1 Przebieg pomiarów Zestawić uk�lad wed�lug schematu z rys.4.3. Dokonać pomiarów napiȩcia i pra̧du
przy różnych wartościach rezystancji obcia̧żenia Rz. Wyniki pomiarów zestawić w tabeli 4.1.

4.3.1.2 Obliczenia Na podstawie przeprowadzonych pomiarów wykreślić charakterystykȩ zewnȩtrzna̧ źród�la
rzeczywistego U = f(I). Nastȩpnie, na jej podstawie, obliczyć nastȩpuja̧ce wielkości:
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Fig. 4.3 Schemat po�la̧czeń uk�ladu do wyznaczenia charakterystyki zewnȩtrznej źród�la rzeczywistego (RZ = 0 ÷ 600 Ω)
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U I
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10.

Table 4.1 Tabela wyników pomiarów dla wyznaczenia charakterystyki źród�la
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z pomiarów z obliczeń
lp. U I RZ = U

I a = RZ

RW
PU = U · I PUmaks

PU

PUmaks

V mA Ω Ω
Ω W W W

W

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.

Table 4.2 Tabela wyników pomiarów dla źród�la rzeczywistego

Fig. 4.4 Schemat po�la̧czeń uk�ladu do wyznaczenia charakterystyk źród�la pra̧dowego (RO = 0 ÷ 600 Ω)

U0 – napiȩcie biegu ja�lowego [V]

IZ – pra̧d zwarcia [mA]

GW – konduktancja wewnȩtrzna rzeczywistego źród�la pra̧dowego [S]

RW – rezystancja wewnȩtrzna rzeczywistego źród�la napiȩciowego [Ω]

4.3.2 Wyznaczenie charakterystyki Pu

Pumax
, U , I w funkcji parametru a, dla źród�la rzeczywistego

4.3.2.1 Przebieg pomiarów Zestawić uk�lad jak wed�lug schematu z rys.4.3. Dokonać pomiarów napiȩcia i
pra̧du dla różnych wartości rezystancji obcia̧żenia RZ . Uwzglȩdnić punkt pomiarowy U0

2 (wartość U0 zosta�la
wyznaczona w punkcie 4.3.2.1), dla którego wartość parametru a powinna wynosić 1. Wyniki pomiarów i
obliczeń zestawić w tabeli 4.2.

4.3.3 Wyznaczenie charakterystyk: U, I, Pu

Pumaks
oraz η w funkcji parametru a dla schematu

zastȩpczego pra̧dowego źród�la rzeczywistego

4.3.3.1 Przebieg pomiarów Zestawić uk�lad wed�lug schematu z rys.4.4. Dokonać pomiarów napiȩcia i pra̧du
przy różnych wartościach rezystancji RZ . Uwzglȩdnić punkt pomiarowy U0

2 (wartość U0 zosta�la wyznaczona w
punkcie 4.3.2.1) dla którego wartość parametru a powinna wynosić 1. Wyniki pomiarów i obliczeń zestawić w
tabeli 4.3.
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z pomiarów z obliczeń
lp. U I RZ = U
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PU = U · I PUmaks

PU

PUmaks
η

V mA Ω Ω
Ω W W W

W %

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.

Table 4.3 Tabela wyników pomiarów dla źród�la pra̧dowego
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Fig. 4.5 Schemat po�la̧czeń uk�ladu do wyznaczenia charakterystyk źród�la napiȩciowego (RO = 0 ÷ 600 Ω)

4.3.4 Wyznaczenie charakterystyk: U, I, Pu

Pumax
oraz η w funkcji parametru a dla schematu

zastȩpczego napiȩciowego źród�la rzeczywistego

4.3.4.1 Przebieg pomiarów Zestawić uk�lad wed�lug schematu z rys.4.5. Dokonać pomiarów napiȩcia i pra̧du
przy różnych wartościach rezystancji RZ . W celu �latwiejszego porównania, dobrać wartości napiȩć takie jak w
tabeli 4.2. Wyniki pomiarów i obliczeń zestawić w tabeli 4.4.

4.4 SPRAWOZDANIE

1. Wyprowadzić wzory (4.1) i (4.2).

2. Porównać wartość PUmaks otrzymana̧ z pomiarów i analitycznych obliczeń dla każdego z trzech przy-
padków rozważanych w ćwiczeniu.

3. Narysować charakterystyki PU

PUmax
oraz U , I dla wszystkich trzech przypadków w funkcji parametru a.

4. Narysować charakterystyki η w funkcji parametru a dla schematu ze źród�lem pra̧dowym i napiȩciowym,
porównać wykresy.
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z pomiarów z obliczeń
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Table 4.4 Tabela wyników pomiarów dla źród�la napiȩciowego





5
Elementy RLC w obwodach pra̧du

zmiennego

5.1 OBWODY PRa̧DU ZMIENNEGO

W obwodach pra̧du zmiennego wszystkie napiȩcia i pra̧dy sa̧, z definicji, funkcjami sinusoidalnymi

f(t) =
√

2|F | sin(ωt + ϕ), (5.1)

o wspólnej pulsacji ω, a różnia̧cych siȩ jedynie wartościami skutecznymi |F | oraz fazami pocza̧tkowymi ϕ.
Przy takim za�lożeniu można obwody pra̧du zmiennego analizować metoda̧ liczb zespolonych, przyporza̧dkowuja̧c
każdemu sygna�lowi liczbȩ zespolona̧ o module równym wartości skutecznej i argumencie równym fazie pocza̧t-
kowej, czyli

f(t) .= |F |ejϕ = F, (5.2)

gdzie .= oznacza przyporza̧dkowanie.
Liczbȩ zespolona̧ można zinterpretować graficznie jako wektor na p�laszczyźnie, gdzie na osiach x i y od�lożono,

odpowiednio, czȩść rzeczywista̧ reF i czȩść urojona̧ imF liczby F . D�lugość wektora oznacza wówczas wartość
skuteczna̧ sygna�lu a ka̧t nachylenia wzglȩdem osi x fazȩ pocza̧tkowa̧ sygna�lu. Wykres, na którym napiȩcia i
pra̧dy w obwodzie sa̧ przedstawione w postaci wektorów, nazywamy wykresem wskazowym. Na podstawie (5.1)
oraz (5.2) możemy napisać równość

f(t) =
√

2im(Fejωt). (5.3)

Ponieważ ejωt oznacza operator obrotu, możemy wartości chwilowe napiȩć i pra̧dów zinterpretować jako rzuty
(pomnożone przez

√
2) odpowiadaja̧cych im wektorów na oś urojona̧ na wykresie wskazowym wiruja̧cym z

prȩdkościa̧ ka̧towa̧ ω.
Zależność miȩdzy pra̧dem i napiȩciem dla rezystancji R, która zgodnie z prawem Ohma przyjmuje w dziedzinie

czasu dla dowolnych sygna�lów napiȩcia u(t) i pra̧du i(t) postać

u(t) = Ri(t), (5.4)

można w dziedzinie zespolonej zapisać identycznie jak w obwodach pra̧du sta�lego

U = RI, (5.5)

lub
I = GU, (5.6)

gdy dana jest konduktancja G = 1/R. W przypadku indukcyjności L, proporcjonalność strumienia indukowanego
w cewce do pra̧du, Ψ(t) = Li(t), daje po zróżniczkowaniu

u(t) = L
di(t)
dt

. (5.7)

27
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Fig. 5.1 Obwód szeregowy (a) i szerogowo-równoleg�ly (b) w dziedzinie zespolonej

W obwodzie pra̧du zmiennego, w którym zarówno napiȩcie jak i pra̧d sa̧ postaci (5.1), równanie (5.7) przyjmuje
wiȩc postać: √

2|U |sin(ωt + ϕU ) = ωL
√

2|I| sin(ωt + π/2 + ϕI), (5.8)

lub w dziedzinie zespolonej
U = ωL|I|ej(π/2+ϕI) = jωL|I|ejϕI = jωLI. (5.9)

Wyrażenie X = ωL nazywamy reaktancja̧ a Z = jωL impedancja̧ indukcyjności. Wprowadzaja̧c pojȩcie suscep-
tancji B = 1/(ωL) oraz admitancji Y = 1/(jωL) = −j/(ωL) możemy zależności miȩdzy napiȩciem i pra̧dem na
indukcyjności w dziedzinie zespolonej zapisać w postaci analogicznej do (5.5)

U = ZI, (5.10)

oraz (5.6)
I = Y U. (5.11)

W przypadku pojemności C, dla której zachodzi propocjonalność zgromadzonego na ok�ladkach kondensatora
�ladunku do napiȩcia miȩdzy tymi ok�ladkami, q(t) = Cu(t), mamy

i(t) = C
du(t)

dt
, (5.12)

czyli, analogicznie jak dla indukcyjności, mamy dla pojemności w dziedzinie zespolonej

I = ωC|U |ej(π/2+ϕU ) = jωC|U |ejϕU = jωCU. (5.13)

lub
U = ZI, (5.14)

oraz
I = Y U. (5.15)

Wyrażenia B = ωC, Y = jωC, X = 1/(ωC) oraz Z = 1/(jωC) = −j/(ωC) nazywamy odpowiednio suscep-
tancja̧, admitancja̧, reaktancja̧ oraz impedancja̧ pojemności.

Analizȩ obwodu pra̧du zmiennego metoda̧ liczb zespolonych zilustrujemy na przyk�ladzie obwodów, dla których
w ćwiczeniu sa̧ wykonywane pomiary, przedstawionych w dziedzinie zespolonej na rys.5.1a,b. Dla obwodu
szeregowego obliczamy impedancjȩ wypadkowa̧ Zw jako sumȩ impedancji rezystacji, indukcyjności i pojemności,
czyli

Zw = ZR + ZL + ZC = 10 + j13 − j3 = 10 + j10 = 10
√

2ej45o

Ω. (5.16)

Sta̧d pra̧d w obwodzie

I =
Vin

Zw
=

1
1 + j1

=
1
2

(1 − j) =
√

2
2

e−j45o

A. (5.17)

Zauważmy na przyk�ladzie obliczonego pra̧du, że na podstawie postaci zespolonej możemy otrzymać wszys-
tkie interesuja̧ce nas wielkości bez jego zapisywania w postaci (5.1). Z (5.17) otrzymujemy natychmiast
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Fig. 5.2 Wykresy wskazowe obwodu szeregowego (a) i szeregowo-równoleg�lego (b)

i(0) =
√

2imI = −√
2/2A, amplitudȩ równa̧

√
2|I| = 1A i fazȩ pocza̧tkowa̧ ϕI = −45o. Spadki napiȩć na

poszczególnych elementach wynosza̧:

UR = RI = 5(1 − j), UL = ZLI = j
13
2

(1 − j) = 6.5(1 + j) UC = ZCI = −j
3
2

(1 − j) = −1.5(1 + j). (5.18)

�Latwo sprawdzić, że Vin = UR + UL + UC = 10V . Ilustracja̧ graficzna̧ otrzymanych wyników jest wykres
wskazowy na rys.5.2a.

Analizȩ obwodu szeregowo-równoleg�lego, przedstawionego w dziedzinie zespolonej na rys.5.1b, rozpoczniemy
od obliczenia impedancji Zr po�la̧czenia równoleg�lego indukcyjności i pojemności. Ponieważ ZL = j4, ZC = −j2
wiȩc YL = −j0.25, YC = j0.5 i Yr = YL + YC = j0.25 oraz Zr = 1/Yr = −j4. Ponieważ rezystancja R oraz
impedancja Zr sa̧ po�la̧czone szeregowo, wiȩc impedancja wypadkowa obwodu wynosi Zw = R +Zr = (3− j4)Ω.
Pra̧d ze źród�la wynosi wiȩc I = Vin/Zw = 5/(3−j4) = (3+j4)/5A, a spadki napiȩć UR = RI = 3(3+j4)/5V oraz
U = ZrI = 4(4− j3)/5V . Pra̧dy p�lyna̧ce w indukcyjności i pojemności wynosza̧ IL = YLU = −(3+ j4)/5A oraz
IC = YCU = 2(3 + j4)/5A. Otrzymane wyniki analityczne sa̧ zilustrowane graficznie na wykresie wskazowym
na rys.5.2b.

Metoda liczb zaspolonych może być wykorzystana w analizie obwodów, w których sygna�ly sa̧ funkcjami
okresowymi. Podstawa̧ matematyczna̧ dla takiej analizy jest szereg Fouriera, w jaki można rozwina̧ć funkcjȩ
okresowa̧ o okresie T spe�lniaja̧ca̧ warunki Dirichleta. Szereg ten ma postać:

f(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos nω0t + bn sin nω0t), (5.19)

gdzie ω0 = 2π/T , a wspó�lczynniki szeregu sa̧ obliczane wed�lug wzoru:{
an

bn

}
=

2
T

∫ T/2

−T/2

f(t)
{

cos nω0t
sin nω0t

}
dt. (5.20)

Zauważmy, że sk�ladnik sta�ly a0/2 we wzorze (5.19), oznacza zgodnie z (5.20) wartość średnia̧ funkcji

F0 =
1
T

∫ T/2

−T/2

f(t)dt, (5.21)

nazywana̧ sk�ladowa̧ sta�la̧ sygna�lu. Dla sygna�lu okresowego wprowadza siȩ również pojȩcie wartości skutecznej
|F |, której kwadrat wyraża siȩ wzorem:

|F |2 =
1
T

∫ T/2

−T/2

f(t)2dt. (5.22)

Szereg (5.19) zapisuje siȩ również w postaci

f(t) = F0 +
∞∑

n=1

Fn sin(nω0t + ϕn). (5.23)
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Fig. 5.3 Schemat po�la̧czeń obwodu szeregowego RLC

Równoważność tych postaci �latwo wykazać wykorzystuja̧c wzór trygonometryczny na sinus sumy sin(α + β) =
sinαcosβ + sinαcosβ, przy czym

Fn =
√

a2
n + b2

n, tan ϕn =
an

bn
. (5.24)

Szereg Fouriera w postaci (5.23) pozwala na stwierdzenie, że dowolny sygna�l okresowy może być roz�lożony
na sk�ladowa̧ sta�la̧ i sk�ladowe harmoniczne (sinusoidalne) o wartościach skutecznych |Fn| = Fn/

√
2, fazach

pocza̧tkowych ϕn i pulsacjach nω0. Z definicji wartości skutecznej (5.22) sygna�lu okresowego wynika, że

|F |2 =
∞∑

n=0

|Fn|2. (5.25)

Korzystaja̧c z zasady superpozycji możemy obwód analizować dla każdej harmonicznej oddzielnie metoda̧ liczb
zespolonych. Ponieważ pulsacja nω0 każdej harmonicznej jest ca�lkowita̧ wielokrotnościa̧ ω0 stwierdzamy, w
terminologii teorii sygna�lów, że funkcja okresowa ma widmo dyskretne.

Ponieważ każdy ze sk�ladników w (5.19) można, wykorzystuja̧c wzór Eulera ejα = cosα + jsinα, zapisać w
postaci

an cos nω0t + bn sin nω0t =
an − jbn

2
ejnω0t +

an + jbn

2
e−jnω0t, (5.26)

to warto w tym miejscu wspomnieć, że szereg Fouriera ma jeszcze tak zwana̧ postać zespolona̧

f(t) =
∞∑

n=−∞
cnejnω0t, (5.27)

gdzie cn = c∗−n = (an − jbn)/2 oraz

cn =
1
T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−jnω0tdt. (5.28)

Symbol ∗ oznacza wartość sprzȩżona̧ liczby zespolonej.

5.2 CEL ćWICZENIA

Analiza zachowania siȩ elementów rezystancyjnych, indukcyjnych i pojemnościowych w obwodach pra̧du zmi-
ennego. Badanie wp�lywu zmian czȩstotliwości wymuszenia na elementy reaktancyjne oraz sprawdzenie praw
Kirchhoffa dla obwodów pra̧du zmiennego.

5.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

5.3.1 Elementy RLC w po�la̧czeniu szeregowym

5.3.1.1 Pomiary

• Zmierzyć rezystancjȩ cewki przy pomocy omomierza, zanotować wynik.
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f Vin UR UL UC ϕL ϕC

[kHz] [V] [V] [V] [V] [o] [o]

2,00

4,00

Table 5.1 Tabela pomiarów dla uk�ladu szeregowego
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Fig. 5.4 Schemat po�la̧czeń obwodu szeregowo-równoleg�lego RLC

f Vin IR IL IC ϕV in ϕV a

[kHz] [V] [V] [V] [V] [o] [o]

2,00

4,00

Table 5.2 Tabela pomiarów dla uk�ladu szeregowo-równleg�lego

• Po�la̧czyć obwód wed�lug schematu na rys.5.3 (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Dokonać pomiarów spadków napiȩć na poszczególnych elementach dla dwóch wartości czȩstotliwości.
Wartość skuteczna napiȩcia Vin = 5V dla obu przypadków.

• Przy pomocy oscyloskopu cyfrowego dokonać pomiaru przesuniȩcia fazowego pomiȩdzy pra̧dem w obwodzie
a napiȩciami na cewce i na kondensatorze.

5.3.2 Elementy RLC w po�la̧czeniu szeregowo-równoleg�lym

5.3.2.1 Pomiary

• Zmierzyć rezystancjȩ cewki przy pomocy omomierza, zanotować wynik.

• Po�la̧czyć obwód wed�lug schematu z rys.5.4 (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Dokonać pomiarów pra̧du p�lyna̧cego przez poszczególne elementy dla dwóch wartości czȩstotliwości.
Wartość skuteczna napiȩcia Vin = 5V dla obu przypadków.

• Przy pomocy oscyloskopu cyfrowego dokonać pomiaru przesuniȩcia fazowego pomiȩdzy pra̧dem w obwodzie
a napiȩciem wej́sciowym oraz napiȩciem w wȩźle a.

5.4 ZAGADNIENIA DO OPRACOWANIA

1. Wyprowadź zależności (5.9) i (5.13).
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2. Dla danych z tabeli 5.1:

• obliczyć napiȩcia na poszczególnych elementach oraz ka̧ty fazowe (uwzglȩdnić rezystancjȩ strat cewki)

• wykreślić wykresy wskazowe

• sprawdzić prawo Kirchhoffa dla napiȩć w oczku

• obliczyć impedancjȩ zastȩpcza̧ obwodu

• określić charakter obwodu

3. Dla danych z tabeli 5.2:

• obliczyć pra̧dy w poszczególnych ga�lȩziach obwodu oraz ka̧ty fazowe (uwzglȩdnić rezystancjȩ strat
cewki)

• wykreślić wykresy wskazowe

• sprawdzić prawo Kirchhoffa dla pra̧dów w wȩźle ”a”

• obliczyć impedancjȩ zastȩpcza̧ obwodu

• określić charakter obwodu

4. Przedyskutuj znaczenie rezystancji strat w cewce. Zak�ladaja̧c schemat zastȩpczy szeregowy cewki rzeczy-
wistej L1, znajdź taka̧ wartość rezystancji aby przesuniȩcie fazowe na cewce wynosi�lo 45 stopni.

5. Przeanalizuj wp�lyw zmian czȩstotliwości na parametry elementów reaktancyjnych. Czym spowodowane
sa̧ różnice pomiȩdzy wynikami pomiarów a wynikami obliczeń?



6
Obwód rezonansowy szeregowy

6.1 CEWKA I KONDENSATOR W OBWODZIE REZONANSOWYM

W obwodach elektrycznych, podobnie jak w wielu uk�ladach fizycznych, może wysta̧pić zjawisko rezonansu.
Ogólnie, rezonansem nazywamy silna̧ reakcjȩ systemu na s�labe pobudzenie. Przyk�ladem wykorzystania zjawiska
rezonansu mechanicznego sa̧ instrumenty muzyczne (s�laby dźwiȩk struny dobrze s�lyszalny dziȩki obudowie
rezonuja̧cej z drganiami struny). Rozważmy obwód zbudowany z generatora i odbiornika, przedstawiony na
rys.6.1a. Generator jest w tym obwodzie źród�lem napiȩcia zmiennego o sta�lej wartości skutecznej i zmieniaja̧cej
siȩ pulsacji ω (czȩstotliwości f). Mierza̧c wartość skuteczna̧ pra̧du pobieranego przez odbiornik, przedstawiona̧
przyk�ladowo na rys.6.1b, możemy zaobserwować dwie pulsacje ωr1, ωr2 (czȩstotliwości fr1, fr2), dla których
wartość skuteczna pra̧du osia̧ga maksimum, czyli dla których zachodzi w obwodzie elektrycznym rezonans,
nazywany w tym przypadku rezonansem amplitudy pra̧du.

Najprostszy obwód, w którym zachodzi zjawisko rezonansu jest zbudowany z cewki i kondensatora. Na
rys.6.2 sa̧ przedstawione ich podstawowe schematy zastȩpcze: szeregowy cewki i równoleg�ly kondensatora.
Parametry schematu szeregowego cewki maja̧ prosta̧ interpretacjȩ fizyczna̧: R jest rezystancja̧ uzwojenia cewki
a L indukcyjnościa̧ uzwojenia cewki. Podobnie w schemacie równoleg�lym kondensatora G oznacza knduktancjȩ
dielektryka znajduja̧cego siȩ miȩdzy ok�ladkami a C pojemność ok�ladek. Dobroć cewki QL definiujemy jako
stosunek reaktancji do rezystancji, a dobroć kondensatora QC jako stosunek susceptancji do konduktancji, czyli

QL =
ωL

R
, QC =

ωC

G
. (6.1)

W wielu zastosowaniach jest wygodnie pos�lugiwać siȩ schematem równoleg�lym cewki zawieraja̧cym parametry
R′ i L′, równoważnym schematowi szeregowemu, oraz schematem szeregowym kondensatora zawieraja̧cym G′

i C ′, równoważnym schematowi równoleg�lemu. Wyrazimy R′ i L′ za pomoca̧ znanych R i L oraz G′ i C ′ za
pomoca̧ znanych G i C. Dla cewki mamy

Yr =
1
R′ − j

1
ωL′ = Ys =

1
R + jωL

=
R

R2 + (ωL)2
− j

ωL

R2 + (ωL)2
, (6.2)

gdzie Ys jest admitancja̧ schematu szeregowego, a Yr równoleg�lego. Z równania (6.2) wynika natychmiast

R′ = R(1 + Q2
L), L′ = L(1 +

1
Q2

L

). (6.3)

Podobnie dla kondensatora otrzymujemy

G′ = G(1 + Q2
C), C ′ = C(1 +

1
Q2

C

). (6.4)

W obwodach rezonansowych stosuje siȩ elementy o dużych dobrociach (QL � 1, QC � 1), wówczas zamiast
(6.3) lub (6.4) można stosować:

R′ = RQ2
L, L′ = L, (6.5)

33
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Fig. 6.1 Obwód zbudowany z generatora i odbiornika (a) oraz wykres wartości skutecznej pra̧du w funkcji czȩstotliwości
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Fig. 6.2 Schematy zastȩpcze (a) cewki i (b) kondensatora
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Fig. 6.3 Schematy zastȩpczy obwodu z rys.6.1a dla szeregowego po�la̧czenia cewki i kondensatora

lub
G′ = GQ2

C , C ′ = C. (6.6)

Wykażemy, że w obwodzie na rys.6.1a zawieraja̧cym odbiornik zbudowany z szeregowo po�la̧czonych cewki i
kondensatora wystȩpuje rezonans amplitudy pra̧du. Biora̧c pod uwagȩ schematy zastȩpcze cewki i kondensatora,
można otrzymać schemat zastȩpczy obwodu na rys.6.3b. Ponieważ |I| = |U ||Y |, a z za�lożenia |U | = const, sta̧d
badanie rezonansu amplitudy pra̧du sprowadza siȩ do badania modu�lu admitancji obwodu. Admitancja ta
wynosi

Y =
1
Z

=
1

R + j(ωL − 1
ωC )

=
G

1 + j ω0L
R (ω/ω0 − ω0/ω)

, (6.7)

gdzie G = 1/R i ω0 = 1/
√

LC. Wprowadzaja̧c roztrojenie bezwzglȩdne ξ jako

ξ = Q0ν, (6.8)

gdzie

Q0 =
ω0L

R
, (6.9)

jest dobrocia̧ obwodu rezonansowego, a
ν = ω/ω0 − ω0/ω, (6.10)

jest nazywane rozstrojeniem wzglȩdnym, otrzymujemy wzór (6.7) na admitancjȩ Y w postaci

Y =
G

1 + jξ
. (6.11)

Sta̧d, modu�l admitancji wzglȩdnej |Yw| = |Y |/G, jako funkcja ξ wyraża siȩ prostym wzorem

|Yw| =
1√

1 + ξ2
. (6.12)

Wykres tej funkcji nazywamy wykresem uniwersalnej krzywej rezonansowej. Jak już wyjaśnilísmy, warunkiem
rezonansu amplitudy pra̧du jest |Yw| = max, który zachodzi dla ξ = 0, czyli dla ω = ω0 = 1/

√
LC. Biora̧c pod

uwagȩ zależności (6.7), (6.8) i (6.10) warunek ten jest równoważny imZ = 0 (warunek rezonansu fazowego).
Równoważność obu warunków zachodzi oczywíscie tylko dla najprostszych obwodów rezonansowych, dla których
czȩść rzeczywista impedancji nie zależy od ω, reZ = const.

Zwróćmy uwagȩ na fakt, że dobroć obwodu rezonansowego Q0 wyrażona zależnościa̧ (6.9) nie jest tożsama
dobroci cewki QL = ω0L/RL. Tworza̧c obwód na rys.6.3b wykorzystalísmy (6.6), wiȩc R = RL + 1/(GCQ2

C) =
RL + 1/(ω0CQC), sta̧d

1
Q

=
1

Q0
=

R

ω0L
=

RL + 1/(ω0CQC)
ω0L

=
RL

ω0L
+

1
ω2

0LCQC
=

1
QL

+
1

QC
. (6.13)

Zależność (6.13) pozwala stwierdzić, że dobroć obwodu rezonansowego szeregowego jest równa dobroci cewki
jeśli kondensator jest idealny, czyli QC = ∞.
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Oznaczmy przez ξ1 oraz ξ2 te punkty w których wartość |Yw| maleje
√

2 w stosunku do wartości maksymalnej,
równej 1, w punkcie ξ = 0. Punkty te oznaczaja̧ 3dB spadek (20log

√
2 = 3dB) na uniwersalnej krzywej

rezonansowej. Wartości te otrzymujemy jako pierwiastki równania

1√
1 + ξ2

=
1√
2
, (6.14)

którego rozwia̧zaniami sa̧ ξ1 = −1, ξ2 = 1. Sa̧ to wartości graniczne pasma przenoszenia odpowiadaja̧ce, zgodnie
z zależnościami (6.8), (6.10), czȩstotliwościom granicznym ω1 oraz ω2 na osi pulsacji. Różnicȩ ∆ω = ω2 − ω1

(∆f = f2 − f1) nazywamy szerokościa̧ pasma przenoszenia. Wykorzystuja̧c (6.8) oraz (6.10) i zak�ladaja̧c, że
ω1ω2 ≈ ω2

0 można �latwo wykazać zależności

∆ω =
ω0

Q0
, (6.15)

lub

∆f =
f0

Q0
, (6.16)

oznaczaja̧ce malenie szerokości pasma przenoszenia (wzrost selektywności), ze wzrostem dobroci obwodu.
Na zakończenie obliczmy wartości skuteczne napiȩć |UL| oraz |UC | w stosunku do |U |. Mamy

|UL| = ωL|I| = ωL|Y ||U |, (6.17)

oraz

|UC | =
1

ωC
|I| =

1
ωC

|Y ||U |, (6.18)

sta̧d

kL =
|UL|
|U | =

ω

ω0
Q0

1√
1 + ξ2

, (6.19)

oraz

kC =
|UC |
|U | =

ω0

ω
Q0

1√
1 + ξ2

. (6.20)

Widzimy, że dla ω = ω0, czyli ξ = 0, wspó�lczynniki kL, kC sa̧ równe dobroci Q0. Badaja̧c funkcje kL(ω), kC(ω)
za pomoca̧ pochodnych �latwo stwierdzić, że nie jest to jeszcze ich wartość maksymalna, która wynosi

kL(ωmax) = kC(ωmax) =
Q0√

1 − 1
4Q2

0

, (6.21)

przy

ωmax =
ω0√

1 − 1
2Q2

0

, (6.22)

dla kL(ω), oraz przy

ωmax = ω0

√
1 − 1

2Q2
0

, (6.23)

dla kC(ω). Duże wartości wzglȩdne napiȩć osia̧gane dla dużych dobroci Q0 nazywamy zjawiskiem przepiȩcia.

6.2 CEL ćWICZENIA

Analiza dzia�lania szeregowego uk�ladu rezonansowego RLC. Badanie charakterystyk czȩstotliwościowych obwodu
rezonansowego.
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Fig. 6.4 Schemat po�la̧czeń obwodu rezonansowego

6.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

6.3.1 Pomiar charakterystyk czȩstotliwościowych

6.3.1.1 Pomiary

• Zmierzyć rezystancjȩ cewki przy pomocy omomierza, zanotować wynik.

• Po�la̧czyć obwód wed�lug powyższego schematu (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Obliczyć czȩstotliwość rezonansowa̧ (fo) oraz szerokość pasma (δf) na podstawie wartości elementów ze
schematu.

• Wykonać 3 serie pomiarów (kolejno dla: pra̧du w obwodzie, napiȩcia na pojemności oraz napiȩcia na
rezystancji) w przedziale (fo − δf . . . fo + δf). Pomiary wykonać przy pomocy multimetru MXD-4660 i
oprogramowania MultiView, wyniki zapisać w pliku tekstowym.

Uwaga:

• w czasie pomiarów utrzymywać sta�la̧ amplitudȩ napiȩcia wej́sciowego 1V

• pomiary proszȩ zapisywać w C : \Lab \ Pomiary\
• nie zmieniać zakresu miernika w czasie pomiaru

6.3.1.2 Wizualizacja danych pomiarowych Dokonać konwersji danych pomiarowych do postaci akceptowalnej
przez program Datascape, użyć w tym celu skryptu Perl’a converter.pl

Sk�ladnia linii poleceń jest nastȩpuja̧ca: perl converter.pl pomiar.txt wynik.
Wynikiem dzia�lania skryptu sa̧ dwa pliki tekstowe o nazwach: wynik ch1time.txt - pierwszy kana�l pomi-

arowy w zależności od czasu oraz wynik ch2sort.txt - posortowany drugi kana�l pomiarowy w zależności od
czȩstotliwości.

Wykreślić pliki ∗ ch2sort.txt w programie Datascape; w przypadku wysta̧pienia dużych b�lȩdów w pomiarach
seriȩ powtórzyć.

6.4 ZAGADNIENIA DO OPRACOWANIA

1. Wyprowadzić wzory (6.4).

2. Na podstawie danych pomiarowych obliczyć i wykreślić uniwersalne charakterystkiki czȩstotliwościowe dla
szeregowego obwodu rezonansowego.

3. Wyznaczyć dobroć obwodu rezonansowego na podstawie:

a charakterystykiki czȩstotliwościowej pra̧du (szerokości pasma przepuszczania)

b charakterystyk czȩstotliwościowych napiȩcia na cewce i na kondensatorze

i porównać z wynikiem obliczeń na podstawie wartości elementów obwodu. Jaki parametr ma najwiȩkszy
wp�lyw na dobroć uk�ladu rezonansowego?
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4. Obliczyć wartości czȩstotliwości, dla których wystȩpuja̧ ekstrema napiȩć na pojemności i indukcyjności i
porównać z wynikami pomiarów.

5. Przedyskutować zjawisko wystȩpowania przepiȩć w rezonansie szeregowym, obliczyć jego wartość dla
badanego uk�ladu.

6. Zdefiniować zjawisko rezonansu fazowego i rezonansu amplitudowego.
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Obwód rezonansowy równoleg�ly

7.1 PO�la̧CZENIE RóWNOLEG�lE CEWKI I KONDENSATORA

Wykażemy, że w obwodzie na rys.7.1a oznaczaja̧cym odbiornik zbudowany z równolegle po�la̧czonych cewki i
kondensatora wystȩpuje rezonans amplitudy napiȩcia. Zak�ladamy, że odbiornik jest zasilany ze źród�la pra̧dowego
o sta�lym wydatku pra̧dowym |I| = const i zmiennej pulsacji ω = var (czȩstotliwości f = var). Biora̧c pod uwagȩ
schematy zastȩpcze cewki i kondensatora, można otrzymać schemat zastȩpczy obwodu na rys.7.1b. Ponieważ
|U | = |I||Z|, a z za�lożenia |I| = const, sta̧d badanie rezonansu amplitudy napiȩcia sprowadza siȩ do badania
modu�lu impedancji obwodu. Impedancja ta wynosi

Z =
1
Y

=
1

G + j(ωC − 1
ωL )

=
R

1 + j ω0C
G (ω/ω0 − ω0/ω)

, (7.1)

gdzie R = 1/G i ω0 = 1/
√

LC. Wprowadzaja̧c roztrojenie bezwzglȩdne ξ jako

ξ = Q0ν, (7.2)

gdzie

Q0 =
ω0C

G
, (7.3)

jest dobrocia̧ obwodu rezonansowego, a
ν = ω/ω0 − ω0/ω, (7.4)

jest nazywane rozstrojeniem wzglȩdnym, otrzymujemy wzór (7.1) na impedancjȩ Z w postaci

Z =
R

1 + jξ
. (7.5)

Sta̧d, modu�l impedancji wzglȩdnej |Zw| = |Z|/R, jako funkcja ξ wyraża siȩ prostym wzorem

|Zw| =
1√

1 + ξ2
. (7.6)

Wykres tej funkcji nazywamy wykresem uniwersalnej krzywej rezonansowej. Jak już wyjaśnilísmy, warunkiem
rezonansu amplitudy napiȩcia jest |Zw| = max, który zachodzi dla ξ = 0, czyli dla ω = ω0 = 1/

√
LC. Biora̧c

pod uwagȩ zależności (7.1), (7.2) i (7.4) warunek ten jest równoważny imY = 0 (warunek rezonansu fazowego).
Równoważność obu warunków zachodzi oczywíscie tylko dla najprostszych obwodów rezonansowych, dla których
czȩść rzeczywista admitancji nie zależy od ω, reY = const.

Zwróćmy uwagȩ na fakt, że dobroć obwodu rezonansowego Q0 wyrażona zależnościa̧ (7.3) nie jest tożsama
dobroci kondensatora QC = ω0C/GC . Tworza̧c obwód na rys.7.1b wykorzystalísmy (6.5), wiȩc G = GC +
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Fig. 7.1 Schematy zastȩpcze obwodu dla równoleg�lego po�la̧czenia cewki i kondensatora

1/(RLQ2
L) = GC + 1/(ω0LQL), sta̧d

1
Q

=
1

Q0
=

G

ω0C
=

GC + 1/(ω0LQL)
ω0C

=
GC

ω0C
+

1
ω2

0LCQL
=

1
QC

+
1

QL
. (7.7)

Zależność (7.7) pozwala stwierdzić, że dobroć obwodu rezonansowego równoleg�lego jest równa dobroci konden-
satora jeśli cewka jest idealna, czyli QL = ∞. Obwód rezonansowy równoleg�ly jest, z za�lożenia, zasilany z ide-
alnego źród�la pra̧dowego. W rzeczywistości wykorzystujemy źród�lo napiȩciowe o dużej rezystancji wewnȩtrznej
RZ . Wówczas konduktancja G we wzorze (7.7) jest powiȩkszona o konduktancjȩ GZ = 1/RZ równoważnego,
rzeczywistego źród�la pra̧dowego, co powoduje zmniejszenie dobroci obwodu rezonansowego.

Oznaczmy przez ξ1 oraz ξ2 te punkty w których wartość |Zw| maleje
√

2 w stosunku do wartości maksymalnej,
równej 1, w punkcie ξ = 0. Punkty te oznaczaja̧ 3dB spadek (20log

√
2 = 3dB) na uniwersalnej krzywej

rezonansowej. Wartości te otrzymujemy jako pierwiastki równania

1√
1 + ξ2

=
1√
2
, (7.8)

którego rozwia̧zaniami sa̧ ξ1 = −1, ξ2 = 1. Sa̧ to wartości graniczne pasma przenoszenia odpowiadaja̧ce, zgodnie
z zależnościami (7.2), (7.4), czȩstotliwościom granicznym ω1 oraz ω2 na osi pulsacji. Różnicȩ ∆ω = ω2 − ω1

(∆f = f2 − f1) nazywamy szerokościa̧ pasma przenoszenia. Wykorzystuja̧c (7.2) oraz (7.4) i zak�ladaja̧c, że
ω1ω2 ≈ ω2

0 można �latwo wykazać zależności
∆ω =

ω0

Q0
, (7.9)

lub
∆f =

f0

Q0
, (7.10)

oznaczaja̧ce malenie szerokości pasma przenoszenia (wzrost selektywności), ze wzrostem dobroci obwodu.
Na zakończenie obliczmy wartości skuteczne pra̧dów |IL| oraz |IC | w stosunku do |I|. Mamy

|IC | = ωC|U | = ωC|Z||I|, (7.11)

oraz
|IL| =

1
ωL

|U | =
1

ωL
|Z||I|, (7.12)

sta̧d

kC =
|IC |
|I| =

ω

ω0
Q0

1√
1 + ξ2

, (7.13)

oraz

kL =
|IL|
|I| =

ω0

ω
Q0

1√
1 + ξ2

. (7.14)

Widzimy, że dla ω = ω0, czyli ξ = 0, wspó�lczynniki kL, kC sa̧ równe dobroci Q0. Badaja̧c funkcje kL(ω), kC(ω)
za pomoca̧ pochodnych �latwo stwierdzić, że nie jest to jeszcze ich wartość maksymalna, która wynosi

kC(ωmax) = kL(ωmax) =
Q0√

1 − 1
4Q2

0

, (7.15)
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Fig. 7.2 Schemat po�la̧czeń obwodu rezonansowego

przy
ωmax =

ω0√
1 − 1

2Q2
0

, (7.16)

dla kC(ω), oraz przy

ωmax = ω0

√
1 − 1

2Q2
0

, (7.17)

dla kL(ω). Duże wartości wzglȩdne pra̧dów osia̧gane dla dużych dobroci Q0 nazywamy zjawiskiem przetȩżenia.

7.2 CEL ćWICZENIA

Analiza dzia�lania równoleg�lego uk�ladu rezonansowego RLC. Badanie charakterystyk czȩstotliwościowych ob-
wodu rezonansowego.

7.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

7.3.1 Pomiar charakterystyk czȩstotliwościowych

7.3.1.1 Pomiary

• Zmierzyć rezystancjȩ cewki przy pomocy omomierza, zanotować wynik.

• Po�la̧czyć obwód wed�lug schematu na rys.7.2 (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Obliczyć czȩstotliwość rezonansowa̧ (fo), dobroć obwodu (Q) oraz szerokość pasma (δf) na podstawie
wartości elementów ze schematu.

• Wykonać 3 serie pomiarów (kolejno dla: spadku napiȩcia na rezystorze R1 oraz pra̧dów p�lyna̧cych w
ga�lȩziach z pojemnościa̧ i indukcyjnościa̧). Pomiary wykonać przy pomocy multimetru MXD-4660 i opro-
gramowania MultiView w zakresie 0..10kHz, wyniki zapisać w pliku tekstowym.

Uwaga:

• w czasie pomiarów utrzymywać sta�la̧ amplitudȩ napiȩcia wej́sciowego 4V

• pomiary proszȩ zapisywać w C : \Lab \ Pomiary\
• nie zmieniać zakresu miernika w czasie pomiaru

7.3.1.2 Wizualizacja danych pomiarowych Dokonać konwersji danych pomiarowych do postaci akceptowalnej
przez program Datascape, użyć w tym celu skryptu Perl’a converter.pl.

Sk�ladnia linii poleceń jest nastȩpuja̧ca: perl converter.pl pomiar.txt wynik.
Wynikiem dzia�lania skryptu sa̧ dwa pliki tekstowe o nazwach: wynik ch1time.txt - pierwszy kana�l pomi-

arowy w zależności od czasu oraz wynik ch2sort.txt - posortowany drugi kana�l pomiarowy w zależności od
czȩstotliwości.

Wykreślić pliki ∗ ch2sort.txt w programie Datascape; w przypadku wysta̧pienia dużych b�lȩdów w pomiarach
seriȩ powtórzyć.
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7.4 ZAGADNIENIA DO OPRACOWANIA

1. Wyjaśnić rolȩ opornika R1 w obwodzie na rys.7.2. Dlaczego jego rezystancja powinna być duża?

2. Wyprowadzić wzór (7.9).

3. Na podstawie danych pomiarowych obliczyć i wykreślić uniwersalne charakterystyki czȩstotliwościowe dla
równoleg�lego obwodu rezonansowego.

4. Wyznaczyć dobroć obwodu rezonansowego na podstawie:

a uniwersalnej charakterystyki czȩstotliwościowej napiȩcia (szerokości pasma przepuszczania),

b ch-k czȩstotliwościowych pra̧du p�lyna̧cego przez cewkȩ i kondensator

i porównać z wynikiem obliczeń na podstawie wartości elementów obwodu. Jaki parametr ma najwiȩkszy
wp�lyw na dobroć uk�ladu rezonansowego?

5. Obliczyć wartości czȩstotliwości, dla których wystȩpuja̧ ekstrema pra̧dów w ga�lȩzi z pojemnościa̧ i w ga�lȩzi
z indukcyjnościa̧ i porównać z wynikami pomiarów.

6. Zdefiniować zjawisko rezonansu fazowego i rezonansu amplitudowego.



8
Poprawianie wspó�lczynnika mocy

8.1 MOCE W OBWODACH PRa̧DU ZMIENNEGO

Dla dowolnych sygna�lów napiȩcia u(t) i pra̧du i(t) ich iloczyn p(t) = u(t)i(t) nazywamy moca̧ chwilowa̧. Dla
sygn�lu okresowego defuniujemy moc czynna̧ P jako wartość średnia̧ mocy chwilowej w przedziale czasu równym
okresowi T :

P =
1
T

∫ T/2

−T/2

p(t)dt. (8.1)

Z deficji (8.1) wynika natychmiast, że w w obwodach pra̧du zmiennego (u(t) =
√

2|U |sin(ωt + ϕu), i(t) =√
2|I|sin(ωt + ϕi)), moc czynna wyraża siȩ wzorem

P = |U ||I| cos ϕ, (8.2)

gdzie ϕ = ϕu − ϕi. Ponieważ sygna�lom zmiennym przyporza̧dkowujemy liczby zespolone f(t) .= |F |ejϕ = F ,
możemy moc czynna̧ obliczać jako czȩść rzeczywista̧ iloczynu postaci zespolonych napiȩcia U i pra̧du sprzȩżonego
I∗

P = reS = reUI∗ = re(|U |ejϕu |I|e−jϕi) = re(|U ||I|ejϕ) = re|U ||I|(cos ϕ + j sin ϕ) = |U ||I| cos ϕ. (8.3)

S = UI∗ nazywamy moca̧ zespolona̧, |S| = |U ||I| moca̧ pozorna̧ (jednostka V A) a Q = |U ||I|sinϕ moca̧ bierna̧
(jednostka V Ar). Zgodnie z rachunkiem liczb zespolonych mamy

|S|2 = P 2 + Q2, P = |S| cos ϕ, Q = |S| sin ϕ. (8.4)

Wzór na moc bierna̧ wskazuje, że może być ona zarówno dodatnia 0 < ϕ < π/2, dla odbiorników o charak-
terze indukcyjnym, jak i ujemna −π/2 < ϕ < 0, dla odbiorników o charakterze pojemnościowym. Ponieważ
wiȩkszość odbiorników ma charakter indukcyjny, można wiȩc pobierana̧ przez nie dodatnia̧ moc bierna̧ skompen-
sować do�la̧czaja̧c do ich zacisków bateriȩ kondensatorów o odpowiedniej pojemności C. Ca�lkowita kompensacja
powoduje, że wypadkowy odbiornik ma ϕ = 0, czyli cosϕ = 1, co nazywamy poprawianiem cosϕ. Poprawianie
cosϕ daje zmniejszenie wartości skutecznej pra̧du |I| odbiornika wypadkowego i tym samym zmniejszenie strat
w źródle i w linii zasilaja̧cej, które sa̧ proporcjonalne do |I|2.

Za�lóżmy, że odbiornik o charakterze indukcyjnym (dane ϕ) pobiera moc czynna̧ P . Zgodnie z (8.4), moc
bierna odbiornika wyraża siȩ wówczas wzorem

Qo = P tan ϕ. (8.5)

Natomiast do�la̧czona bateria kondensatorów o pojemności C pobiera moc bierna̧

QC = |U ||I| sin ϕ = −|U ||I| = −|U |2ωC. (8.6)
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Pojemność C potrzebna dla ca�lkowitej kompensacji Qo + QC = 0 wynosi wiȩc

C =
P tan ϕ

ω|U |2 , (8.7)

gdzie |U | jest napiȩciem zasilania odbiornika.
Korzystaja̧c z szeregu Fouriera możemy dowolny sygna�l okresowy przedstawić w postaci sumy sk�ladowych

harmonicznych

f(t) = F0 +
∞∑

n=1

√
2|Fn| sin(nω0t + ϕn), (8.8)

przy czym wartość skuteczna tego sygna�lu wynosi

|F | =

√√√√ ∞∑
n=0

|Fn|2. (8.9)

Moc pozorna̧ dowolnego sygna�lu okresowego obliczmy wiȩc, podobnie jak w obwodach pra̧du zmiennego, jako
iloczyn wartości skutecnych napiȩcia i pra̧du |S| = |U ||I|. Z definicji mocy czynnej (8.1) wynika, że jest ona
równa

P =
∞∑

n=0

Pn, (8.10)

gdzie P0 oznacza moc sk�ladowej sta�lej, a Pn, n = 1, 2, . . . moce czynne poszczególnych harmonicznych. Przez
analogiȩ, moc bierna̧ definiujemy jako

Q =
∞∑

n=1

Qn, (8.11)

gdzie Qn, n = 1, 2, . . . oznaczaja̧ moce bierne poszczególnych harmonicznych. Ponieważ dla dowolnych sygna�lów
okresowych zachodzi |S|2 ≥ P 2 + Q2 definiuje siȩ moc odkszta�lcenia D, dla której |S|2 = P 2 + Q2 + D2.

8.2 PRZEBIEG ćWICZENIA

1. Zmierzyć omomierzem rezystancjȩ wewnȩtrzna̧ źród�la i odbiornika.

2. Wykorzystuja̧c p�lytȩ prototypowa̧ po�la̧czyć źród�lo z odbiornikiem i zmierzyć napiȩcie na odbiorniku.

3. Zmienić konfiguracjȩ po�la̧czeń tak aby można by�lo mierzyć pra̧d p�lyna̧cy ze źród�la do odbiornika.

4. Równolegle do odbiornika do�la̧czać kolejno po jednym kondensatorze 10µF mierza̧c pra̧d p�lyna̧cy ze źród�la.

5. Do�la̧czanie kondensatorów zakończyć, gdy wartość skuteczna pra̧du osia̧gnie minimum.

8.3 OBLICZENIA

1. Obliczyć reaktacjȩ odbiornika wykorzystuja̧c wyniki odpowiednich pomiarów.

2. Obliczyć cos ϕ odbiornika.

3. Obliczyć wartości cos ϕ dla kolejno do�la̧czanych kondensatorów. Zastosować dwie metody:

• z wykorzystaniem zmierzonych wartości skutecznych pra̧dów,

• z wykorzystaniem odczytanych na elementach wartości pojemności.

4. Obliczyć moc czynna̧ tracona̧ w źródle dla odbiornika nie skompensowanego i skompensowanego.

5. Obliczyć o ile (procentowo) maleja̧ straty mocy w źródle w wyniku kompensacji.



9
Parametry czwórników

9.1 CZWóRNIKI PASYWNE I AKTYWNE

Czwórnikiem nazywamy czterozaciskowy element obwodu elektrycznego spe�lniaja̧cy warunek regularności. Na
rys.9.1 przedstawiono schemat obwodu elektrycznego, zawieraja̧cy czwórnik obcia̧żony impedancja̧ ZL do�la̧czona̧
do pary zacisków nazywanych strona̧ wtórna̧ czwórnika. Zak�ladamy, że źród�lo zasilaja̧ce jest do�la̧czone do pary
zacisków nazywanej strona̧ pierwotna̧. Z prawa pra̧dowego Kirchoffa wynika wówczas, że pra̧d I1 wp�lywaja̧cy
do zacisku górnego strony pierwotnej jest równy pra̧dowi wyp�lywaja̧cemu z zacisku dolnego. Zależność taka nie
dla każdego po�la̧czenia czwórników w obwodzie jest oczywista i wówczas za�lożenie, że zachodzi równość pra̧du
wp�lywaja̧cego i wyp�lywaja̧cego dla wybranej pary zacisków nazywamy warunkiem regularności. Pra̧d I ′2 po stronie
wtórnej wyp�lywa z czwórnika. Wówczas I2 = −I ′2 oznacza pra̧d po stronie wtórnej wp�lywaja̧cy do czwórnika,
tak jak I1 po stronie pierwotnej. Parametrami czwórnika nazywamy wspó�lczynniki równań liniowych wia̧ża̧cych
ze soba̧ napiȩcia i pra̧dy po stronie pierwotnej i wtórnej. Na przyk�lad parametry impedancyjne z11, z12, z21,
z21, sa̧ wspó�lczynnikami w równaniach: V1 = z11I1 + z12I2, V2 = z21I1 + z22I2, lub w postaci macierzowej:[

V1

V2

]
=

[
z11 z12

z21 z22

] [
I1

I2

]
, (9.1)

lub krótko V = ZI, gdzie V oraz I sa̧ odpowienio macierzami kolumnowymi potencja�lów V1, V2 oraz I1, I2 a Z
macierza̧ kwadratowa̧ parametrów impedancyjnych. Podobnie definiuje siȩ parametry admitancyjne[

I1

I2

]
=

[
y11 y12

y21 y22

] [
V1

V2

]
, (9.2)

a także parametry hybrydowe wyrażaja̧ce zależności V1 i I2 od V2 i I1 oraz V2 i I1 od V1 i I2. Natomiast
parametrami �lańcuchowymi nazywamy wspó�lczynniki wystȩpuja̧ce w równaniach:[

V1

I1

]
=

[
a11 a12

a21 a22

] [
V2

I ′2

]
, (9.3)

oraz [
V2

I2

]
=

[
b11 b12

b21 b22

] [
V1

I ′1

]
. (9.4)

Wszystkie te parametry odgrywaja̧ istotna̧ rolȩ w po�la̧czeniach czwórników: szeregowym (macierz Z), równoleg�lym
(macierz Y ), w po�la̧czeniach hybrydowych (mieszanych) oraz �lancuchowym.

Do opisu czwórnika stosuje siȩ także inne rodzaje parametrów, np. rozproszenia lub falowe. Parametry
falowe czwórników zdefiniowane sa̧ jako:

• przek�ladnia impedancyjna p =
√

z22/z11 =
√

a22/a11

• przek�ladnia energetyczna pe =
√

z12/z21 =
√

detA
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Fig. 9.1 Czwórnik obcia̧żony impedancja̧ ZL.

• impedancja falowa Zf =
√

detZ =
√

a12/a21

• wspó�lczynnik przenoszenia falowego g, ch(g) =
√

(z11z22)/(z12z21) =
√

a11a22/detA

Na podstawie powyższych definicji, przy za�lożeniu symetrii impedancyjnej i energetycznej (p = pe = 1)
czwórnika, równania �lańcuchowe (9.3) moga̧ być zapisane nastȩpuja̧co:[

V1

I1

]
=

[
ch(g) Zfsh(g)
1

Zf
sh(g) ch(g)

]
,

[
V2

I ′2

]
, (9.5)

gdzie ch i sh oznaczaja̧ funkcje hiperboliczne.
W obwodach pra̧du zmiennego parametry falowe moga̧ być liczbami zespolonymi, a w szczególności wspó�l-

czynnik przenoszenia falowego g = a+jb, gdzie a nosi nazwȩ wspó�lczynnika t�lumienia falowego a b wspó�lczynnika
przesuniȩcia.

Z równań (9.5) wynika, że w warunkach dopasowania (to znaczy gdy impedancja wewnȩtrzna źród�la i
impedancja obcia̧żenia sa̧ równe impedancji falowej Zf ) zachodza̧ zależności:

V1

V2
=

I1

I2
= eg. (9.6)

Z powyższej zależności wynika, że zerowe t�lumienie, a = 0, oznacza równość wartości skutecznych napiȩć i
pra̧dów |V1| = |V2|, |I1| = |I2|. Przypadek zerowego t�lumienia może w szczególności wystȩpować dla czwórnika
w zbudowanego z elementów bezstratnych, na przyk�lad z indukcyjności i pojemności, badanego w nastȩpnej
sekcji.

Pasywność, w szczególności bezstratność, jest ważna̧ w�laściwościa̧ obwodu zapewniaja̧ca̧ stabilność i ma�ly
poziom szumu. Jednakże obwody scalone zbudowane g�lównie z rezystorów, kondensatorów i cewek sa̧ trudne
do zrealizowania w systemach z duża̧ dok�ladnościa̧ przetwarzania sygna�lów. Oprócz tego wprowadzaja̧ one
t�lumienie. Z drugiej strony, technologia CMOS (obecnie wioda̧ca w uk�ladach scalonych) oferuje jako podstawowe
elementy tranzystory nMOS i pMOS. Dlatego jesteśmy zainteresowani pojȩciem elementu aktywnego przez który
rozumieć bȩdziemy element zbudowany z tranzystorów.

Definicja teoretyczna elementu pasywnego oznacza natomiast element, który pobiera energiȩ nieujemna̧:

E(t) =
∫ t

−∞
p(τ)dτ ≥ 0, for all t, E(−∞) = 0, (9.7)

gdzie p(t) jest moca̧ dostarczana̧ do wszystkich par zacisków. Dwójniki: rezystancja R (v(t) = Ri(t)), induk-
cyjność L (v(t) = Ldi(t)

dt ) i pojemność C(i(t) = C dv(t)
dt ) sa̧ elementami pasywnymi. Jeżeli energia w definicji

(9.7) jest równa zeru (E(t) = 0), to o elemencie mówimy że jest bezstratny.
Idealny transformator (IT) oraz idealny żyrator (IG) sa̧ przyk�ladami czwórnika pasywnego przedstawionego na

rys.9.1. Pierwszy z nich jest przyk�ladem konwertera, drugi inwertera impedancji. Niech impedancja wej́sciowa
Zin oznacza impedancjȩ widziana̧ od strony pierwotnej, przy stronie wtórnej obcia̧żonej przez ZL. Wówczas
czwórnik obcia̧żony na jednej parze zacisków impedancja̧ ZL i o impedancji wej́sciowej Zin, widzianej od drugiej
pary zacisków wprost (odwrotnie) proporcjonalnej do impedancji obcia̧żenia

Zin = kcZL, (Zin = ki/ZL), (9.8)

jest nazywany konwerterem (inwerterem).
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Na podstawie powyższej definicji można wykazać, że macierz �lańcuchowa konwetera ma jedyne niezerowe
elementy na g�lównej przeka̧tnej, podczas gdy macierz �lańcuchowa inwertera ma jedynie na g�lównej przeka̧tnej
elementy zerowe. Sta̧d macierze �lańcuchowe transformatora i żyratora sa̧ nastȩpuja̧ce:

FIT =
[

1/n 0
0 n

]
, (9.9)

i

FIG =
[

0 1/g
g 0

]
. (9.10)

Z macierzy (9.10) wynika że gv1 = i′2 = −i2, i1 = gv2, sta̧d ca�lkowita energia dostarczona z obu stron żyratora
jest równa zeru:

gv1i1 + gv2i2 = g[p1(t) + p2(t)] = 0. (9.11)

Zgodnie wiȩc z definicja̧ (9.7), idealny żyrator jest elementem bezstratnym podczas gdy zrealizowany w uk�ladzie
scalonym za pomoca̧ tranzystorów bȩdzie traktowany jako element aktywny.

Macierze �lńcuchowe konwertera i inwertera maja̧ dwa elementy zerowe. Czwórniki posiadaja̧ce trzy ele-
menty zerowe nazywamy źród�lami sterowanymi lub przetwornikami. Sa̧ one najpowszechniejszymi elementami
aktywnymi. Bȩdziemy nazywali czwórniki zdefiniowane za pomaca̧ macierzy �lańcuchowych

FV V T =
[

1/µ 0
0 0

]
, FCCT =

[
0 0
0 1/α

]
,

FV CT =
[

0 1/g
0 0

]
, FCV T =

[
0 0

1/r 0

]
, (9.12)

odpowiednio przetwornikiem napiȩciowo napiȩciowym (VVT), pra̧dowo pra̧dowym (CCT), napiȩciowo pra̧dowym
(VCT) oraz pra̧dowo napiȩciowym (CVT).

Innym elementem aktywnym, ważnym ze wzglȩdu na zastosowania jest nullor. Wszystkie elementy jego
macierzy �lańcuchowej sa̧ zerowe:

F = 0. (9.13)

Z macierzy �lańcuchowej nullora wynika, że pra̧d i napiȩcie wej́sciowe sa̧ zerowe (V1 = 0, I1 = 0) a na
wyj́sciu V2, I ′2 nieokreślone. Szczególnym przypadkiem nullora jest wiȩc idealny wzmacniacz operacyjny, który
dodatkowo charakteryzuje siȩ nieskończona̧ impedancja̧ wej́sciowa̧ i zerowa̧ impedancja̧ wyj́sciowa̧.

9.2 PRZEBIEG ćWICZENIA

9.2.1 Symulacja obwodu

Za pomoca̧ SPICE’a dokonać symulacji obwodu przedstawionego na rys.9.2. Opis obwodu jest nastȩpuja̧cy:
parametry falowe
vin 3 0 dc 0 ac 1
R1 1 3 1k
C1 1 0 1n
C2 2 0 1n
R2 2 0 1k
L1 1 2 500u
.ac lin 1000 0.01meg .5meg
.end
Przyk�ladowe charakterystyki amplitudowe dla napiȩć v(1) i v(2) sa̧ przedstawione na rys.9.3. Zerowe t�lumienie

wystȩpuje dla czȩstotliwości dla której wartości skuteczne napiȩć v(1), v(2) sa̧ sobie równe, czyli nastȩpuje
przeciȩcie charakterystyk. Na podstawie charakterystyk fazowych odczytać ile wynosi dla tej czȩstotliwości
przesuniȩcie fazowe miȩdzy napiȩciami.

9.2.2 Pomiary

Schemat pomiarowy jest przedstawiony na rys.9.4. Pomiary należy przeprowadzić dla kombinacji po�la̧czeń
wskazanych przez prowadza̧cego, np.: a, b, c, d, d+c, d+b, c+b.
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1. Dla wskazanych kombinacji po�la̧czeń dokonać pomiaru rezystancji. Jako rezystancjȩ falowa̧ Rf przyja̧ć
średnia̧ arytmetyczna̧ rezystancji pomierzonych na wej́sciu i wyj́sciu.

2. Do zacisku gen do�la̧czyć generator, a do zacisków input oraz output kana�ly oscyloskopu.

3. Ustawić czȩstotliwość generatora odpowiadaja̧ca̧ zerowemu t�lumieniu a=0.

4. Odczytać na oscyloskopie różnicȩ faz φ1 − φ2 miȩdzy napiȩciami v(1) i v(2) równa̧ wspó�lczynnikowi prze-
suniȩcia falowego b.

5. Punkty 2, 3, 4 powtórzyć dla wszystkich kombinacji po�la̧czeń.

9.2.3 Obliczenia wykonane na podstawie pomiarów

Wykorzystuja̧c wzory, za pomoca̧ których można obliczać parametry falowe czwórnika typu Π:

Zf = Rf =

√
Zl/Yq√

1 + ZlYq/4
(9.14)

sh(g/2) =
√

ZlYq/4 (9.15)

gdzie Zl = jωL1, Yq = jωC, C = 2C1 = 2C2, g = a + jb a sh oznacza funkcjȩ sinus hiperboliczny, obliczyć
wartości elementów L i C. Obliczeń dokonać dla wszystkich kombinacji po�la̧czeń.

C1
1n

C2
1n

L1
500u

R1
1k

R2
1kV1

1 2
3

Fig. 9.2 Schemat obwodu dla symulacji
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Fig. 9.3 Przyk�ladowe wyniki symulacji
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Fig. 9.4 Schemat obwodu dla pomiarów





10
Stany nieustalone w obwodach RLC

10.1 ANALIZA OBWODóW W STANIE NIEUSTALONYM

Analiza obwodu elektrycznego, czyli obliczenie napiȩć i pra̧dów w obwodzie elektrycznym, polega na znalezieniu
rozwia̧zań uk�ladu równań otrzymanych w wyniku stosowania praw obwodów elektrycznych (prawa Kirchhoffa,
metoda pra̧dów oczkowych lub potencja�lów wȩz�lowych). W przypadku obwodów pra̧du sta�lego lub zmiennego
w stanie ustalonym, sa̧ to równania algebraiczne. W dowolnym stanie pracy obwodu, gdy jest konieczne użycie
zależności z pochodnymi pra̧du lub napiȩcia, analiza obwodu polega na rozwia̧zywaniu równań różniczkowych.
Przyk�ladem jest obwód zawieraja̧cy indukcyjności lub pojemności opisane odpowiednio zależnościami

u(t) = L
di(t)
dt

, (10.1)

i

i(t) = C
du(t)

dt
. (10.2)

W przypadku ogólnym, gdy równania różniczkowe sa̧ nieliniowe, rozwia̧zanie znajduje siȩ metodami numerycz-
nymi, z wykorzystaniem odpowiednich symulatorów obwodów elektronicznych (np. SPICE).

Obwody elektryczne zbudowane z elementów liniowych o parametrach sta�lych sa̧ opisywane również liniowymi
równaniami różniczkowymi o sta�lych wspó�lczynnikach, których rozwia̧zania można znaleźć w sposób analityczny.
Rozważmy dla przyk�ladu obwód na rys.10.3. Uk�ladaja̧c równanie napiȩciowe Kirchhoffa obwodu po komutacji
(klucz prze�la̧czony z pozycji górnej w dolna̧) i biora̧c pod uwagȩ, że spadek napiȩcia na rezystancji R1 można
wyrazić (zgodnie z prawem pra̧dowym Kirchhoffa) za pomoca̧ pra̧du p�lyna̧cego przez pojemność i opisanego
zależnościa̧ (10.2), otrzymujemy:

R1C1
du(t)

dt
+ u(t) = 0, (10.3)

gdzie u(t) jest napiȩciem na pojemności. Stosuja̧c metodȩ rozdzielenia zmiennych (zmienna zależna u po prawej
stronie równania, a zmienna niezależna t po lewej) równanie (10.3) przekszta�lcamy do postaci

du

u
= −dt

τ
, (10.4)

gdzie τ = R1C1. Ca�lkuja̧c obustronnie otrzymujemy

ln u = − t

τ
− ln A, (10.5)

lub
u = Ae−

t
τ , (10.6)

51
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gdzie sta�la ca�lkowania A, wyznaczona z warunku pocza̧tkowego u(0) = VDC wynosi A = VDC . Odcinek czasu po
którym napiȩcie maleje e-ktrotnie nazwamy sta�la̧ czasowa̧, która w rozwia̧zaniu (10.6) wynosi τ . Dla podanych
parametrów wynosi ona τ = 8.46s. Zwykle przyjmuje siȩ, że napiȩcie lub pra̧d ustala siȩ po 3 ÷ 5τ .

Równanie (10.3) jest równaniem jednorodnym pierwszego rzȩdu (równanie z prawa̧ strona̧ równa̧ zeru, w
którym wystȩpuje tylko pierwsza pochodna). Równanie jednorodne n-tego rzȩdu ma postać:

anf (n) + a(n−1)f
(n−1) + . . . a1f

′ + a0f = 0. (10.7)

Podstawiaja̧c za f(t) = est, czyli rozwia̧zanie szczególne (ca�lkȩ szczególna̧) równania różniczkowego, otrzymu-
jemy tzw. równanie charakterystyczne

ansn + an−1s
n−1 + . . . a1s

1 + a0 = 0, (10.8)

którego pierwiastki si, i = 1, . . . , n daja̧ rozwia̧zania szczególne fi(t) = esit. Tworza̧c kombinacjȩ liniowa̧
tych rozwia̧zań otrzymujemy ca�lkȩ ogólna̧ (rowia̧zanie ogólne) równania różniczkowego jednorodnego. Za�lóżmy,
że wszystkie pierwiastki równania charakterystycznego sa̧ pojedyncze, rzeczywiste, ujemne: si = −αi, i =
1, . . . , n, αi > 0. Rozwia̧zanie ma wówczas postać: f(t) = A1e

−α1t + . . . + Ane−αnt, gdzie Ai, i = 1, . . . , n,
sa̧ sta�lymi ca�lkowania. Sk�ladowe rozwia̧zania f(t) nazywamy wówczas sk�ladowymi t�lumionymi aperiodycznymi
(nieokresowymi), a αi wspó�lczynnikami t�lumienia. Odwrotność najmniejszego wspó�lczynnika t�lumienia jest
sta�la̧ czasowa̧ obwodu τ . Wśród rozwia̧zań równania charakterystycznego moga̧ istnieć pierwistki zespolone.
Ponieważ wspó�lczynniki tego równania sa̧ rzeczywiste, dla pojedynczego pierwiastka zespolonego si = −αi +jωi

musi istnieć pierwiastek zespolony sprzȩżony sj = −αi − jωi = s∗i i w rozwia̧zaniu ogólnym f(t) wystȩpuje
sk�ladnik

Aie
(−αi+jωi)t + Aje

(−αi−jωi)t = [Aie
jωit + Aje

−jωit]e−αit. (10.9)

Korzystaja̧c ze wzoru Eulera możemy sk�ladnik ten przedstawić w postaci

Bie
−αit sin(ωit + ϕi), (10.10)

gdzie Bi, ϕi sa̧ nowymi sta�lymi ca�lkowania. Sk�ladnik taki nazywamy periodycznym t�lumionym, gdzie αi jest
wspó�lczynnikiem t�lumienia, a ωi jego pulsacja̧. Oprócz pierwiastków pojedynczych, równanie charakterystyczne
może posiadać również pierwiastki wielokrotne. Za�lóżmy, że pierwiastek rzeczywisty ujemny si = −αi jest
k-krotny. Zgodnie z metoda̧ rozwia̧zywania równań różniczkowych, sk�ladnikiem rozwia̧zania ogólnego jest wów-
czas wyrażenie

(B0 + B1t + B2t
2 + . . . + Bk−1t

k−1)e−αit, (10.11)

nazywane sk�ladnikiem aperiodycznym krytycznym.
Rozwia̧zanie równania różniczkowego jednorodnego daje tzw. sk�ladowa̧ swobodna̧ poszukiwanego napiȩcia lub

pra̧du w obwodzie. Jeżeli w obwodzie po komutacji dzia�laja̧ jakieś źród�la, wówczas równanie ma prawa̧ stronȩ
niezerowa̧ i zgodnie z metoda̧ przewidywań stosowana̧ dla równań niejednorodnych w rozwia̧zaniu wystȩpuje
tzw. sk�ladowa wymuszona. Rozważmy dla przyk�ladu ponownie obwód na rys.10.3. Zak�ladaja̧c, że klucz jest
prze�la̧czony z pozycji dolnej w górna̧, otrzymujemy:

R1C1
du(t)

dt
+ u(t) = e(t), (10.12)

gdzie e(t) jest źród�lem dzia�laja̧cym w obwodzie. Jeżeli e(t) = VDC = const, to oprócz sk�ladowej swobodnej
us(t) maja̧cej postać (10.6), napiȩcie na pojemności bȩdzie jeszcze posiada�lo sk�ladowa̧ wymuszona̧ uw(t). Jest
ona równa napiȩciu w stanie ustalonym, a ponieważ zak�ladamy obwód pra̧du sta�lego to uw(t) = VDC . Jako
rozwia̧zanie ogólne otrzymujemy

u = us + uw = Ae−
t
τ + VDC , (10.13)

gdzie sta�la ca�lkowania A, wyznaczona z warunku pocza̧tkowego u(0) = 0 (przed komutacja̧ kondensator by�l
roz�ladowany) wynosi A = −VDC .

Dla źród�la pra̧du zmiennego e(t) =
√

2|E| sin ωt, sk�ladowa̧ wymuszona̧ znajdujemy metoda̧ liczb zespolonych.
Sk�ladowa wymuszona w postaci zespolonej wynosi Uw = |E|/(1 + jωR1C1) = |E|/

√
1 + ω2R2

1C
2
1e−jϕ, gdzie

tan ϕ = ωR1C1. Jako rozwia̧zanie ogólne otrzymujemy wiȩc:

u = Ae−
t
τ +

|E|√
1 + ω2R2

1C
2
1

sin(ωt − ϕ), (10.14)

przy sta�lej ca�lkowania możliwej do wyznaczenia z zerowego warunku pocza̧tkowego.
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Do analizy obwodów liniowych o sta�lych parametrach czȩściej, zamiast równań różniczkowych, używa siȩ
transformaty Laplace’a

F (s) =
∫ ∞

0

f(t)e−stdt = L{f(t)}, (10.15)

która funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej t przyporza̧dkowuje funkcjȩ F (s) zmiennej zespolonej s. Jest to tzw.
metoda operatorowa, ponieważ z dziedziny zmiennej rzeczywistej przechodzimy w dziedzinȩ operatorowa̧ (w
tym przypadku w dziedzinȩ operatora Laplace’a). Z definicji transformaty Laplace’a znajdujemy transformaty
podstawowych funkcji. Funkcja skoku jednostkowego

u(t) =




0, t < 0
1/2, t = 0

1, t > 0
(10.16)

opisuja̧ca za�la̧czanie w obwodzie źród�la pra̧du sta�lego posiada transformatȩ:

F (s) =
∫ ∞

0

u(t)e−stdt =
∫ ∞

0

e−stdt =
−1
s

e−st

∣∣∣∣
∞

0

=
1
s
, (10.17)

pod warunkiem że res > 0. W podobny sposób, dla pseudofunkcji (dystrybucji) delta Diraca

δ(t) =
{ ∞, t = 0

0, t �= 0 ,

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1, (10.18)

otrzymujemy
F (s) = L{δ(t)} = 1. (10.19)

Dopuszczaja̧c dystrybucje w rachunku operatorowym możemy przyja̧ć, że dolna̧ granica̧ ca�lkowania w deficji
trasnformaty Laplace’a (10.15) jest granica lewostronna funkcji w chwili t = 0.

Transformaty sygna�lów periodycznego i aperiodycznego można otrzymać jako szczególne przypadki transfor-
maty funkcji f(t) = eλt. Na podstawie (10.15) otrzymujemy

F (s) =
∫ ∞

0

eλte−stdt =
∫ ∞

0

e−(s−λ)tdt =
−1

s − λ
e−(s−λ)t

∣∣∣∣
∞

0

=
1

s − λ
, (10.20)

jeżeli re(s − λ) > 0 lub res > reλ. Przyjmuja̧c λ rzeczywiste ujemne, λ = −α, otrzymujemy transformatȩ
sygna�lu aperiodycznego t�lumionego

L{e−αt} =
1

s + α
. (10.21)

Dla λ zespolonego λ = −α + jω mamy

L{e(−α+jω)t} = L{e−αt cos ωt} + jL{e−αt sin ωt} =
1

s + α − jω
=

s + α

(s + α)2 + ω2
+ j

ω

(s + α)2 + ω2
, (10.22)

czyli

L{e−αt cos ωt} =
s + α

(s + α)2 + ω2
, (10.23)

oraz
L{e−αt sin ωt} =

ω

(s + α)2 + ω2
. (10.24)

W szczególnym przypadku za�la̧czania w obwodzie źród�la pra̧du zmiennego otrzymujemy z (10.23) i (10.24),
przyjmuja̧c α = 0,

L{cos ωt} =
s

s2 + ω2
, (10.25)

oraz
L{sin ωt} =

ω

s2 + ω2
. (10.26)

W metodzie operatorowej analizy obwodów jednym z podstawowych jest wzór na transformatȩ pochodnej.
Za�lóżmy, że znana jest transformata F (s) = L{f(t)} funkcji f(t), znajdziemy transformatȩ jej pochodnej f ′(t).
Stosuja̧c (10.15) i metodȩ ca�lkowania przez czȩści otrzymujemy:

L{f ′(t)} =
∫ ∞

0

f ′(t)e−stdt = f(t)e−st
∣∣∞
0

− (−s)
∫ ∞

0

f(t)e−stdt = sF (s) − f(0−), (10.27)



54 STANY NIEUSTALONE W OBWODACH RLC
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Fig. 10.1 Modele indukcyjności i pojemności w dziedzinie operatorowej
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Fig. 10.2 Obwód z kondensatorem w dziedzinie operatorowej

gdzie 0− oznacza granicȩ lewostronna̧ funkcji f(t) w punkcie t = 0. Zależność (10.27) oznacza, że operacji
różniczkowania w dziedzinie czasu odpowiada mnożenie przez s w dziedzinie operatorowej, czyli stosuja̧c metodȩ
operatorowa̧ otrzymujemy w dziedzinie operatorowej opis obwodu za pomoca̧ równań algebraicznych zamiast
różniczkowych, podobnie jak to ma miejsce przy zastosowaniu metody liczb zespolonych w obwodach pra̧du
zmiennego.

Zastosowanie wzoru na transformatȩ pochodnej w zależnościach (10.1) oraz (10.2) daje

U(s) = sLI(s) − Li(0−), (10.28)

lub

I(s) =
1
sL

U(s) +
i(0−)

s
, (10.29)

oraz
I(s) = sCU(s) − Cu(0−), (10.30)

lub

U(s) =
1

sC
I(s) +

u(0−)
s

. (10.31)

Powyższe zależności pozwalaja̧ na przedstawienie w dziedzinie operatorowej obwodu elektrycznego z induk-
cyjnościami i pojemnościami posiadaja̧cymi schematy zastȩpcze przedstawione na rys.10.1 ze źród�lami uwzglȩd-
niaja̧cymi niezerowe warunki pocza̧tkowe oraz z sL, 1/(sC), 1/(sL), sC oznaczaja̧cymi impedancje i admitancje
operatorowe odpowiednio indukcyjności i pojemności.
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Fig. 10.3 Stan nieustalony w obwodzie RC

Rozważmy dla przyk�ladu ponownie przypadek roz�ladowania kondensatora z rys.10.3. Obwód w dziedzinie
operatorowej jest przedstawiony na rys.10.2. Analiza metoda̧ potencja�lów wȩz�lowych daje rozwia̧zanie

U(s) =
C1VDC

sC1 + 1/R1
=

VDC

s + 1/τ
, (10.32)

gdzie τ = R1C1. Porównanie (10.32) z (10.21) daje rozwia̧zanie w dziedzinie czasu

u(t) = VDCe−
t
τ , (10.33)

identyczne z (10.6) otrzymanym z rozwia̧zania równania różniczkowego.
W (10.32) rozwia̧zanie jest funkcja̧ wymierna̧ zmiennej s. Z zależności (10.20) do (10.26) oraz (10.28) do

(10.31) wynika, że wszystkie napiȩcia i pra̧dy w obwodach liniowych o parametrach skupionych sa̧ w dziedzinie
operatorowej funkcjami wymiernymi. Dla obliczenia napiȩć i pra̧dów w dziedzinie czasu możemy wiȩc wyko-
rzystać, podobnie jak przy obliczaniu ca�lek funkcji wymiernych, rozk�lad na u�lamki proste. U�lamkom tym
przyporza̧dkowujemy nastȩpnie funkcje (10.20) do (10.26) podobnie jak to mia�lo miejsce w przypadku wzoru
(10.32). Otrzymane w ten sposób sk�ladowe napiȩcia lub pra̧du w dziedzinie czasu zależa̧ od biegunów funkcji
wymiernej (zer mianownika), które w metodzie operatorowej spe�lniaja̧ rolȩ pierwiastków wielomianu charak-
terystycznego.

10.2 CEL ćWICZENIA

Analiza zachowania prostych obwodów RLC w warunkach stanu nieustalonego. Badanie wp�lywu zmian parametrów
obwodu na czas trwania stanu nieustalonego.

10.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

10.3.1 Stan nieustalony w szeregowym obwodzie RC

10.3.1.1 Schemat badanego obwodu

10.3.1.2 Pomiary

• Obliczyć sta�la̧ czasowa̧ dla obwodu z rysunku 10.3.

• Po�la̧czyć obwód wed�lug powyższego schematu (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Dokonać pomiarów spadku napiȩcia na pojemności przy użyciu multimetru MXD-4660 i oprogramowania
MultiView, wyniki zapisać w pliku tekstowym.

Uwaga:
pomiary zapisywać w C : \Lab \ Pomiary\
nie zmieniać zakresu miernika podczas pomiaru
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Fig. 10.4 Stan nieustalony w obwodzie RlC

Warunki pomiaru: sta�la wartość napiȩcia wej́sciowego 5V, czas prze�la̧czenia SW dobrany w sposób
pozwalaja̧cy na obserwacjȩ pe�lnych cykli �ladowania-roz�ladowania kondensatora, czas trwania pomiaru = min.
2 pe�lne cykle �ladowania-roz�ladowania kondensatora.

10.3.1.3 Wizualizacja danych pomiarowych Dokonać konwersji danych pomiarowych do postaci akceptowalnej
przez program Datascape, użyć w tym celu skryptu Perl’a converter.pl (sk�ladnia linii poleceń: perl converter.pl
pomiar.txt wynik). Wykreślić pliki ∗ ch1time.txt w programie Datascape; w przypadku wysta̧pienia dużych
b�lȩdów w pomiarach seriȩ powtórzyć.

10.3.2 Stan nieustalony w szeregowym obwodzie RLC

10.3.2.1 Schemat badanego obwodu

10.3.2.2 Pomiary

• Po�la̧czyć obwód wed�lug schematu z rys.10.4 (należy użyć p�lyty prototypowej).

• Przy pomocy oscyloskopu cyfrowego dokonać pomiarów spadku napiȩcia na pojemności dla wartości rezys-
tancji podanych przez prowadza̧cego (np. 100, 1k, 10k, 100k, 1Meg - dla każdego z przypadków zaobser-
wować przebieg napiȩcia na indukcyjności).

warunki pomiaru: sta�la wartość napiȩcia wej́sciowego 5Vpk-pk (przebieg prostoka̧tny, offset 2.5V, wartość
czȩstotliwości 250Hz);

10.4 ZAGADNIENIA DO OPRACOWANIA

Dla danych z punktu 10.3.1:

• obliczyć wartość napiȩcia na kondensatorze metoda̧ klasyczna̧ dla jednego okresu wymuszenia (za�lożyć
zerowe warunki pocza̧tkowe) - porównać wyniki z danymi pomiarowymi (wykreślić na wspólnym wykresie).

Dla danych z punktu 10.3.2:

• obliczyć wartość napiȩcia na kondensatorze oraz pra̧du p�lyna̧cego przez cewkȩ w stanie nieustalonym dla
podanych rezystancji w przedziale czasu równym jednemu okresowi przebiegu wymuszaja̧cego (za�lożyć
zerowe warunki pocza̧tkowe) - porównać wyniki z danymi pomiarowymi.

• obliczyć wartość rezystancji krytycznej - określić wp�lyw rezystancji obwodu na kszta�lt pomierzonych
krzywych.



11
Filtry reaktancyjne

11.1 STRATEGIA PROJEKTOWANIA FILTRóW O MA�lEJ WRAżLIWOśCI

Operacje filtrowania sa̧ bardzo czȩsto wykorzystywane w systemach przetwarzania sygna�lów. W tym ćwiczeniu
zapoznamy siȩ z podstawami strategii projektowania filtrów ma�lowrażliwych na zmiany parametrów. Opiszemy
w�laściwości wrażliwościowe bezstratnego czwórnika obcia̧żonego rezystancynie, rozważanego jako szczególny
przypadek wielowrotnika.

Transmitancja napiȩciowa czwórnika z obu stron obcia̧żonego rezystancyjnie (rysunek 11.1) może być opisana
funkcja̧ wymierna̧ w postaci

H(s) =
V2(s)
Vin(s)

=
N(s)
D(s)

, (11.1)

gdzie N(s), D(s) sa̧ wielomianami licznika i mianownika. Zak�ladaja̧c, że generator, czwórnik i obcia̧żenie sa̧
dopasowane, maksimum energii dostarczonej z generatora wynosi

Pmax =
Vin

4R1
=

VinG1

4
. (11.2)

Jeżeli warunki dopasowania sa̧ spe�lnione, to moc wydzielana w obcia̧żeniu czwórnika

P2 =
|V2|2
R2

= |V2|2G2, (11.3)

jest równa Pmax (P2 = Pmax). Dla nominalnych wartości parametrów, czwórnik może być dopasowany do
swoich rezystancji na wej́sciu i wyj́sciu przy czȩstotliwości generatora ω0. Za�lóżmy, że istnieje conajmniej jedna
taka czȩstotliwość. Jeżeli warunki dopasowania nie sa̧ spe�lnione ze wzglȩdu na zmiany czȩstotliwości lub wariacje
parametrów obwodu, to mamy

Pmax

P2
≥ 1, (11.4)

lub
Pmax = P2 + Pr, (11.5)

gdzie Pr jest moca̧ odbita̧. Pr jest niezerowa, gdy warunki dopasowania nie sa̧ spe�lnione. Wprowadzaja̧c
wspó�lczynnik przenoszenia

Ht(s) =
1
2

√
G1

G2

1
H(s)

=
D(s)
P (s)

, (11.6)

gdzie P (s) = 2
√

G2
G1

N(s), otrzymujemy

|Ht(jω)|2 =
Pmax

P2
. (11.7)
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Podobnie możemy wprowadzić funkcjȩ charakterystyczna̧

K(s) =
F (s)
P (s)

, (11.8)

tak aby

|F (jω)|2 =
Pr

P2
. (11.9)

Z zależności (11.5) otrzymujemy równanie Feldtkellera

|Ht(jω)|2 = |K(jω)|2 + 1, (11.10)

które w dziedzinie s ma postać
Ht(s)Ht(−s) = K(s)K(−s) + 1. (11.11)

Z użyciem wielomianów D(s), P (s), i F (s), jest możliwe przepisanie równania (11.11) w postaci

D(s)D(−s) = F (s)F (−s) + P (s)P (−s), (11.12)

i obliczenie, po faktoryzacji, wielomianu F (s) na podstawie danych wielomianów N(s) i D(s) transmitancji
napiȩciowej (11.1). Na podstawie wielomianów w równaniu Feldtkellera, może być otrzymana macierz rozproszenia
S czwórnika w postaci

S =
1

D(s)

[
F (s) ±P (−s)
P (s) ∓F (−s)

]
. (11.13)

Moc odbita Pr może być obliczona jako

Pr = Pmax − P1, (11.14)

gdzie Pmax jest dane przez (11.2) i P1 = |I1|2reZin. Sta̧d

Pr = Pmax

(
1 − 4R1

|Vin|2 |I1|2reZin

)
= Pmax

(
1 − 4R1reZin

|R1 + reZin|2
)

, (11.15)

i po prostych obliczeniach otrzymujemy

Pr

Pmax
=

|K(jω)|2
|H(jω)|2 =

∣∣∣∣R1 − Zin(jω)
R1 + Zin(jω)

∣∣∣∣
2

. (11.16)

Ostatnie równanie daje nastȩpuja̧ca̧ zależność w dziedzinie s

K(s)
Ht(s)

=
F (s)
D(s)

=
R1 − Zin(s)
R1 + Zin(s)

, (11.17)

lub

Zin(s) = R1
D(s) − F (s)
D(s) + F (s)

. (11.18)

Darlington udowodni�l, że każda funkcja rzeczywista dodatnia może być zrealizowana jako impedancja wej-
ściowa Zin(s) czwórnika bezstratnego obcia̧żonego rezystancyjnie. W realizacji takiego czwórnika na podstawie
transmitancji (11.1), równanie Feldtkellera odgrywa g�lówna̧ rolȩ. Takie podej́scie do syntezy, bazuja̧ce na
czwórniku bezstratnym, jest nazywane modelem Darlingtona syntezy obwodów.

Z zależności (11.4) i (11.7) wynika, że modu�l wspó�lczynnika przenoszenia Ht(jω) osia̧ga wartość minimalna̧
1 dla czȩstotliwości w paśmie przenoszenia, dla których spe�lnione sa̧ warunki dopasowania. Oznacza to zerowe
t�lumienie. Jeżeli za�lożymy 2

√
G2
G1

= 1, to modu�l transmitancji H(jω) osia̧ga wartość maksymalna̧ 1. Przypadek
ten jest przedstawiony na rysunku 11.2. Widzimy, że pochodna modu�lu transmitancji |H|, a w konsekwencji
wrażliwość modu�lu wzglȩdem parametrów xi

S|H|
xi

=
∂ ln |H|
∂ ln xi

=
xi

|H|
∂|H|
∂xi

, (11.19)

jest równy zeru. Im mniejsza jest amplituda zafalowania w paśmie przenoszenia, tym mniejszej możemy siȩ
spodziewać wrażliwości modu�lu w tym paśmie.
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Fig. 11.1 Czwórnik bezstratny obcia̧żony rezystancyjnie
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Fig. 11.2 Wspó�lczynnik przenoszenia i transmitancja napiȩciowa jako funkcje parametrów czwórnika bezstratnego
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11.2 PRZEBIEG ćWICZENIA

11.2.1 Symulacja obwodu

Za pomoca̧ SPICE’a dokonać symulacji obwodów przedstawionych na rys.11.3 i rys.11.4. Opis obwodu z rys.11.3
jest nastȩpuja̧cy:

filtr Czebyszewa 3
vin 1 0 dc 0 ac 1
Ri 1 3 1k
Ro 2 0 1k
C1 3 0 2n
C2 2 0 2n
L1 3 2 820u
.ac lin 1000 0.01meg .5meg
.end
Opis dla obwodu z rys.11.4 różni siȩ jedynie dodatkowa̧ pojemnościa̧ C3:
C0305, theta=32
vin 1 0 dc 0 ac 1
Ri 1 3 1k
Ro 2 0 1k
C1 3 0 2n
C3 3 2 270p
C2 2 0 2n
L1 3 2 820u
.ac lin 1000 0.01meg .5meg
.end

Ri

C1 C2

L1

Ro

output

input

Fig. 11.3 Filtr Czebyszewa 3-go rzȩdu

Ri

C1 C2

C3

L1 Ro

output

input

Fig. 11.4 Filtr eliptyczny 3-go rzȩdu
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AIM-Spice Graphical Postprocessor
Date: Fri Feb 28 22:06:22 2003

Circuit: 3:C0305, theta=32
Analysis: AC Analysis
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Fig. 11.5 Wyniki symulacji dla filtru Czebyszewa

Przyk�ladowe charakterystyki amplitudowe dla napiȩcia vout sa̧ przedstawione na rys.11.5 i rys.11.6, odpowied-
nio dla filtru Czebyszewa i eliptycznego. Znaleźć również charakterystyki fazowe. Zbadać jak wp�lynie na kszta�lt
charakterystyk uwzglȩdnienie rezystancji 20Ω w�la̧czonej szeregowo z indukcyjnościa̧ L1.

11.2.2 Pomiary

Wykorzystuja̧c generator i oscyloskop pomierzyć wartości skuteczne napiȩć i przesuniȩcia fazowe dla czȩstotliwości
generatora odpowiadaja̧cych punktom zaznaczonym na rysunkach 11.5 i 11.6. Czȩstotliwość graniczna̧ pasma
zaporowego dla filtru Czebyszewa (ostatni punkt na rys.11.5) określić dla napiȩcia na wyj́sciu równego 1/200
napiȩcia wej́sciowego.

11.2.3 Obliczenia

Dla pomierzonych punktów charakterystyk obliczyć t�lumienia w dB. Jako wartość odniesienia przyja̧ć 1/2
wartości napiȩcia wej́sciowego.
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AIM-Spice Graphical Postprocessor
Date: Fri Feb 28 21:42:29 2003

Circuit: 1:C0305, theta=32
Analysis: AC Analysis
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Fig. 11.6 Wyniki symulacji dla filtru eliptycznego



12
Obwody ze wzmacniaczami

operacyjnymi

12.1 WZMACNIACZ OPERACYJNY JAKO ELEMENT OBWODU

12.1.1 Parametry wzmacniacza operacyjnego

Idealny wzmacniacz operacyjny może być przedstawiony jako źród�lo napiȩciowe sterowane napiȩciem pokazane
na rys.12.1a, dla którego

Vin = V+ − V−, Vout = AoVin, (12.1)

oraz
Ao → ∞, Vin → 0, (12.2)

czyli wzmocnienie napiȩciowe Ao da̧ży do nieskończoności przy napiȩciu wej́sciowym Vin da̧ża̧cym do zera. Zacisk
wzmacniacza na którym wystȩpuje napiȩcie V+ nazywamy wej́sciem nieodwracaja̧cym, podczas gdy zacisk na
którym wystȩpuje napiȩcie V− wej́sciem odwracaja̧cym. Rzeczywisty wzmacniacz jest obwodem scalonym zbu-
dowanym z wielu tranzystorów i jest elementem nieliniowym. Jednak dla wprowadzenia parametrów potrzeb-
nych do jego opisu można pos�lużyć siȩ liniowym obwodem, przedstawionym na rys.12.2, nazywanym makro-
modelem wzmacniacza operacyjnego. Równania wȩz�lowe tego obwodu można zapisać w postaci:[

sC2 + Y + G2 −Y + gmn3

−Y sC1 + Y + G1

]
·
[

Vout

V2

]
=

[
0

gmp1Vin

]
, (12.3)

gdzie Y oznacza admitancjȩ ga�lȩzi kompensacyjnej i ma postać

Y =
sC · G
sC + G

. (12.4)

Z powyższych równań otrzymujemy transmitancjȩ

H(s) =
Vout

Vin
=

N(s)
D(s)

, (12.5)

gdzie wielomiany licznika i mianownika wyrażaja̧ siȩ odpowiednio wzorami:

N(s) = gmp1(Y − gmn3) , (12.6)

i
D(s) = s2C1C2 + s(C1 + C2)Y + s(C1G2 + C2G1) + (G1 + G2 + gmn3)Y + G1G2 . (12.7)

Wielomiany licznika i mianownika wskazuja̧, że transmitancja wzmacniacza ma pojedyncze zero i dwa bieguny.
Rozważmy wzmacniacz, w którym ga�la̧ź kompensacyjna jest pominiȩta (Y = 0). Mamy wówczas:

N(s) = −gmp1gmn3 , (12.8)
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b)a)

-

+
AoVin

VoutV-

V+

Fig. 12.1 Wzmacniacz operacyjny przedstawiony w postaci źród�la sterowanego (a) i symbolu (b)

Vin outV

g
mn31

R C

1
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mp1Vin R 2 C 2R C V2
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Fig. 12.2 Makromodel dwustopniowego wzmacniacza operacyjnygo
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i
D(s) = s2C1C2 + s(C1G2 + C2G1) + G1G2 . (12.9)

Pojemność pasożytnicza C1 jest znacznie mniejsza niż C2, do której jest także w�la̧czona pojemność obcia̧żenia.
Sta̧d wynika nierówność

C1G2 < C2G1 . (12.10)

Dla nierówności (12.10), transmitancja ma zespolone bieguny, które sa̧ zerami wielomianu (12.9), i sygna�l na
wyj́sciu jest oscylacyjny. Aby uzyskać

C1G2 = C2G1 , (12.11)

kondensator kompensacyjny o wartości równej w przybliżeniu pojemności obcia̧żenia może być dodany w
po�la̧czeniu równoleg�lym do pojemności C1. Mamy w tym przypadku

H(s) =
−Aoα

2
p

(s + αp)2
, (12.12)

gdzie

αp =
G1

C1
=

G2

C2
, (12.13)

jest wspó�lczynnikiem t�lumienia i
Ao =

gmn3gmp1

G1G2
, (12.14)

jest wzmocnieniem sta�lopra̧dowym (dc) wzmacniacza. Czȩstotliwość wzmocnienia jednostkowego ω1 spe�lnia
równanie

Aoα
2
p

ω2
1 + α2

p

= 1 , (12.15)

daja̧c iloczyn wzmocnienia i pasma przenoszenia, GBP (gain-bandwidth product), GBP = ω1, w postaci:

GBP =
√

Ao − 1αp ≈
√

Aoαp . (12.16)

Taka metoda kompensacji wymaga relatywnie dużego kondensatora, który znacznie zwiȩksza powierzchniȩ
uk�ladu na czipie.

Aby wyjaśnić rolȩ ga�lȩzi kompensacyjnej Y za�lóżmy na pocza̧tek, że zawiera ona jedynie kondensator, Y =
sC. Sta̧d wielomiany licznika (12.6) i mianownika (12.7) sa̧ nastȩpuja̧ce:

N(s) = gmp1(sC − gmn3) , (12.17)

i
D(s) = s2(C1C2 + C1C + C2C) + s[C1G2 + C2G1 + (G1 + G2 + gmn3)C] + G1G2 . (12.18)

Przy za�lożeniu że C � C1, C2 � C1, gmn3 � G1, i gmn3 � G2, wielomian mianownika może być przybliżony
jako

D(s) ≈ s2C2C + sgmn3C + G1G2 . (12.19)

Ten wielomian posiada dwa zera rzeczywiste ujemne, które sa̧ biegunami transmitancji. Ich wartości można osza-
cować gdy odpowiednio pierwszy i trzeci sk�ladnik w (12.19) sa̧ pominiȩte. Sta̧d przybliżone wartości biegunów
sa̧ nastȩpuja̧ce:

s′p = −α′
p , s′′p = −α′′

p , (12.20)

gdzie

α′
p =

G1G2

Cgmn3
=

gmp1

AoC
, α′′

p =
gmn3

C2
. (12.21)

Aby określić GBP , wielomian licznika (12.17) i wielomian mianownika (12.19) z pominiȩtym trzecim sk�ladnikiem,
moga̧ być wykorzystane dla przybliżenia transmitancji H(jω). Mamy wówczas:

H(jω) = − gmp1(gmn3 − jωC)
jωC(jωC2 + gmn3)

= − 1 − jωC/gmn3

jωC/gmp1(1 + jωC2/gmn3)
, (12.22)

i równanie |H(jω1)| = 1 ma postać:

1 + (ω1C/gmn3)2 = (ω1C/gmp1)2[1 + (ωC2/gmn3)2] . (12.23)
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Sta̧d czȩstotliwość wzmocnienia jednostkowego może być oszacowana przez

ω4
1 ≈ g2

mp1g
2
mn3

C2
2C2

, (12.24)

i
GBP ≈

√
Aoα′

pα
′′
p . (12.25)

Zauważmy, że we wzorze (12.21) opisuja̧cym wspó�lczynnik t�lumienia α′
p, pojemność C jest mnożona przez

wzmocnienie sta�lopra̧dowe Ao i kompensacja może być uzyskana przy użyciu ma�lego kondensatora. To zjawisko
jest nazywane efektem Millera. Niedogodnościa̧ takiej kompensacji jest zero po�lożone w prawej pó�lp�laszczyźnie
zmiennej zespolonej s:

sz =
gmn3

C
. (12.26)

W po�la̧czeniu szeregowym z C jest zwykle używany rezystor. Odpowiedni dobór wartości tej rezystancji
umożliwia skompensowanie tego zera lub nawet przesuniȩcie go do lewej pó�lp�laszczyzny.

Oprócz GBP , innymi ważnymi parametrami, które opisuja̧ zachowanie wzmacniacza operacyjnego sa̧: mar-
gines fazy (phase margin) (PM), szybkość czasu narastania napiȩcia wyj́sciowego (slew rate) (SR), czas usta-
lania (settling time) (ts), wspó�lczynnik t�lumienia wp�lywu zasilania (power supply rejection ratio) (PSRR), i
wspó�lczynnik t�lumienia sygna�lu wspólnego (common mode rejection ratio) (CMRR). Te parametry moga̧ być
wyrażone w nastȩpuja̧cy sposób:

1. PM = 180o − arg[H(jω1)], gdzie ω1 jest czȩstotliwościa̧ wzmocnienia jednostkowego,

2. SR = dVout/dt, które oznacza szybkość zmiany Vout,

3. ts = (3 ÷ 5)τ , gdzie sta�la czasowa τ = 1/α jest obliczana dla najmniejszego wspó�lczynnika t�lumienia α,

4. PSRR = 20 log |Ho(jω)|
|Hsupp(jω)| , gdzie Ho(jω) jest transmitancja̧ wzmacniacza z otwarta̧ pȩtla̧ i Hsupp(jω) jest

transmitancja̧ wyj́scia wzglȩdem zasilania,

5. CMRR = 20 log |Ho(jω)|
|Hc(jω)| , gdzie Ho(jω) jest transmitancja̧ wzmacniacza z otwarta̧ pȩtla̧ i Hc(jω) jest

transmitancja̧ sygna�lu wspólnego dla pobudzenia do�la̧czonego równocześnie do obu wej́sć odwracaja̧cego
i nieodwracaja̧cego.

Oznaczaja̧c przez Qch �ladunek dostarczony do kondensatora C, powyższa definicja szybkości czasu narasta-
nia może być zasta̧piona, na podstawie zależności Qch = CVout, przez SR = Ich/C, gdzie Ich jest wielkościa̧
pra̧du potrzebnego do na�ladowania kondensatora kompensacyjnego C. Czas ustalania ts, zdefiniowany jako
wielokrotność sta�lej czasowej τ , może być stosowana w obwodach liniowych, w których zmiany napiȩć sa̧ opisy-
wane funkca̧ wyk�ladnicza̧ v(t) = V0 exp(−t/τ). W obwodach nieliniowych, w których sygna�ly sa̧ opisywane
innymi funkcjami, ts jest zdefiniowane jako przedzia�l czasu, w którym napiȩcie maleje do poziomu określonego
jako zadany procent jego wartości pocza̧tkowej.

12.1.2 Analiza obwodów z idealnymi wzmacniaczami operacyjnymi

Dwa proste obwody s�luża̧ce jako uk�lady: odwracaja̧cy i nieodwracaja̧cy przedstawiono na rys.12.3. Uk�lad
odwracaja̧cy jest obwodem zawieraja̧cym wzmacniacz operacyjny oraz impedancje ga�lȩzi wej́sciowej Zi i ga�lȩzi
sprzȩżenia zwrotnego Zf . Ga�lȩzie sprzȩżenia zwrotnego, �la̧cza̧ce wyj́scia wzmacniaczy operacyjnych z ich
wej́sciami odwracaja̧cymi, sa̧ w obwodach konieczne dla zapewnienia stabilności. Przy za�lożeniach (12.2)
wspólny zacisk impedancji Zi i Zf ma potencja�l masy, wiȩc pra̧dy p�lyna̧ce w każdej z ga�lȩzi sa̧ postaci:
Ii = Vi/Zi, If = Vo/Zf . Stosuja̧c dla wspólnego wȩz�la prawo pra̧dowe Kirchhoffa, przy za�lożeniu zerowego
pra̧du wej́sciowego wzmacniacza, otrzymujemy Ii = Vi/Zi = −If = Vo/Zf , czyli

Vo/Vi = −Zf/Zi. (12.27)

Podobna analiza uk�ladu nieodwracaja̧cego daje w wyniku

Vo/Vi = 1 + Zf/Z0. (12.28)

W szczególnym przypadku, gdy Zf = 0 (zwarcie), Z0 = ∞, (przerwa), uzyskujemy wzmocnienie jednostkowe
(Vo/Vi = 1) i taki wzmacniacz nazywamy buforem.



WZMACNIACZ OPERACYJNY JAKO ELEMENT OBWODU 67

Zf

Vo

Vi

b)a)

Zo

Zf

Zi

Vo

Vi

-

+

+

-

Fig. 12.3 Wzmacniacze odwracaja̧cy (a) i nieodwracaja̧cy (b) wykorzystuja̧ce wzmacniacz operacyjny
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Fig. 12.4 Schamat zastȩpczy wzmacniacza operacyjnego opisanego transmitancja̧ H
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Z rozważań w poprzednim punkcie wynika, że rzeczywisty wzmacniacz operacyjny powinien być opisywany
transmitancja̧ H dana̧ wzorami (12.12) lub (12.22), która zastȩpuje wzmocnienie napiȩciowe Ao w źródle
sterowanym na rys.12.3a. W takim przypadku uk�lad odwracaja̧cy ma schemat zastȩpczy przedstawiony na
rys.12.4. Analizuja̧c ten obwód otrzymujemy zależność miȩdzy sygna�lem wyj́sciowym i wej́sciowym w postaci

Vo

Vi
= − HZf

(H + 1)Zi + Zf
. (12.29)

W analogiczny sposób, dla obwodu nieodwracaja̧cego otrzymujemy

Vo

Vi
=

H(Z0 + Zf )
(H + 1)Z0 + Zf

. (12.30)

12.2 PRZEBIEG ćWICZENIA

Dla przeprowadzenia ćwiczeń należy do skrzynki zasilaja̧cej wsuna̧ć modu�l WZMACNIACZ OPERACYJNY za-
wieraja̧cy wzmacniacz operacyjny µA741 oraz modu�l STANY NIEUSTALONE W OBWODACH RLC z nastaw-
ianymi kondensatorami C1 . . . C4, z których dwa: C2 = 10nF i C3 = 100nF i bȩda̧ wykorzystane w uk�ladach
ca�lkuja̧cym i różniczkuja̧cym a C4 = 1µF oraz R4 = 100kΩ przy badaniu czȩstotliwości wzmocnienia jednos-
tkowego. Modu�l ze wzmacniaczem operacyjnym zawiera dwa potencjometry, które zostana̧ wykorzystane do
nastawienia rezystancji ok. 1kΩ i 10kΩ. Na stanowisku laboratoryjnym należy również przygotować generator
o zakresie conajmniej do 100kHz, oscyloskop dwukana�lowy oraz omomierz.

12.2.1 Stan nasycenia we wzmacniaczu odwracaja̧cym

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3a, do�la̧czaja̧c oporniki: w ga�lȩzi wej́sciowej o rezytancji Ri = 1kΩ a
w ga�lȩzi sprzȩrzenia zwrotnego Rf = 10kΩ. Obwód zasilić z generatora sygna�lem sinusoidalnym o czȩstotliwości
10kHz. Na oscyloskopie obserwować sygna�ly z generatora i na wyj́sciu obwodu. Zmieniaja̧c amplitudȩ sinusoidy
generatora zaobserwować zniekszta�lcenie sinusoidy na na wyj́sciu w postaci sp�laszczenia wierzcho�lka oznaczaja̧ce
wej́scie wzmacniacza operacyjnego w stan nasycenia. Zmierzyć jaka jest maksymalna amplituda sinusoidy nie
zniekszta�lconej i porównać jej wartość z wartościa̧ napiȩcia zasilaja̧cego.

Ustawić na generatorze amplitudȩ sinusoidy tak aby sinusoida na wyj́sciu mia�la amplitudȩ odpowiadaja̧ca̧
oko�lo 1/4, 1/2 i 3/4 wartości maksymalnej odpowiadaja̧cej nasyceniu. Zmierzyć amplitudy sinusoid dla wszys-
tkich trzech przypadków.

12.2.2 Wzmacniacz nieodwracaja̧cy

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3b, do�la̧czaja̧c oporniki o rezytancjach R0 = 1kΩ i Rf = 9kΩ.
Obwód zasilić z generatora sygna�lem sinusoidalnym o czȩstotliwości 10kHz. Na oscyloskopie obserwować sygna�ly
z generatora i na wyj́sciu obwodu. Ustawić na generatorze kilka różnych wartości amplitud sinusoidy unikaja̧c
pracy w nasyceniu. Pomierzyć amplitudy na wej́sciu i wyj́sciu.

12.2.3 Pomiar szybkości zmian napiȩcia wyj́sciowego

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3a, do�la̧czaja̧c oporniki o rezytancjach Ri = 1kΩ i Rf = 10kΩ.
Obwód zasilić z generatora sygna�lem prostoka̧tnym o czȩstotliwości 3kHz. Na oscyloskopie obserwować sygna�ly
z generatora i na wyj́sciu obwodu. Ustawić na generatorze amplitudȩ sygna�lu prostoka̧tnego odpowiadaja̧ca̧
pracy w nasyceniu. Pos�luguja̧c siȩ kursorami poziomym i pionowym, zmierzyć amplitudȩ δVo sygna�lu na wyj́sciu
oraz czas narastania i opadania zboczy δt.

12.2.4 Uk�lad ca�lkuja̧cy

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3a, do�la̧czaja̧c opornik w ga�lȩzi wej́sciowej o rezytancji R = 1kΩ a
w ga�lȩzi sprzȩżenia zwrotnego kondensator C = 10nF . Obwód zasilić z generatora sygna�lem prostoka̧tnym o
czȩstotliwości 1kHz. Obserwuja̧c sygna�ly z generatora i na wyj́sciu obwodu za pomoca̧ oscyloskopu, tak dobrać
amplitudȩ sygna�lu prostoka̧tnego, aby nie wystȩpowa�lo nasycenie. Zmierzyć amplitudy sygna�lów oraz przedzia�l
czasu, w którym nastȩpuje zmiana napiȩcia na wyj́sciu miȩdzy wartościami ekstremalnymi.
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12.2.5 Uk�lad różniczkuja̧cy

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3a, do�la̧czaja̧c kondensator w ga�lȩzi wej́sciowej o pojemności C =
100nF a w ga�lȩzi sprzȩżenia opornik o wartości oko�lo R = 5kΩ. Obwód zasilić z generatora sygna�lem trójka̧tnym
o czȩstotliwości 1kHz. Obserwuja̧c sygna�ly z generatora i na wyj́sciu obwodu za pomoca̧ oscyloskopu, tak dobrać
amplitudȩ sygna�lu generatora, aby nie wystȩpowa�lo nasycenie. Zmierzyć amplitudy sygna�lów oraz przedzia�l
czasu, w którym nastȩpuje zmiana napiȩcia generatora miȩdzy wartościami ekstremalnymi.

12.2.6 Wyznaczanie czȩstotliwości wzmocnienia jednostkowego

Zbudować obwód wed�lug schematu z rys.12.3b, do�la̧czaja̧c kondensator o pojemności C = 1µF w miejsce
impedancji Z0 i rezystancjȩ Rf = 100kΩ w miejsce Zf . Obwód zasilić z generatora sygna�lem sinusoidalnym o
tak dobranej czȩstotliwości aby amplitudy sinusoid generatora i na wyj́sciu obwodu by�ly jednakowe. Odczytać
tȩ czȩstotliwość oraz przesuniȩcie fazowe miȩdzy sinusoidami wej́sciowa̧ i wyj́sciowa̧.

12.3 OBLICZENIA

1. Wykazać, że ze wzoru (12.29) wynika wzór (12.27).

2. Wyprowadzić wzór (12.30) i wykazać, że wynika z niego (12.28).

3. Obliczyć stosunki amplitud pomierzonych w punkcie 12.2.1 i porównać z wartościa̧ wynikaja̧ca̧ ze wzoru
(12.27).

4. Obliczyć stosunki amplitud pomierzonych w punkcie 12.2.2 i porównać z wartościa̧ wynikaja̧ca̧ ze wzoru
(12.28).

5. Na podstawie pomiarów z punktu 12.2.3 obliczyć szybkość zmian napiȩcia wyj́sciowego SR = δVo/δt i
porównać z wartościa̧ katalogowa̧ µA741.

6. Pos�luguja̧c siȩ wzorem (12.27) wykazać, że transmitancja obwodu zbudowanego w punkcie 12.2.4 oznacza
integrator. Dla danych R i C integratora obliczyć jego sta�la̧ czasowa̧ τ = RC i porównać ja̧ z wartościa̧
wynikaja̧ca̧ ze wzoru na transmitancjȩ i pomiarów dokonanych za pomoca̧ oscyloskopu. Naszkicować
przebiegi obserwowane na oscyloskopie zaznaczaja̧c pomierzone wielkości.

7. Pos�luguja̧c siȩ wzorem (12.27) wykazać, że transmitancja obwodu zbudowanego w punkcie 12.2.5 oznacza
uk�lad różniczkuja̧cy. Dla danych R i C uk�ladu obliczyć jego sta�la̧ τ = RC i porównać ja̧ z wartościa̧
wynikaja̧ca̧ ze wzoru na transmitancjȩ i pomiarów dokonanych za pomoca̧ oscyloskopu. Naszkicować
przebiegi obserwowane na oscyloskopie zaznaczaja̧c pomierzone wielkości.

8. Na podstawie wzoru (12.30) wykazać, że czȩstotliwość odczytana w punkcie 12.2.6 jest czȩstotliwościa̧
wzmocnienia jednostkowego f1. Uwaga pomocnicza: reaktancja kondensatora jest dla tej czȩstotliwości
znacznie mniejsza od Rf . Na podstawie przesuniȩcia fazowego miȩdzy simusoidami na wej́sciu i wyj́sciu
dla tej czȩstotliwości obliczyć margines fazy PM .





13
Przetworniki A/C i C/A

13.1 ZASTOSOWANIA I W�lAśCIWOśCI PRZETWORNIKóW

13.1.1 Zastosowanie przetworników

Przetworniki analogowo-cyfrowe (A/C) i cyfrowo-analogowe (C/A) sa̧ to uk�lady elektroniczne umożliwiaja̧ce
przesy�lanie informacji miȩdzy światem analogowym a cyfrowymi systemami przetwarzania sygna�lów. Pole za-
stosowań przetworników jest ogromne w zwia̧zku z coraz powszechniejszym stosowaniem techniki cyfrowej we
wszystkich rodzajach urza̧dzeń. Obecnie produkowana jest bardzo duża liczba przetworników A/C i C/A w
postaci uk�ladów scalonych, charakteryzuja̧cych siȩ różna̧ prȩdkościa̧ i dok�ladnościa̧ przetwarzania. W poniższym
wstȩpie teoretycznym skupimy siȩ przede wszystkim na konstrukcjach wykorzystywanych w laboratorium.
Szczegó�lowe informacje na temat budowy różnych typów przetworników można znaleźć w pozycjach [1, 2].

13.1.2 Podstawowe cechy przetworników A/C

Przetwornik A/C jest uk�ladem przetwarzaja̧cym wej́sciowy sygna�l analogowy na wyj́sciowy sygna�l cyfrowy,
wyrażony w kodzie binarnym. Przetwarzanie to polega na dyskretyzacji sygna�lu w czasie czyli jego próbkowaniu,
dyskretyzacji wartości sygna�lu czyli kwantowaniu oraz na kodowaniu uzyskanego sygna�lu dyskretnego. Próbko-
wanie nastȩpuje przez kolejne pobieranie próbek wartości sygna�lu w pewnych odstȩpach czasu, w taki sposób,
aby cia̧g próbek umożliwia�l jak najwierniejsze odtworzenie ca�lego przebiegu funkcji.

Twierdzeniem określaja̧cym warunki wymagane podczas operacji próbkowania jest twierdzenie Shannona o
próbkowaniu. Mówi ono, że ca�la informacja zawarta w sygnale cia̧g�lym, zmieniaja̧cym siȩ w czasie, może być
wyrażona za pomoca̧ kolejnych próbek jego wartości, jeżeli czȩstotliwość próbkowania jest co najmniej dwukrotnie
wiȩksza od maksymalnej czȩstotliwości wystȩpuja̧cej w widmie przebiegu próbkowanego.

Kwantowanie przebiegu analogowego polega na przyporza̧dkowaniu każdej próbce skończonej liczby poziomów
amplitudy, odpowiadaja̧cym dyskretnym wartościom od zera do pe�lnego zakresu. Niestety konsekwencja̧ oper-
acji kwantowania jest powstanie b�lȩdu kwantyzacji. Kodowanie jest operacja̧ przypisania odpowiedniej wartości
s�lowa kodu binarnego do każdej wartości dyskretnej uzyskanej podczas kwantowania.

13.1.2.1 Sposoby kodowania. Najczȩściej stosowanymi kodami binarnymi sa̧ naturalny kod binarny i kod
Gray’a. Czasami stosowany jest tzw. kod termometrowy, szczególnie wewna̧trz przetworników fleszowych.

W naturalnym kodzie binarnym dowolna ca�lkowita liczba dziesiȩtna może być zapisana w nastȩpuja̧cy sposób:

N = an2n + an−12n−1 + . . . + a121 + a020

gdzie ai jest indywidualnym stanem bitu, moga̧cym przyjmować tylko wartość 0 lub 1. Kod, w którym każdej
jego pozycji jest przyporza̧dkowana określona waga, tzn. podstawa 2 z potȩga̧ 20 do 2n lub 2−1 do 2−n, nazywa
siȩ kodem ważonym. Wartość liczbowa takiego kodu jest równa sumie wag na tych wszystkich pozycjach, dla
których ai = 1, pozwala zatem wyrazić ca�lkowite wartości liczbowe z zakresu [0; 2n − 1].
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Kod Kod Kod Kod
dziesiȩtny temperaturowy Gray’a binarny

0 0000000 000 000
1 0000001 001 001
2 0000011 011 010
3 0000111 010 011
4 0001111 110 100
5 0011111 111 101
6 0111111 101 110
7 1111111 100 111

Table 13.1 Tabela zamiany kodów

Kod Gray’a jest kodem dwójkowym, ale jego pozycjom nie sa̧ przyporza̧dkowane wagi. Z tego wzglȩdu
kod ten może reprezentować dowolnie wybrany zakres wielkości analogowej o dowolnym znaku. Kod Gray’a
charakteryzuje siȩ tym, że dowolne dwie kolejne liczby różnia̧ siȩ stanem tylko jednego bitu.

Kod termometrowy najczȩściej stosowany jest w systemach fleszowych jednostopniowych. Przy każdorazowym
przekroczeniu przez sygna�l wej́sciowy poziomu odniesienia, pojawia siȩ nastȩpny stan wysoki w s�lowie cyfrowym
na wyj́sciu komparatorów. Na podstawie podanej tabeli �latwo zauważyć dlaczego kod nazywany jest ter-
mometrowym - przy wzroście wartości napiȩcia wej́sciowego ”s�lupek” stanów wysokich na wyj́sciu powiȩksza
siȩ.

13.1.2.2 Parametry przetwornika. Do podstawowych parametrów charakteryzuja̧cych przetwornik zalicza siȩ
rozdzielczość, szybkość i dok�ladność przetwarzania.

Rozdzielczość zwia̧zana jest bezpośrednio z operacja̧ kwantowania - jest to liczba przedzia�lów kwantowa-
nia odniesiona do zakresu napiȩcia wej́sciowego. Tak wiȩc rozdzielczość przetwornika jest to wartość napiȩcia
wej́sciowego odpowiadaja̧ca najmniej znacza̧cemu bitowi (LSB).

Szybkość przetwarzania - może być określona przez:

• czas przetwarzania - określaja̧cy czas konieczny do jednego ca�lkowitego przetworzenia wartości analogowej
na wartość cyfrowa̧,

• czȩstotliwość przetwarzania - która jest maksymalna̧ czȩstotliwościa̧ z jaka̧ moga̧ nastȩpować kolejne
przetworzenia sygna�lu wej́sciowego z zachowaniem określonej rozdzielczości i dok�ladności w ca�lym zakresie
przetwarzania,

• szybkość próbkowania - określona przez liczbȩ próbek, które moga̧ być przetworzone w jednostce czasu.

Dok�ladność przetwarzania - jest ograniczona przez b�lȩdy powstaja̧ce w procesie przetwarzania. Do b�lȩdów
tych zaliczaja̧ siȩ:

• b�la̧d kwantowania (rys.13.1) - jest on nieroz�la̧cznie zwia̧zany z procesem przetwarzania A/C, jest konsek-
wencja̧ wyznaczania podczas kwantowania jednej wartości amplitudy reprezentuja̧cej wszystkie wartości
należa̧ce do danego przedzia�lu sygna�lu analogowego, (zjawisko to można porównać do obcinania i zao-
kra̧glania wielkości liczbowych bȩda̧cych na przyk�lad wynikami pomiarów czy obliczeń; b�lȩdu kwantyzacji
nie można wyeliminować, można jedynie da̧żyć do jego zmniejszenia stosuja̧c przetworniki o wiȩkszej
rozdzielczości),

• nieliniowość ca�lkowa (INL) (rys.13.2) - określana jest jako maksymalne odchylenie rzeczywistej charak-
terystyki przetwarzania od charakterystyki idealnej przechodza̧cej przez skrajne punkty zakresu przetwarza-
nia,

• nieliniowość różnicowa (DNL) (rys.13.3) - jest to najwiȩksza różnica miȩdzy szerokościa̧ przedzia�lu napiȩć,
któremu przetwornik przypisuje s�lowo kodowe, a szerokościa̧ kroku kwantowania dla idealnego przetwornika
(DNL jest równa zeru, jeśli każde przej́scie do stanu sa̧siedniego daje zmianȩ odpowiadaja̧ca̧ 1LSB),

• b�la̧d wzmocnienia (rys.13.4) - wynika ze zmiany nachylenia rzeczywistej charakterystyki przetwarzania w
stosunku do idealnej,
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Fig. 13.1 Charakterystyka idealnego 3-bitowego przetwornika A/C (zaznaczono b�la̧d kwantyzacji)

INL = ¾ LSB

Fig. 13.2 Charakterystyka przetwarzania 3-bitowego przetwornika A/C (zaznaczono granice, w których nieliniowość odchyla
siȩ nie wiȩcej niż o ±1/2 LSB od linii prostej �la̧cza̧cej zero z punktem pe�lnego zakresu)



74 PRZETWORNIKI A/C I C/A

DNL = ¼ LSB

Fig. 13.3 Charakterystyka przetwarzania 3-bitowego przetwornika A/C (zaznaczono przyk�ladowa̧ wartość nieliniowości
różniczkowej)

Fig. 13.4 Charakterystyka przetwarzania 3-bitowego przetwornika A/C z b�lȩdem wzmocnienia
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Fig. 13.5 Charakterystyka przetwarzania 3-bitowego przetwornika A/C z b�lȩdem przesuniȩcia zera

• b�la̧d przesuniȩcia zera (rys.13.5) - jest to wartość równoleg�lego przesuniȩcia charakterystyki rzeczywistej
w stosunku do idealnej charakterystyki przetwarzania przechodza̧cej przez punkt zerowy.

13.1.2.3 Typy przetworników A/C. Istnieje obecnie wiele metod przetwarzania, jednak prawie wszystkie wykony-
wane i oferowane na rynku przetworniki scalone A/C sa̧ oparte na jednej z piȩciu podstawowych metod
przetwarzania. Sa̧ to metody:

• kompensacyjna (kompensacji wagowej),

• bezpośredniego porównania (fleszowa jednostopniowa),

• szeregowo - równoleg�la (fleszowa dwustopniowa),

• integracyjna (dwukrotnego ca�lkowania),

• sigma - delta.

13.1.2.4 Dzia�lanie komparatorowego przetwornika A/C. Na rysunku 13.7 przedstawiono budowȩ komparato-
rowego 3-bitowego przetwornika A/C. Sk�lada siȩ on z 7 komparatorów, wej́sciowego dzielnika napiȩcia, źród�la
napiȩcia odniesienia oraz kodera. Napiȩcie wej́sciowe Uin jest bezpośrednio porównywane z napiȩciem odniesienia
Uref w bloku komparatorów napiȩcia. Każdy komparator, dla którego napiȩcie Uin jest wiȩksze od Uref , ma
na wyj́sciu stan logiczny 1. Uk�lad logiczny kodera przetwarza kod termometrowy wyj́sć komparatorów na
kod Gray’a. Zaleta̧ tego typu przetworników jest duża szybkość dzia�lania, zależna od szybkości pojedynczego
komparatora i kodera. Wada̧ jest konieczność stosowania dużej liczby komparatorów przy przetwornikach wielo-
bitowych.

13.1.3 Podstawowe cechy przetworników C/A

Przetwornik cyfrowo-analogowy jest uk�ladem, który przetwarza wej́sciowy sygna�l cyfrowy, wyrażony w odpowied-
nim kodzie, na wyj́sciowy sygna�l analogowy o wartości proporcjonalnej do wartości danej liczby. Scalone
przetworniki C/A sa̧ przedmiotem rosna̧cego zainteresowania na skutek szybko rozszerzaja̧cego siȩ rynku cyfro-
wych systemów przetwarzania sygna�lów.
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Fig. 13.6 Charakterystyka przetwarzania 3-bitowego przetwornika C/A z zaznaczeniem niemonotoniczności

13.1.3.1 Typy przetworników C/A:

• przetworniki z modulacja̧ szerokości impulsów (najprostsze rodzaje przetworników C/A, maksymalna
szybkość tego typu przetworników jest ograniczona do zakresu kHz).

• przetworniki integracyjne (z jedno lub dwuodcinkowym ca�lkowaniem liniowym).

• przetworniki z przetwarzaniem bezpośrednim (przy użyciu dopasowanych elementów R lub C jest możliwe
bezpośrednie przetwarzanie sygna�lu cyfrowego na skwantowany sygna�l analogowy, ograniczona dok�ladność
dopasowywanych elementów umożliwia uzyskanie rozdzielczości nie wiȩkszej niż 10-12 bitów; sa̧ to sieci
drabinkowe R-2R lub z rezystorami ważonymi).

13.1.3.2 Dok�ladność przetwarzania Dok�ladność przetwarzania w uk�ladach C/A określona jest takimi samymi
b�lȩdami jak w uk�ladach A/C. Należy tu dodatkowo wspomnieć o monotoniczności przetwornika. Monotonicz-
ność przetwornika oznacza, że sygna�l wyj́sciowy nie zmniejsza siȩ w żadnym obszarze charakterystyki przy
zwiȩkszaniu wartości sygna�lu cyfrowego na wej́sciu (w przetwornikach A/C monotoniczność oznacza, że w
charakterystyce nie ma brakuja̧cych kodów).

Jeśli wartość bitu MSB jest mniejsza od sumy innych bitów, to charakterystyka przetwornika staje siȩ
niemonotoniczna (rys.13.6). Przetwornik ma zawsze charakterystykȩ monotoniczna̧, gdy nieliniowość ca�lkowa
INL jest mniejsza lub równa ±1/2 LSB.

13.1.3.3 Dzia�lanie przetwornika z rezystorami ważonymi. Najogólniej mówia̧c przetwornik C/A z przetwarzaniem
bezpośrednim zawiera sieć rezystorów precyzyjnych, źród�lo napiȩcia odniesienia, zespó�l prze�la̧czników analo-
gowych i wzmacniacz wyj́sciowy. Sieć rezystorów precyzyjnych dobrana do odpowiedniego kodu cyfrowego,
może sk�ladać siȩ z rezystorów o wartościach wagowych lub tzw. drabinki rezystorów R-2R. Uk�lad z rysunku
13.8 jest 3-bitowym przetwornikiem z siecia̧ rezystorów wagowych, pracuja̧cym w naturalnym kodzie binarnym.
Wartości rezystancji tworza̧ cia̧g liczb R, 2R, 4R o wagach zastosowanego kodu. Wej́sciowy sygna�l cyfrowy
steruje praca̧ prze�la̧czników analogowych Q1..Q3. Najmniej znacza̧cemu bitowi odpowiada prze�la̧cznik Q1, a
najbardziej znacza̧cemu bitowi klucz Q3. Stan 1 na wej́sciu cyfrowym odpowiada przy�la̧czeniu rezystora do
źród�la napiȩcia odniesienia. Napiȩcie wyj́sciowe otrzymane w takim urza̧dzeniu jest określane wzorem:

Uwy = −Uref ( R
2RQ3 + R

4RQ2 + R
8RQ1) = −Uref

2 (Q3 + 1
2Q2 + 1

4Q1)

Gdy wszystkie wej́scia cyfrowe sa̧ równe 1, analogowe napiȩcie wyj́sciowe osia̧ga wartość maksymalna̧:
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Fig. 13.7 Schamat badanego przetwornika AC

Uwy = − 7
8Uref

Wada̧ przetworników zbudowanych z sieci rezystorów wagowych sa̧ różne i zawarte w szerokich granicach
wartości rezystancji. Jest to duże ograniczenie konstrukcyjne tego typu przetworników. Zazwyczaj stosuje siȩ
je w uk�ladach o ma�lej liczbie bitów (np.4).

13.2 CEL ćWICZENIA

Analiza dzia�lania przetworników analogowo-cyfrowych i cyfrowo-analogowych. Badanie b�lȩdów wystȩpuja̧cych
w przetwornikach i ich wp�lywu na dok�ladność przetwarzania.

13.3 PRZEBIEG ćWICZENIA

13.3.1 Badanie komparatorowego przetwornika analogowo-cyfrowego

13.3.1.1 Warunki pomiarów:

• wartość napiȩcia odniesienia Uref = 5V ;

• zakres napiȩć wej́sciowych Uin = (0...1, 1)Uref ;
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Uin K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7

[V] [V] [V] [V] [V] [V] [V] [V]

0
...

Table 13.2 Tabela pomiarowa do punktu I

Uin G1 G2 G3 G(1:3) B1 B2 B3 B(1:3)

[V] [V] [V] [V] symbol [V] [V] [V] symbol

0 000 000
...

...
...

Table 13.3 Tabela pomiarowa do punktu II

R

Rb Rb Rb

4R 2R8R

Q1 Q2 Q3

+

-

WO

Uref

B C D

Uwy

Fig. 13.8 Schemat 3-bitowego przetwornika C/A

• wej́scie wyzwalaja̧ce bloku pamiȩci w stanie wysokim.

13.3.1.2 Przebieg pomiarów: Obliczyć wartość progów zadzia�lania komparatorów K1...K7 zak�ladaja̧c wartość
rezystancji R w ga�lȩziach dzielnika wej́sciowego R = 10kΩ (pomiary zagȩścić wokó�l obliczonych wartości progów
prze�la̧czania).

I pomiar wartości napiȩć dla kodu termometrowego na wyj́sciach komparatorów; na podstawie pomiarów
określ wartość napiȩcia wyj́sciowego komparatora w stanie wysokim (VOH) i napiȩcia wyj́sciowego w stanie
niskim (VOL).

II pomiar napiȩć na wyj́sciach kodowanych przetwornika; zinterpretuj stany na wyj́sciach Gx oraz Bx i
przyporza̧dkuj im odpowiednie symbole.

13.3.2 Badanie przetwornika C/A z rezystorami wagowymi

13.3.2.1 Warunki pomiarów:

• wartość napiȩcia odniesienia Uref = 5V ;

• poziomy napiȩć na wej́sciach B, C, D (L=0V lub H=3,8V).
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Table 13.4 Tabela do pomiaru charakterystyki przetwarzania
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Fig. 13.9 Charakterystyka kodowania

13.3.2.2 Przebieg pomiarów: Zwróć uwagȩ na punkty charakterystyki, w których może wysta̧pić b�la̧d mono-
toniczności.

13.4 ZAGADNIENIA DO OPRACOWANIA

Dla danych z punktu 13.3.1:

a Wykreśl charakterystyki kodowania wyj́sć Kx oraz Gx w funkcji napiȩcia wej́sciowego (zwróć uwagȩ na
stany przej́sciowe miȩdzy VOH i VOL, rysunek 13.9),

b Wykreśl charakterystykȩ B(1:3) = f(Uin) oraz określ b�la̧d liniowości przetwornika A/C,

c Zaproponuj zmiany konstrukcyjne poprawiaja̧ce liniowość przetwarzania.

Dla danych z punktu 13.3.2:

a Wykreśl charakterystykȩ Uwy = f(B, C, D) przetwornika A/C,

b Zdefiniuj b�la̧d zera oraz b�la̧d monotoniczności przetwornika, czy b�lȩdy te wystȩpuja̧ w przetworniku
badanym?

c określ w jakiej konfiguracji pracuje wzmacniacz WO, podaj wzory na napiȩcie wyj́sciowe uk�ladu zak�ladaja̧c
idealny model wzmacniacza.
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Zadanie dodatkowe:
Przy pomocy podstawowych bramek logicznych zrealizuj uk�lady kombinacyjne spe�lniaja̧ce funkcje kodera

(zamiana kodu termometrowego na kod Gray’a) oraz dekodera (zamiana kodu Gray’a na naturalny kod binarny).
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