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Przedmowa

Monogra�a porusza fascynuj¡cy temat zakupów internetowych , zwracaj¡c szcze-
góln¡ uwag¦ na nowatorskie, jeszcze nieodkryte mo»liwo±ci zastosowania nauki
w tej sferze »ycia. W niniejszej ksi¡»ce dokonano obszernego przegl¡du aktu-
alnego stanu wiedzy dotycz¡cego nowych technologii umo»liwiaj¡cych dokona-
nie optymalnych zakupów internetowych. Na obecnym rynku e-commerce nadal
brakuje efektywnych narz¦dzi analizy wspomagaj¡cych kupowanie online. Klu-
czowym problemem jest brak jakiejkolwiek analizy zakupów zªo»onych z kilku /
wielu produktów. Natomiast takich zakupów dokonujemy zdecydowanie najcz¦-
±ciej. Ksi¡»ka zawiera zbiór najnowszej wiedzy z zakresu optymalizacji zakupów
internetowych, podzielony wedle skomplikowania problemu i mo»liwych do za-
stosowania rozwi¡za«. Zde�niowano formalnie problem optymalizacji zakupów
internetowych [13] (ang. Internet Shopping Optimization Problem � ISOP). Za-
daniem jest dokonanie zakupu zªo»onego z wielu produktów pªac¡c na ko«cu
minimaln¡ mo»liw¡ kwot¦. Wyboru mo»na dokona¢ spo±ród szeregu ofert skle-
pów internetowych. Mo»liwe jest równie» zde�niowanie wielu dodatkowych wy-
maga« czy ogranicze«. Problem ewoluuje przybieraj¡c nowe, ciekawsze i bardziej
specjalistyczne modele (coraz bardziej skomplikowane i trudniejsze do rozwi¡-
zania). Kolejne prezentowane wersje z ka»dym krokiem jeszcze lepiej odzwier-
ciedlaj¡ sytuacj¦ rynkow¡ i odpowiadaj¡ na oczekiwania klienta. Dotycz¡ one
w szczególno±ci rabatów oferowanych na zakup wszystkich produktów, bardzo
zró»nicowane (nierzadko skomplikowane) tabele kosztów wysyªki, gdzie cena za-
le»y od ró»nych wybranych form pªatno±ci czy kwot zakupów. Zaufanie jako je-
den z najwa»niejszych czynników zakupów nie mógª zosta¢ pomini¦ty w analizie
dotycz¡cej caªo±ci problemu. Naturalnym jest, »e miejscami skomplikowana ma-
tematyczna analiza nie powinna by¢ prezentowana bez zawarcia i przedstawienia
odpowiednich podstaw. S¡ one dostarczone na pocz¡tkowych stronach ksi¡»ki,
aby czytelnik mógª ±miaªo przewraca¢ kolejne kartki bez konieczno±ci jedno-
czesnego czytania innych, wspieraj¡cych pozycji literatury w celu zrozumienia
gªównych tre±ci. Oczywistym jest fakt, »e niektóre fragmenty przedstawione s¡
w sposób skrótowy, niezb¦dny i wystarczaj¡cy do pªynnego poruszania si¦ w
ramach niniejszej publikacji. Aczkolwiek nie wyczerpuj¡ opisywanego w danym
fragmencie tematu. Caªo±¢ materiaªu uzupeªniona jest szerok¡ list¡ referencji,
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do których czytelnik mo»e si¦ w ka»dej chwili odwoªa¢.
Monogra�a mo»e sªu»y¢ zarówno studentom, doktorantom, jak i pracowni-

kom naukowym z dziedziny informatyki, czy bardziej ogólnych kierunków zwi¡-
zanych z informatyk¡. Mo»e równie» stanowi¢ podstaw¦ programu odr¦bnego
przedmiotu multidyscyplinarnego, b¡d¹ cz¦±¢ ju» przygotowanych zaj¦¢ dotycz¡-
cych np. algorytmiki, czy optymalizacji. Przedstawione materiaªy maj¡ szerokie
mo»liwo±ci zastosowania i wdro»enia. Stanowi obszerny przegl¡d najaktualniej-
szej wiedzy z zakresu poruszanego w ramach problemu ISOP.

Podzi¦kowania1

Pragn¦ serdecznie podzi¦kowa¢ osobom, które uczestniczyªy w moim »yciu
naukowym ostatnich lat. Bez w¡tpienia w znacznym stopniu przyczyniªy si¦
do powstania niniejszej publikacji. Dzi¦kuj¦ prof. dr. hab. in». Jackowi Bªa»ewi-
czowi (Politechnika Pozna«ska, Polska) za wieloletni¡, bezcenn¡ opiek¦ naukow¡,
wspóln¡ prac¦, liczne wskazówki dotycz¡ce rozwoju naukowego i wsparcie w dy-
namicznej realizacji zawodowej. Dzi¦kuj¦ prof. dr. Pascalowi Bouvry (University
of Luxembourg, Luksemburg) za wieloletni¡, bardzo owocn¡ wspóªprac¦, wielk¡
otwarto±¢ i wspieranie rozwoju naukowego � szczególnie podczas bardzo wielu
miesi¦cy sp¦dzonych w Luksemburgu.

Chciaªbym równie» podzi¦kowa¢ wszystkim osobom, z którymi miaªem przy-
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Mikhail Y. Kovalyov (United Institute Of Informatics Problems, Biaªoru±), prof.
dr Héctor J. Fraire-Huacuja (Instituto Tecnológico de Ciudad Madero, Meksyk),
prof. dr Denis Trystram (Grenoble Institute of Technology, Francja), dr Johna-
tan E. Pecero (Agency for Standardization and the Knowledge-based Economy of
Luxembourg, Luksemburg), dr Mario C. López Locés (Universidad Autónoma de
Nuevo León, Meksyk), dr Grégoire Danoy (University of Luxembourg, Luksem-
burg), Emmanuel Kie�er (University of Luxembourg, Luksemburg), dr Bernabe
Dorronsoro (University of Cádiz, Hiszpania), dr Mateusz Guzek (The Goodyear
Tire & Rubber Company, Luksemburg), dr Pierre-François Dutot (University
of Grenoble, Francja), dr Nathanael Cheriere (ENS Rennes, Francja), dr in».
Adam Wojciechowski (Politechnika Pozna«ska, Polska). Wiele wspólnych publi-
kacji naukowych byªo inspiracj¡ do powstania niniejszej ksi¡»ki.

Na ko«cu, ale nie mniej wa»ne, dzi¦kuj¦ moim bliskim (Justyna, Izabela, Oli-
wia), rodzicom (Tadeusz, Maªgorzata) i bratu (Bartªomiej). Zawsze byli dla mnie
wsparciem i mobilizowali mnie do dalszej pracy. Ze zrozumieniem akceptowali
moje liczne wyjazdy sªu»bowe / naukowe. Dzi¦kuj¦!

1Przy tworzeniu rysunków 2.2 i 3.2 wykorzystano ikony autorstwa Freepik, monkik i Gregor
Cresnar z www.�aticon.com (ang. Icons made by Freepik, monkik and Gregor Cresnar from
www.�aticon.com)



Extended Abstract

Computer science is constantly developing in a very dynamic way. At the same
time, the scope of its applications, solutions and learning necessary to explore
the presented problems, is constantly growing. Complicated mathematical cal-
culations, using specially designed sets of instructions (algorithms) can lead to
e�ective solution of problems from various areas of life. Computer science is
de�nitely applicable science - one whose results, often very complex scienti�c
analyses, can and should be used in practice. It is a science that is ultimately
supposed to change the everyday life of every person. In recent years, e-commerce
has become a very important aspect not only of life, but also of information tech-
nology.
This monograph touches upon the fascinating subject of online shopping, paying
particular attention to the innovative, yet unexploited possibilities of applying
science in this sphere of life. One of such unresolved problems / aspects of online
shopping is the situation in which we intend to buy more than one product at
a time (a situation that occurs extremely often). Of course, we want to achieve
everything by minimizing the �nal costs, while being in line with the list of
additional requirements and limitations. The paper contains a number of ma-
thematical formulations for the next presented variants of the problem of online
shopping optimization, solutions are discussed and comprehensive computational
experimental tests are widely commented on. The work is a collection of results
of research conducted by the habilitatant on the problem of ISOP in the last
8-9 years. The monograph provides an extensive overview of the current state of
knowledge concerning new technologies enabling optimal online shopping. The
current e-commerce market still lacks e�ective analysis tools supporting online
shopping. The key problem is the lack of any analysis of purchases consisting
of several / many products. On the other hand, such purchases are by far the
most frequent. The book contains a collection of the latest knowledge in the
�eld of online shopping optimization, divided according to the complexity of the
problem and possible solutions to be applied. The problem of online shopping
optimization [13] has been formally de�ned as Internet Shopping Optimization
Problem (ISOP). The task is to make a purchase consisting of many products
paying the minimum possible amount at the end. The choice can be made from
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a number of online store o�ers. It is also possible to de�ne many additional re-
quirements or limitations. The problem is evolving into new, more interesting
and more specialized models (more and more complicated and more di�cult to
solve). Subsequent versions presented with each step re�ect the market situation
even better and respond to the customer's expectations. The following versions
of the problem concern in particular discounts o�ered for the purchase of all
products, very diverse (often complex) tables of shipping costs, where the price
depends on di�erent forms of payment or purchase amounts. Trust as one of
the most important purchasing factors could not be omitted in the analysis of
the whole problem. It is natural that sometimes complex mathematical analysis
should not be presented without the inclusion and presentation of appropriate
basics. They are provided on the front pages of the book so that the reader can
con�dently turn the pages without having to read other supportive literature
items to understand the main content. It is obvious that some excerpts are brie-
�y presented in a way that is necessary and su�cient to move smoothly within
the framework of this publication, although not exhaustive in a given section
of the subject matter. The whole material is supplemented with a wide list of
references to which the reader can refer at any time.

The results of the conducted research may be used by students, doctoral
students, as well as research workers in the �eld of computer science, or more
general �elds of study related to computer science. They may also form the basis
of a separate multidisciplinary subject or part of already prepared classes on e.g.
algorithmics or optimization. They can also be simply a collection of materials
presented in the form of an interesting publication that describes (and solves) the
real problem of almost every Internet user. They are an ideal material of know-
ledge, which have wide possibilities of application and implementation. They
provide a comprehensive overview of the most recent knowledge of the ISOP
problem. The main scienti�c objectives and the results achieved are presented
below.

Introduction (Chapter 1)
The chapter 1 presents the subject matter of the book, as well as the objec-

tives and scope of the material contained therein. The chapter 2, in an essential
way, presents the issues necessary for the e�cient and comfortable movement
within the whole book. This chapter provides basic information on computatio-
nal complexity, algorithms, combinatorial optimization, and task scheduling. In
the chapter 3 the history of Internet development and evolution of e-commerce
is presented. It also presents the ideas of recommendation systems and websites
comparing prices. The following chapter 4 describes and formally de�nes the
problem of online shopping optimization (ISOP). It contains a range of informa-
tion about possible solutions (algorithms) as well as computational experiments.
The chapter 5 presents an interesting variant of the ISOP problem, in which
an additional factor is the variable prices of products. The chapter contains for-



Extended Abstract 5

mal de�nitions, descriptions of algorithms, as well as results of computational
experiments. In the next chapter 6, even greater changes have been made to
the original problem. In addition to dynamically changing commodity prices,
the possibility of variable shipping costs has been proposed. These are situations
that are very often used in online shops. After a formal de�nition of the problem,
it was decided to design several solutions and examine them using exhaustive
computational experiments. One of the most important factors in�uencing the
online shopping market is trust. Therefore, the ISOP problem has been enriched
with a complex analysis of trust in the chapter 7. The last chapter 8 provides a
brief summary of the information contained in this book. It also provides insights
into the development of optimization issues in online shopping.

Fundamental Knowledge (Chapter 2)
This chapter contains basic information that is necessary for the e�cient and

e�ective movement with the material contained in the book. The above infor-
mation should be regarded as basic and sometimes abbreviated, which in no
way exhaust the described topics. They are only an indispensable summoning of
known fundamental knowledge in the �eld of computational complexity, optimi-
zation, algorithmics or task scheduling. If the reader is interested in deepening
the knowledge in a given �eld, one should follow the widely quoted literature.

Internet and e-commerce (Chapter 3)
This chapter provides a brief introduction to the origins and evolution of

the Internet. The following describes the rules of e-commerce, including a large
portion of statistical data. This information makes it easy to see the enormity
and strength of the current e-commerce market.

Internet Shopping Optimization Problem (Chapter 4)
Internet Shopping Optimization Problem (ISOP), where the customer wants

to complete the shopping list using the online shops o�er, was originally proposed
by Blazewicz et al. [13]. The aim is to make purchases with possibly the lowest
�nal invoice. Product prices and shipping costs must be taken into account.

To illustrate the problem, let's take a simple example. The customer wants to
buy �ve books. Product prices and delivery costs in six di�erent shops are shown
in the table 1 below. The aim is to purchase all �ve books at a minimum total
cost. The support from currently available price comparison services (hereinafter
referred to as price comparison engines, PCS) allows you to build a customer
basket based on the cheapest o�ers for particular books. The results of the
selection process are presented in the table 2. Purchases based on the price
engine suggestions would not be optimal (total cost: 210) because a simple price
comparison does not include delivery costs, which increase with the number of
selected suppliers. In order to �nd the cheapest solution globally, a full search
can be made for all possible purchases. This is ine�cient in terms of time and
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Table 1. Books prices (A-E) and delivery costs o�ered by six online shops

Cost A B C D E Delivery Sum
Shop 1 18 39 29 48 59 10 203
Shop 2 24 45 23 54 44 15 205
Shop 3 22 45 23 53 53 15 211
Shop 4 28 47 17 57 47 10 206
Shop 5 24 42 24 47 59 10 206
Shop 6 27 48 20 55 53 15 218

Table 2. Price comparison site solution � the result of the selection process

A B C D E Delivery Sum
Cost 18 39 17 47 44 45 210
Shop Shop 1 Shop 1 Shop 4 Shop 5 Shop 2

resources, but for such a simple example you can even do it yourself on a sheet of
paper. The simple example analyzed by us shows that the optimization process
brings noticeable savings. In our example, the optimal purchase price for books
(using shops 1 and 4) is 189 (see table 3).

Formal de�nition - mathematical model

A single buyer is looking for a multiset of products N = {1, . . . , n} to buy in
m shops. A multiset of available products Nl, a cost cjl of each product j ∈ Nl,
and a delivery cost dl of any subset of the products from the shop to the buyer
are associated with each shop l, l = 1, . . . ,m. It is assumed that cjl = ∞ if
j 6∈ Nl. The problem is to �nd a sequence of disjoint selections (or carts) of
products X = (X1, . . . , Xm), which we call a cart sequence, such that Xl ⊆ Nl,
l = 1, . . . ,m, ∪ml=1Xl = N , and the total product and delivery cost, denoted

as F (X) :=
∑m
l=1

(
δ(|Xl|)dl +

∑
j∈Xl

cjl

)
, is minimized. Here |Xl| denotes the

cardinality of the multiset Xl, and δ(x) = 0 if x = 0 and δ(x) = 1 if x > 0.
We denote this problem as ISOP (Internet Shopping Optimization Problem), its
optimal solution as X∗, and its optimal solution value as F ∗. It has been proven
that the ISOP problem belongs to the class of strongly NP-hard problems [13].

Table 3. Optimal cost of purchasing A-E books in speci�c stores

A B C D E Delivery Sum
Cost 18 39 17 48 47 20 189
Shop Shop 1 Shop 1 Shop 4 Shop 1 Shop 4
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Algorithms
A number of algorithms have been proposed to solve the general problem

of ISOP � including an accurate/optimal solution and various heuristics. The
exact solution is based on Integer Linear Programming Model (ILP). The �rst
approximate approach is a cellular algorithm based on calculations performed by
simple processing cells that operate on their own population and share informa-
tion with other cells to improve system-wide performance. The second heuristic
algorithm is related to a specially developed variant of the algorithm Min-Min.
Subsequent heuristics are built on the philosophy of greedy algorithms, as well
as a more developed approach looking for local optimizations.

Computational experiments
Experiments include the evaluation of a number of di�erent methods of so-

lving the ISOP problem: ILP,Min-Min and its variants, and a cellular processing
algorithm. In addition, numerous comparisons with the two simpler algorithms
Greedy and Forecasting will be presented.

In order to prepare test data for computational experiments, a realistic mo-
del of the e-commerce market was created. The relations between the structure
of competition, advertising, prices and their dispersion in online shops were exa-
mined. Books were selected as a group of representative products to be included
in the computational experiments because of their wide availability in virtual
(online) shops.

Some information, analyses and results of computational experiments descri-
bed in [81, 84, 80, 19] literature were adopted for the model. Attention was
focused mainly on the model de�nition of electronic bookstores (focusing mainly
on books, music CDs, �lm DVDs), prices, acceptance factor, retailer's brand
[18]. This is also extremely important for de�ning the ISOP problem model �
on the price range. It should also be noted that consumers can choose from a
large number of online bookstores. The data for our sample was collected from
32 stores and included the largest stores in the United States, including Amazon,
BarnesandNoble.com, Borders.com, Buy.com, Booksamillion, as well as leading
online bookstores in Poland, such as empik.com or merlin.pl. It was decided to
review and update the data generation model presented in Blazewicz et al. [13].
The aim was to create a new, more sophisticated and even more realistic model
than the one previously proposed in the literature. Due to the very realistic form
and scope of work brought into the designed model, it was also used in research
on more complex varieties of the ISOP problem - later variants containing even
multiple rebate functions and additional sales conditions [11].

The working model was prepared on the basis of the data from the above-
mentioned publications, as well as our own observations of many Internet shops.
It is assumed that each shop has all the required books. In each instance, the fol-
lowing values are randomly generated for all i and j in the corresponding ranges.
Reference price (ref) of a product j: refj ∈ {2, 4, . . . , 100} with a percentage of
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occurrence: 40% between 0 and 20, 16% between 22 and 30, 12% between 32 and
40, 16% between 42 and 60 and 16% between 62 and 100 respectively. The price
of product j from shop i: pij ∈ [aij , bij ], where aij ≥ 0.75refj , bij ≤ 1.36refj .
The detailed structure of price intervals is described in the literature [57]. In
addition, each store charges a delivery fee between 0 and 20.

Using the previously described method of instance generation, we have cre-
ated three sets of data of di�erent sizes.

• A small set with three sub-collections: 3n20m, 4n20m and 5n20m, each
composed of 30 cases.

• Medium set, with three subsets: 5n240m, 5n400m and 50n240m, each com-
posed of 20 cases.

• Large set, with three sub-collections: 50n400m, 100n240m and 100n400m,
each with 20 problem cases.

In order to determine the correctness of the ILP, the cases from the small
set were solved using the calculation method and the ILP method, and the
results obtained by both methods were compared in order to check whether
they achieved the same solution (with the same �nal value).

In the second test, medium and large sets were solved with ILP without
a time limit in order to achieve optimal values in all cases. Then, knowing
the optimal values, the performance of the proposed methods of the solution
MinMin+Local Search and Cellular was compared with simple heuristics
Greedy and Forecasting.

The last test was carried out on an instance consisting of real data obtained
from online shops. The aim was to be able to examine the e�ectiveness of this
method in the real-life scenario. The data set consisted of 400 di�erent products
from 57 shops presenting a total of 6387 o�ers � not every shop was able to o�er
all products.

It is worth mentioning that the test instance generator for the ISOP problem
is openly available on the IShOP project website2.

Results of computational experiments
For ILP, the 5n, 50n and 100n product families were selected from those

available in the Small, Medium and Large Small Small, Medium and Large da-
tasets. This kit was used to measure the time required by ILP to solve instances
of di�erent sizes.

For the 5n set, the median time used by ILP to solve each instance is close
to 0.25 seconds. For the set of 50n the calculation time increases up to a minute
in the case of a subset instance of 50n400m (with the median time close to 30
seconds). However, for a subset of 50n240m is less than 10 seconds. In the case

2http://www.cs.put.poznan.pl/ishop/generator.php
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of the 100n set, the maximum time of instance resolution was 800 seconds for a
subset of 100n400m, while in most cases the time needed to solve this instance
was nearly 200 seconds.

The test with real data downloaded from online stores (such as prices, delivery
costs and stock levels of each store) shows very good performance of the ILP
model. Within 1.05 seconds, an optimal solution was achieved for 400 products
and 52 stores, for example.

For larger datasets, the use of heuristics is preferred, as the increase in ILP
calculation time is clearly greater than for heuristics. The Cellular and Min-
Min+Local Search are therefore more suitable for solving larger instances
with less computational resources. This last observation is critical given the con-
text in which the ISOP problem is to be realized and implemented (thousands
of simultaneous submissions of calculations to the server).

After determining the correctness of the proposed ILP model and obtaining
data with optimal values from medium and large sets, an evaluation of the per-
formance of solutions with simpler, already known algorithms Greedy and Fo-
recasting was started. A computational experiment was carried out in which
the four methods presented (Min-Min, Min-Min+MidLocal Search, Min-
Min+Local Search and Cellular) were used to solve the problems of me-
dium and large sets � worked until reaching their own stop conditions.

All heuristics in the Medium set present similar solutions in terms of target
function values for subset 5n240m and 5n400m. The cellular processing algorithm
is slower than heuristics based on the Min-Min algorithm.

In the case of sets of 50 and 100 products (n), we begin to see that cellular
processing heuristics provide better quality solutions than heuristics based on
Min-Min. Unfortunately, this is at the expense of more calculation time.

In the case of heuristics based on Min-Min, the versions that included a
local search algorithm in the process also obtained better solutions. They were
more consistent in terms of the quality of the solutions received compared to
the basic Min-Min. However, there were no signi�cant di�erences that would
justify the inclusion of the local search algorithm in the construction process, or
as an analytical �nal step used in the already built solution. The most impor-
tant di�erence turned out to be the time needed by each heuristic to solve the
instance. SearchingMinMin+Local Search took even half of the time needed
to calculate the algorithm MinMin+MidLocal Search.

In the case of subset 5n240m and 5n400m from the Medium set, it can be
observed that in most cases all heuristics are able to reach optimal values.

In the case of instances from a large set, we observe that the di�erences
between heuristics increase with the size of the instance. What is more, the
algorithms obtaining the best results in general are the cellular processing algo-
rithm Cellular and the algorithm Forecasting, respectively. It is also worth
noting that the deviation from the optimal value (Percentage Error) for the
cellular processing algorithm consistently falls within the range from zero to ten



10 Kombinatoryczne modele i algorytmy ró»nych wariantów ISOP

percent, regardless of the size of the instance set being solved. This is a very
important observation showing the high stability of the algorithm.

Internet Shopping with Price Sensitive Discounts (Chapter 5)
We consider a problem in which a customer would like to buy products of a

given set N = {1, . . . , n} from Internet shops M = {1, . . . ,m} at the minimum
total �nal price. There are the following given parameters and decision variables:

di - delivery price of all products from shop i to the customer;

pij - standard price of product j in shop i, pij = pj if standard prices of
product j are the same in all shops;

Ni - subset of products of the set N in shop i (eligible products for shop
i), Ni ⊆ N ;

Mj - subset of shops in which product j can be bought (eligible shops for
product j), Mj ⊆M ;

Si - subset of products selected by the customer in shop i (basket of shop
i, decision variable), N = ∪mi=1Si and Si ∩ Sj = φ, i 6= j, for a feasible
solution;

Ti(Si) = di +
∑
j∈Si

pij - total delivery and standard price in shop i for
a given set of products Si ⊆ Ni; if there is no ambiguity, notation Si in
Ti(Si) can be omitted;

fi(T ) - discounting function for �nal price, a concave increasing di�eren-
tiable or concave piecewise linear function of total delivery and standard
price T in shop i at all points T > 0, fi(0) = 0.

We denote the above problem as ISOPwD. Its mathematical program can
be written as follows:

min
m∑
i=1

fi(diyi +
∑
j∈Ni

pijxij) (1)

s.t.
∑
i∈Mj

xij = 1, j = 1, . . . , n, (2)

0 ≤ xij ≤ yi, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, (3)

xij ∈ {0, 1}, yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (4)

Scienti�c studies on the ISOPwD have commented on a number of speci�c
variants of the problem, including: o�ers with incomplete availability of products,
full availability of products in all shops, identical standard prices, or proportio-
nal standard prices.
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Algorithms

In order to present better results than the simple heuristics solving the pro-
blem of ISOP and ISOPwD known so far, a new set of heuristic approaches to
solving the problem has been developed. The set of heuristics consists of a new,
e�cient metaheuristics based on a cellular optimization process (developed at a
similar time for both the basic ISOP problem and for the problem containing
the rebate de�nitions - ISOPwD), an extended version of the already known
for ISOP heuristic algorithm, as well as two classic greedy algorithms. We have
designed the new heuristics as a solution that balances time and calculation re-
sults, with the assumption of being close to optimal solutions. What is extremely
important, the computational experimental research was carried out on a large
set of real data.
The following algorithms have been proposed and de�ned:
- simple greedy algorithm Greedy,
- algorithm with Forecasting,
- Cellular processing algorithm,
- Min-Min algorithm.

Computational experiments

The developed data model is based on the model described earlier and its
detailed characteristics are described in the literature [73].

The �rst group of experiments was the one in which the optimal solutions
obtained with the use of an accurate algorithm B&B, were compared with all the
presented heuristic solutions, i.e. Greedy, Forecasting, Cellular andMin-
Min. In that experiment, it was assumed that the number of shops is n ∈ {20}
and m ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} products. For each pair (n,m) 100 instances of
the problem were generated. The number of instances analyzed is therefore 900.

Algorithms were compared using three measures: approximation factor, ope-
rating time and dispersion index based on standard deviation. The approxima-
tion factor is de�ned as ρ = F (X)

F (X)∗ where F (X) represents the solution found by
a given algorithm and F (X)∗ is the optimal solution.

Figure 1 presents averaged (for 100 instances) results were presented for a
set of 2-10 products purchased from among the o�er of 20 shops.

Of all heuristics, the cellular algorithm Cellular provides the best quality
solutions (closest to optimal), regardless of the size of the instance. In the worst
case, the solution proposed by this algorithm was only 1.47% more expensive
than the cheapest possible. For many individual cases, the cellular algorithm
calculates the optimal solution (it should be remembered that the data on the
graph represent values averaged over 100 instances of the problem with the
same number of shops and products). The cellular algorithm has calculated the
optimal solution for 62% of instances. It should be noted that the algorithm is
very stable in terms of the quality of the solutions (in most cases it is a solution
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Figure 1. Average (100 instances) results for 2-10 products bought from 20 stores

between 1.24% � 1.47% worse than optimal).
Both the algorithms Greedy and Forecasting provide similar quality so-

lutions. For a smaller number of products of m, the latter was better, and for
a larger number of products of m > 5, the algorithm Greedy turns out to be
better. It is easy to see that the quality of the solution deteriorates with an
increasing number of m products. The simple greedy algorithm Greedy was
able to �nd an optimal solution for 65% of the instance, while the algorithm
Forecasting calculated the optimal value for 75% of the instance.

The last heuristic algorithm used,Min-Min, provides the worst solutions for
a smaller number of products. However, the algorithm is quite stable in terms
of quality, so for more products, it provides better solutions than Greedy and
Forecasting. The algorithm has found an optimal solution for 20% of the
examined instances.

For a small number of products(m ≤ 5), Min-Min is the fastest algorithm.
It can be seen that when the number of products is greater than �ve (m >5),
the algorithm Greedy is faster than the others. The di�erences between all
algorithms are very signi�cant. The running time of the exact algorithm B&B
is exponentially increasing and it was not possible to prepare experiments for a
larger number of products.

In the second group of experiments, a comparison was made between heuristic
algorithms, solving a task consisting of a much larger problem size. In these
examples, the size of the instance was increased as follows: n ∈ {20, 40}, m ∈
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{5, 10, 15, . . . , 100}. For each pair 100 instances were generated. The instances
were generated using the same procedure. The main measure is the relative
error γ. A measure is formally de�ned as γ = F (X)

F (X)best
, where F (X) represents

a solution found by heuristics, and F (X)best represents the best solution of all
heuristics.

It can be seen that the cellular algorithm outperforms the quality of the so-
lution of all other algorithms. In all cases of n,m where m = {5, 10, 15, . . . , 100}
(n is constant = 20), this is the best solution. Compared toMin-Min and Fore-
casting, the Greedy algorithm o�ers better scalability, providing the second
best solution in terms of quality. For product quantities over m >15, the relative
error measure has stabilized within the limits of 10-11% over the best solution
of the Cellular. For a small number of products m = 5 Forecasting o�ers
almost the same quality of the solution as the best algorithm Cellular. (0.48%
more expensive). However, from m > 15 products becomes the worst algorithm
of all tested products. Moreover, it is easy to see that the quality of the so-
lution deteriorates with the growing number of m products. The last heuristic
algorithm Min-Min provides the worst solutions for fewer products (m < 15).
For more products, however, it provides better solutions than the Forecasting
algorithm (but worse than Greedy). Min-Min provides solutions from 6% to
16% (on average) worse than the best solution.

Another calculation experiment was carried out for the process of optimiza-
tion of purchases from 40 stores [73].

Given the fast lead time and the good quality of the solutions that Greedy,
Forecasting andMin-Min can o�er, it makes sense to use them as the starting
grain for the Cellular algorithm. In addition, it is worth noting that a special
optimization of the database system can be performed in order to shorten the
calculation time [62].

Dual Discounting Functions for Internet Shopping Optimization Pro-
blem (Chapter 6)

A typical example is the following advertisement in an online shop selling
books and CDs: If the value of your purchase is at least 25, we will send you
products for half of the standard postage costs; 35 half of the courier delivery
price; 50 free postage; 75 free courier delivery. This is just an example to illustrate
the situation. Values and thresholds (and their much higher multiplicity) may
vary from one vendor to another. In order to attract customers, online shops
often apply discounts depending on the total price of the products we want
to buy. An example is the following practice observed in an online shop selling
computer parts: If the purchase value is greater than 50, then the discount is 3%,
100-7%, 150-10%, 250-15%. Note that although both additional features depend
on the amount of the purchase, one does not a�ect the other directly.

The ISOP problem can therefore be expanded and described with two addi-
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tional functions sensitive to the total price of the products purchased. Let's
assume that we would like to buy several products (n). Products are o�e-
red in many shops (m) � the location of shops is not important for us. The
price of each product of n in each store of m can be described as pij , where
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. For each shop of m a characteristic discount func-
tion is de�ned (based on the total cost of purchases in this shop of i) � fi(Ti).
In addition, the shipping cost of d for each store of m is variable and also de-
pends (although the dependency characteristics may be completely di�erent) on
the amount of purchases. Our goal is to �nd out how to pay the lowest bill for
all products. The mathematical formulation of the problem can be written as
follows:

min
m∑
i=1

fi(
∑
j∈Ni

pijxij) +

m∑
i=1

di(
∑
j∈Ni

pijxij) (5)

s.t.
∑
i∈M

xij = 1, j = 1, . . . , n, (6)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (7)

Both the discount function (f) and the shipping cost (d) can be aggregated
to present one common function (fd) based on both criteria. The formulation
can therefore be written as follows:

min
m∑
i=1

fdi(
∑
j∈Ni

pijxij) (8)

s.t.
∑
i∈M

xij = 1, j = 1, . . . , n, (9)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (10)

The discount function can look like this (example):

fi(Ti) =


Ti if 0 < Ti ≤ 50;

50 + 0, 97(Ti − 50) if 50 < Ti ≤ 100;

50 + 0, 97 ∗ 50 + 0, 93(Ti − 100) if 100 < Ti ≤ 150;

50 + 0, 97 ∗ 50 + 0, 93 ∗ 50 + 0, 9(Ti − 150) if 150 < Ti ≤ 250.

You will notice that Ti is the total standard price of the products selected
in the shop i ∈ M . The shipping cost function is more complicated because its
shape depends on the customer's later choice (type of delivery - e.g. post of-
�ce, courier, payment method). We can de�ne it as di(Ti, dv1, dv2), i = 1, . . . ,m.
Therefore, in this discussion we can assume that the customer always makes the
same decisions dv1,dv2.
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Algorithms
Finding an accurate solution to the ISOPwDD problem requires exponential

time, but in order to be able to compare heuristic results to an optimal solution,
an accurate B&B algorithm has been implemented with several improvements
leading to a faster calculation of the best possible solution.

In addition, a new advanced heuristic algorithm has been developed and pro-
posed. Moreover, it seems important to compare the new heuristics with the exi-
sting ISOP algorithms (of course, the algorithms can be adapted/reconstructed
to the speci�city of the problem). The analysis will also include solutions that are
used on price comparison websites. Let's call the latter PCS respectively (Price
Comparison Site) and its revised version PCS+. The PCS always selects the
shop where the product is cheapest, while PCS+ selects a shop with a minimum
total product price and shipping cost.

In order to perform the �rst computational experiments for the new ISO-
PwDD problem, it was decided to test two simple heuristics known to be used
in the ISOP problem. The study was complemented by an optimal solution, as
well as two variations of the algorithm working in price comparison engines.

In the �rst heuristic algorithm denoted as G1, products are considered in
a certain order. The algorithm is set for various product orders and the best
solution found is presented to the customer. In the following example it is as-
sumed that products are ordered 1, . . . , n. Values of total delivery and standard
price for all shops are initially set as Ti = di, i = 1, . . . ,m. In iteration j of
algorithm G1, product j is selected in its eligible shop i ∈ Mj with minimum
value fdi(Ti + pij), and the corresponding Ti-value is re-set: Ti := Ti + pij .

The second algorithm tested is the algorithm G2, which has a mechanism
to prevent the occurrence of an unfavorable situation for G1. For the problem
of ISOPwDD we used an updated, di�erently prepared version of the algorithm
G1, where the general principle of fast action and prevention of a possible bad
situation occurring in the case of G1 are maintained. G2, unlike G1, starts
by choosing a shop in which items should be bought: the one chosen have the
lowest average price of items including delivery fees. For each shop i the valuation
Vi = (di +

∑
j∈Ni

pij)/|Ni| is calculated, then from the shop k which has the
lowest valuation Vk, the set S of the α% cheapest available items are taken. Then
those items are removed from the shops ∀i ∈M,Ni := Ni\S and dk is updated
to the value dk = 0 since the delivery fee for shop k has already been paid.

Both of these heuristics provide e�cient work (quick action) and good results.
However, in order to obtain even better solutions to the ISOPwDD problem, an
attempt was made to create a new, even more e�cient heuristic algorithm.

The idea behind the newly proposed heuristics, marked G3, is to create
product groups. The products are grouped in such a way as to maximize the Vi
pricing ratio de�ning the savings to the maximum cost ratio in all stores.

In order to do so, for every shop, the item with the biggest ratio is put
aside into a temporary basket Ci. If by adding another product this ratio can
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be increased, the product is also taken into Ci and this process continues until
there is no more item available in the shop or if the ratio cannot be increased
any more. Then the shop k with the highest ratio Vk is chosen and all the items
in Ck are placed in Bi to be bought from this shop. This step is repeated until
all the products on the shopping list are bought.

The expression for Vi takes into account the basket Bi containing all what
has already been chosen for this shop before and the temporary basket Ci:

Vi(Ci, Bi) = 1− fi(Ti(Bi ∪ Ci))− fi(Ti(Bi))
pmax(Ci)

The G3 algorithm computational complexity is O(n3m). This is greater than
the complexity of algorithms G1 and G2, but it is worth noting that G3 does
not require any additional tuning and does not depend on the order of the ele-
ments. However, G3 has some interesting features such as the upper limit and
optimality in some speci�c cases, and in general, better results can be expected
[11].

Computational experiments

For the purpose of the calculation experiment, a detailed model of the data
generator has been developed [11].

As most of price comparison websites only compare prices from 25 to 30
shops, m is taken in {20, 30, 40}, likewise, an average customer will only buy a
few books at the same time so n is taken in {2, 3, 4, 5, 6, 7}.

These choices also take into account that the search for an optimal solution
is exponential in time. In order to study how the algorithms react for bigger
instances, for n form 5 to 100 by steps of 5, the heuristics G1,G2,PCS and
PCS+ will later be compared to the results of G3 instead of being compared to
an optimal solution. 400 instances of the problem are used for every experiment.

Results

G1 has been tested with two di�erent strategies: taking items in the order
of non-increasing reference prices and in the opposite order. Using the descen-
ding price order provides on average better solutions than the ascending order.
Furthermore, G1 also provides approximated solutions within 2.5% of the cor-
responding optimal solution. It shows that a pure greedy algorithm, can provide
a good approximation in a short time: G1 is in O(nm) but sorting the products
also takes at least O(n lnn).

In order to establish the sensitivity of G2 to its parameter α, it has been
tested with 4 di�erent values: 25%,50%, 75% and 100%. The minimum value
from the 4 tests has also been taken into account. It suggests thatG2 needs some
�ne tuning to be able to provide good approximations: even the best solution out
of the four parameters have a di�erence ratio greater than 5% for a low number
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of items (for n = 4). The choice of the parameter α has a great impact on the
performances of G2 so it has to be chosen carefully.

For each pair (n,m), the algorithms PCS+ and G3 have been tested against
the solutionG1 with a declining price strategy and then compared to the optimal
solution. Since G2 requires �ne-tuning, the best solution provided by G2 was
taken into account, using the parameters 25%,50%, 75% i 100%. The results of
the PCS algorithm have been omitted because it provided solutions that were
at least 15% worse than the optimal solution.

G3 provides solutions that are no more than 0.59% worse than the optimal
solution. This is by far the best of all tested heuristics. Interestingly, the simple
algorithm G1 provides a much better solution than PCS+. The approximation
factor for G3 increases with the increase in the number of elements, but at a
much slower rate than for PCS+ and G1.

Moreover, G2 is very dependent of the number of shops: for m = 20, the
di�erence ratio between G2 and an optimal solution does not exceed 7% for n in
{2, 3, 4, 5, 6, 7} but for m = 40 and m = 30, it is exceeded for n = 6. G3 provides
good solutions close to the optimal one and better than the one provided by
previous algorithms.

In a computational experiment for an instance with a larger problem size, the
computational results of all heuristics were compared. It was not possible to place
the results of the exact algorithm B&B due to its high computational complexity
and times too long to register. Without looking for an optimal solution, the n
parameter could have been much higher than in previous tests. Therefore, it
was assumed that n is selected from the {5, 10, ..., 95, 100} set, while m remains
unchanged.

G3 has better results than other heuristics even with large numbers of pro-
ducts. G1 produces solutions that are at least 0.66% bigger and those from
PCS+ are also at least 2.5% bigger. Those gaps quickly increase, for n big-
ger than 20, the di�erence between G1 and G3 is at least 1.3%. The solutions
provided by PCS become better as the impact of delivery fees on the total cost
decreases when the number of items increases. Besides, PCS even provides better
results than PCS+ when n increases.

G3 provides better solutions than the other algorithms even with larger num-
ber of items. Nonetheless, G3 has a higher cost in complexity (O(mn3)) than
G1 (O(nm)).
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Trust in online shopping (Chapter 7)
Customers usually prefer to give up cheaper o�ers, which are o�ered by less

reputable retailers, in favour of buying a more expensive product, o�ered by
a well-known and trusted shop with greater prestige among other consumers
[108, 45]. Taking into account such behavior observed among the majority of cu-
stomers of online stores, it was decided to extend the problem of online shopping
optimization with additional indicators related to the reputation of the stores
and the trust factor.

It is worth stressing that, according to a study conducted by Nielsen [77]
among more than 27,000 online consumers in 55 markets around the world,
users of e-commerce platforms appreciate the opinions and reviews of previous
customers. They even regard them as a decisive factor in the decision making
process involving possible purchases from a given store. Zhang, Cheung and Lee
[111] examined an interesting issue (question) of how inconsistent opinions play
a role in consumers' online purchasing decisions.

In the work of Flanagin et al. [30] addressed the problem of using online
merchant ratings and how customers use them to select more reputable online
shops. The use of these indicators can help to develop a system whereby a po-
tential buyer can buy a list of products from reputable online companies at the
best price.

In preparing the ISOP model with con�dence analysis, we decided to use
the information contained in cc05 literature and our own research, insights and
observations. As a result, a questionnaire was developed to supplement the in-
formation already mentioned. The aim was to answer the most important qu-
estions about the trust the customer can place in sellers when shopping online.
We managed to collect 168 completed questionnaires. The questionnaires were
then carefully analyzed [78]. The answers given in the questionnaire allow us to
observe several key conclusions (details are described in the literature [72]):
- Nearly 80% of respondents stated that price is a key factor in choosing a shop
when shopping online,
- For slightly less than 20% of survey participants the delivery time is an impor-
tant element,
- The reputation of the retailer will be a very important / key factor for 60%,
- Customers pay attention to the ratings presented both numerically and gra-
phically,
- For 95% of the population surveyed, shop reviews are either very important or
signi�cant,
- It is worth noting that 75% of respondents read reviews written by other cu-
stomers,
- 38% of those who �lled in the survey stated that the length of time a shop is
an important piece of information about the shop assistant,
- It also seems that both the very wide range of shipping and payment methods
are not as signi�cant. For only 23% and 18% of people respectively, this is im-
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Figure 2. Minimum required seller rating on a scale of 1-10. On the Y-axis, the
proportion of responses for the population is determined

portant,
- More than 69% of respondents say they will not buy if delivery prices are too
high, even if the prices of the products are attractive,
- Nearly 73% of people discredit sellers with a percentage of strongly negative
opinions, even if they are in the minority. This shows that one bad rating has a
much higher weighted (negative) value than one positive rating,
- 83% of respondents are willing to pay more for products they buy from repu-
table retailers,
- 36% of respondents will give up shopping if the vendor does not support their
favorite shipping method,
- 90% of people declared that their own opinion (previous experience) is either
very important or important.

Price is still one of the most important factors in�uencing purchasing deci-
sions. However, we are con�dent that customers' trust, reputation and voice are
no less important. Customers are ready to pay much more (10-30%) for products
from reputable (or almost impeccable) vendors with an impeccable (or almost
impeccable) reputation.

Formal de�nition - mathematical model

The Trusted Internet Shopping Optimization Problem (T-ISOP), which de-
scribes in more detail the actual shopping situations related to an important
trust factor, is presented as follows:
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min
m∑
i=1

n∑
j=1

xij
pij

OPayj
vj +

n∑
j=1

yjdj (11)

s.t.
n∑
j=1

xij = 1 ∀i ∈M, (12)

m∑
i=1

n∑
j=1

xij = m, (13)

m ∗ yj −
m∑
i=1

xij ≥ 0 ∀j ∈ N, (14)

xij ∈ {0, 1} ∀i ∈M, ∀j ∈ N, (15)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ N, (16)

OPayj = (1, . . . ,maxOp) ∀j ∈ N, (17)

vj ∈ {1,∞} ∀j ∈ N. (18)

where all variables and symbols used in patterns are listed in the table 4.

Symbol Explanation

m number of products to buy
n number of shops
i product indicator
j shop indicator
dj delivery price for all products from shop j
yj usage indicator for delivery price from shop j
pij cost of product i in shop j
xij usage indicator for product i in shop j

OPayj overpay trust function for shop j
vj trust veto factor for shop j

Table 4. Table of notation

After analysis of the literature, the survey and gathering own experience the
above general model could be presented in the following way (especially when
we tackled two new functions, overpay (OPay) and veto (v)).
One should notice that the above equations optimize the process of shop selec-
tion. When it is done, a customer will be charged for basic prices where the
trust factor does not count -

∑m
i=1

∑n
j=1 xijpij +

∑n
j=1 yjdj . Both OPay func-

tion and v factor can be constructed according to the speci�c requirements.
Function (OPay) represents combined trust factors and their impact on the
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price. Function returns values between 1 and maxOp and re�ects the cumulative
trust overpay value - how much customer can pay additionally (Opay ∗ 100%)
to buy products from a store with a very good reputation / rank. In theory
maxOp → ∞. However, this is obviously a very improbable situation. The Su-
rvey answers show that the maxOp value for all the population was 1.4 (= 40%
more expensive - and that value was acceptable just for one person).
OPay function should be presented in the more detailed way. One should notice
that we already described many factors that are important to customers (their
general trust). General trust factor has an in�uence on the customers' decisions
and very often they prefer to pay some extra for the desired products when
shopping from trusted stores. OPay function can be modeled as:

OPayj = overpricej +Othersj ∀j ∈ N (19)

Othersj = dT imeij ∗ isLj ∗ durj ∗ payRj ∗ dOptj ∀i ∈M,∀j ∈ N (20)

where overprice factor is calculated for each store j to present what is the over-
pay value dedicated to the shop. dT ime is the delivery time, isL answers the
question is the seller is local (same country), dur is the seller's seniority, payR
describes payment options range and dOpt is delivery options range. In the fu-
ture this function (like both OPay and veto functions) will be personalized to the
user. This personalization process can be realized as a decision-aided questioner
tool. For the general user purpose one can use data gathered from the survey
and literature to prepare some default instance of the model values. Seeing that
the most important factors are ratings and prices the overprice factor will be
prepared as follows. One should create a matrix of rating / overpricing values
pairs. All values pairs should be calculated according to the data. Moreover,
average value and standard deviation will be calculated. For the normal distri-
bution, the values more than two standard deviations from the mean (µ − 2σ,
µ+ 2σ) will be cuto� leaving for the analysis 95.45% of the population (pairs),
that will be included to the model and use accordingly with their calculated
normal distribution.

The veto factor returns just two values, a negative (no veto) one that equals
1 and a positive one (veto) equals∞. When it is positive, the o�er should not be
considered since a customers have some serious reservations to this seller. One
should remember that the v factor could be personalized following a customer's
requirements and could be modeled as:

vj = ratj ∗ delj ∗ negj ∗ dFormj ∀j ∈ N (21)

ratj , delj , negj , dFormj ∈ {1,∞} ∀j ∈ N (22)

where rat is the seller's general rating. del answers the question regarding deli-
very options range, neg is the in�uence of negative opinions and dFrom is the
delivery forms range.
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An algorithm has been proposed, which can be used to e�ectively solve the
problem. However, it should be emphasized that this is only the �rst step and
the �rst attempt to de�ne the T-ISOP problem. Further work and deeper ana-
lysis of the problem is necessary.

Summary (Chapter 8)
The development of the currently known Internet network began in the 60s

of the last century. Along the way it has undergone many changes and evolved.
The amount of information circulating in di�erent corners of the network is over-
whelming and increasingly di�cult to analyze, even through the most modern
machines and systems for analyzing large data sets. The Internet is not only a
source of information, but practically a way of life. Thanks to it you can work,
learn, communicate e�ciently (including video) with distant countries, watch
�lms, listen to music, play games, do the shopping, etc. The development of the
e-commerce market has also been going on for many years. As of today, among
some product ranges, online shops are beginning to supplant the traditional mo-
del of commerce. The ease of reaching a much wider group of customers or obta-
ining many o�ers for the same product stimulates the growth of the e-commerce
market. The very dynamic development of e-commerce observed in recent years
results in an overwhelming amount of commercial information for the customer.
Therefore, solutions to support online shopping are appearing. Among the exi-
sting ones, it is worth mentioning price comparison engines or recommending
systems. A wide range of possible forms of delivery or payment encourages on-
line shopping even more. Unfortunately, according to my best knowledge, to this
day there has not been an e�cient solution, which will be able to analyze many
products purchased by us. This solution will enable us to buy at the lowest possi-
ble price and will also be able to meet a number of requirements and additional
criteria.

The problem of optimization of online shopping is illustrated by the situation
where the customer intends to buy several products from online shops. In the
simplest form it is supposed to get an answer where to make a purchase (it can
be many shops or one) in order to pay the lowest possible amount. Subsequent
versions/developments of the problem describe additional attributes and pre-
sent increasingly complex (although, which should be emphasized, closer to the
customer's requirements) versions of the ISOP problem. Additional issues may
concern e.g. variable shipping prices, shop discounts, trust factors, the possibility
of your favorite shipping method or payment. They may concern requirements
for short-term products or a limited budget.

This book brie�y presents the current situation / condition of the e-commerce
market as an introduction to the main topic. It is a presentation of di�erent
(all its most important varieties) variants of the ISOP problem. Mathemati-
cal models, descriptions, presentations of proprietary algorithms and results of
computational experiments are presented.
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It is worth stressing that due to the applicability of the research, the subject
matter is of great interest to the scienti�c and business circles. The best exam-
ple of this can be the fact of obtaining a scienti�c and research grant for the
Internet Shopping Optimization Project3 (co-funded by NCBR4 and FNR5). It
was carried out with great success in 2014-2017. The results obtained exceeded
the requirements set for the team implementing the project. The author of this
publication was one of the main scientists involved in the research. At present,
there are many conversations concerning possible implementations of the ISOP
subject matter.

The ISOP problem is constantly evolving. There are many market situations
which are still worth modeling. Apart from variants of the problem closely re-
lated to the subject matter of the ISOP problem, another interesting research
point could be a simple simulation tool to support decision making. In addition,
it could be bene�cial to use biology-inspired approaches to solve the problem.
In addition, many additional functions (such as those related to trust factors)
can be personalized for each user. The personalization process will be imple-
mented as a decision-making tool for the questioners. This allows to prepare an
experimental analysis dedicated to each user according to their speci�c needs
and requirements. However, all these steps require a huge amount of upcoming,
exciting work.

3http://www.cs.put.poznan.pl/ishop/
4National Centre for Research and Development � https://www.ncbr.gov.pl/en/
5Luxembourg National Research Fund � https://www.fnr.lu





Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Informatyka rozwija si¦ niezmiennie w bardzo dynamiczny sposób. Jednocze-
±nie zakres jej zastosowa«, rozwi¡za« i nauki niezb¦dnej do zgª¦biania przedsta-
wianych problemów stale ro±nie. Skomplikowane obliczenia matematyczne, przy
wykorzystaniu specjalnie zaprojektowanych zbiorów instrukcji post¦powania (al-
gorytmów) mog¡ prowadzi¢ do efektywnego rozwi¡zania problemów z najrozma-
itszych dziedzin »ycia. Informatyka jest nauk¡ zdecydowanie aplikowaln¡ � tak¡,
której wyniki, nierzadko bardzo skomplikowanych analiz naukowych, mo»na, a
nawet nale»y wykorzystywa¢ w praktyce. To nauka, która docelowo ma zmie-
nia¢ »ycie codzienne ka»dego czªowieka. W ostatnich latach handel internetowy
staje si¦ niezmiernie wa»nym aspektem nie tylko »ycia, ale tak»e informatyki.
Fascynuj¡cy temat zakupów internetowych zwraca szczególn¡ uwag¦ ze wzgl¦du
na ogromn¡ popularno±¢ i bardzo szerokie grono odbiorców. Sygnalizuje tak»e
liczne, nowatorskie, jeszcze nieodkryte mo»liwo±ci zastosowania nauki w »yciu.

1.1 Handel

Handel towarzyszy czªowiekowi od bardzo dawnych czasów. Pocz¡tkowo nie ist-
niaªy »adne ±rodki pªatnicze, a handel odbywaª na zasadzie barteru. Zgodnie z
ustaleniami handluj¡cych stron towar wymieniano na inny, nale»¡cy do przedsta-
wiciela drugiej strony rozmów. Byªa to z pewno±ci¡ wygodna i stosunkowo ªatwa
forma pozyskiwania niezb¦dnych towarów i pozbywania si¦ tych, które dost¦pne
byªy w nadmiarze. Mimo, »e jeden przedmiot podlegaª wymianie na inny, ju»
wtedy mo»na mówi¢ o ró»nej warto±ci dóbr materialnych. Im rzadszy byª dany
produkt, tym wi¦cej innych produktów mo»na byªo za niego otrzyma¢. Cz¦sto
jednak panowaªo zaªo»enie, »e wymienia si¦ jeden przedmiot na inny, równie»
w tej samej ilo±ci. Z czasem zorientowano si¦, »e ro»ne wªa±ciwo±ci przedmio-
tów, trudno±¢ ich wytworzenia, czy pozyskania, powoduj¡, »e wymiana jeden-
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do-jeden nie jest sprawiedliwa. Cz¦sto te» wymiana barterowa byªa uci¡»liwa,
gdy» za ka»dym razem wymagane byªo transportowanie i dostarczanie okre±lo-
nych towarów. Pojawiª si¦ wi¦c pomysª przydzielenia niektórych towarów to grup
tzw. towarów po±rednich (podzielono na kilka kategorii w zale»no±ci od warto±ci)
jak np. skóry, sól, zbo»e. Wspomniane produkty konsumpcyjne podlegaªy dwóm
rodzajom transakcji, kupna i sprzeda»y. Dobra konsumpcyjne z czasem zamie-
niano na wygodniejsze w handlu metale. Pierwsze �monety� (kawaªki metalu z
nabitymi na« podobiznami wªadców, co ró»nicowaªo warto±ci danych kawaªków)
pojawiªy si¦ najprawdopodobniej u Fenicjan. O�cjalnie jako ±rodek pªatniczy
monety posªu»yªy gdy zacz¦ªy by¢ wybijane przez wªadze pa«stwa, obszaru pro-
wincji. Obecna wiedza wskazuje nam na VII w p.n.e.

2700 lat pó¹niej handel i pieni¡dz stanowi¡ nieodª¡czn¡, codzienn¡ cz¦±¢
wspóªczesnego ±wiata. Co wi¦cej, wirtualne pieni¡dze zdecydowanie wypieraj¡
�zyczne banknoty i bilon. Reprezentowane s¡ poprzez odpowiednie warto±ci wy-
±wietlane na ekranie monitora. Caªo±¢ nieodª¡cznie dziaªa przy wykorzystaniu
odpowiednich umów i zaufania, po±wiadczonego gwarancjami rz¡dów danych
pa«stw i banków.

Handel tradycyjny równie» ewoluuje i od pewnego czasu coraz wi¦ksz¡ popu-
larno±ci¡ ciesz¡ si¦ zakupy dokonywane na odlegªo±¢, w szczególno±ci przy po-
mocy rozpowszechnionej od dziesi¦cioleci sieci Internet. Zakupy internetowe ju»
na dobre weszªy do kanonu »ycia codziennego. Wygoda kupowania (siedz¡c na
przykªad w swoim domowym zaciszu przed kominkiem) i bardzo szeroka oferta
produktów dost¦pnych poprzez sie¢ Internet sprawia, »e w niektórych bran»ach
sklepy internetowe zaczynaj¡ stopniowo wypiera¢ te tradycyjne. Mnogo±¢ ofert
mo»e natomiast powodowa¢ problemy z dokonaniem ostatecznego, najbardziej
trafnego wyboru. Ponadto, ceny produktów, kosztów wysyªki, czy dodatkowe
koszty, potra�¡ by¢ bardzo zró»nicowane. Analiza rynku staje si¦ wi¦c coraz
trudniejsza. Co wi¦cej, przy dokonywaniu zakupu kilku produktów (co zdarza
si¦ bardzo cz¦sto) wybór najlepszej oferty jest wr¦cz niemo»liwy ze wzgl¦du na
ogrom czynników z tym zwi¡zanych.

1.2 Zakres materiaªu

Rozdziaª 1 przedstawia tematyk¦ ksi¡»ki, a tak»e okre±la cele i zakres materiaªu
w niej zawartego. W rozdziale 2, w sposób esencjonalny, przedstawiono zagadnie-
nia niezb¦dne do sprawnego i wygodnego poruszania si¦ w ramach caªej ksi¡»ki.
Rozdziaª ten zawiera podstawowe informacje dotycz¡ce zªo»ono±ci obliczenio-
wej, algorytmiki, optymalizacji kombinatorycznej, czy szeregowania zada«. W
rozdziale 3 przybli»ono histori¦ rozwoju sieci Internet i ewolucj¦ handlu elektro-
nicznego. Zaprezentowano równie» idee systemów rekomenduj¡cych i serwisów
internetowych porównuj¡cych ceny. Nast¦puj¡cy rozdziaª 4 opisuje i formalnie
de�niuje problem optymalizacji zakupów internetowych (ISOP). Zawiera szereg
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informacji dotycz¡cych mo»liwych rozwi¡za« (algorytmów), jak i eksperymen-
tów obliczeniowych. W rozdziale 5 przedstawiono ciekaw¡ odmian¦ problemu
ISOP, w której dodatkowym czynnikiem s¡ zmienne ceny produktów. Rozdziaª
zawiera formalne de�nicje, opisy algorytmów, a tak»e wyniki bada« ekspery-
mentów obliczeniowych. W kolejnym rozdziale 6 dokonano jeszcze wi¦kszych
zmian wzgl¦dem oryginalnego problemu. Oprócz dynamicznie zmieniaj¡cych si¦
cen towarów, zaproponowano mo»liwo±¢ zmiennych kosztów wysyªki. S¡ to sy-
tuacje bardzo cz¦sto wykorzystywane w sklepach internetowych. Po formalnym
zde�niowaniu problemu podj¦to si¦ zaprojektowania kilku rozwi¡za« i przeba-
dania ich korzystaj¡c z wyczerpuj¡cych eksperymentów obliczeniowych. Jednym
z niezmiernie wa»nych czynników, wpªywaj¡cych na rynek zakupów w sieci jest
zaufanie. Dlatego te», problem ISOP zostaª wzbogacony o zªo»on¡ analiz¦ zaufa-
nia w rozdziale 7. Ostatni rozdziaª 8 zawiera krótkie podsumowanie zawartych
w niniejszej ksi¡»ce informacji. Przedstawia równie» przemy±lenia dotycz¡ce kie-
runków rozwoju optymalizacyjnych zagadnie« zakupów internetowych.





Rozdziaª 2

Wiedza fundamentalna

Niniejszy rozdziaª zawiera podstawowe informacje, które s¡ niezb¦dne do spraw-
nego i efektywnego poruszania si¦ w dalszej cz¦±ci zawartego w ksi¡»ce mate-
riaªu. Przytoczone wiadomo±ci nale»y uzna¢ za podstawowe i czasami skrótowe,
które w »adnym wypadku nie wyczerpuj¡ opisywanych tematów. S¡ jedynie nie-
odzownym przywoªaniem znanej wiedzy fundamentalnej z zakresu zªo»ono±ci ob-
liczeniowej, optymalizacji, algorytmiki, czy szeregowania zada«. Je±li czytelnika
interesuje pogª¦bienie wiedzy z danego zakresu, nale»y odwoªa¢ si¦ do licznie
cytowanej literatury.

2.1 Zªo»ono±¢ obliczeniowa

Problem optymalizacji zakupów internetowych (ang. Internet Shopping Optimi-
zation Problem, ISOP) [13] nale»y do klasy problemów optymalizacji kombina-
torycznej. Bez w¡tpienia znajomo±¢ zagadnie« zªo»ono±ci obliczeniowej proble-
mów kombinatorycznych jest podstaw¡ do wªa±ciwego zde�niowania i rozwi¡-
zania wielu problemów wspóªczesnej informatyki, równie» rzeczonego problemu
ISOP. W niniejszej sekcji zaprezentowano esencj¦ teorii zªo»ono±ci obliczeniowej.
Jako ¹ródªo posªu»yªy doskonale znane i ogromnie cenione pozycje literatury, a
mianowicie ksi¡»ki Garey, Johnson'a [33] i Bªa»ewicza [6].

Istniej¡ dwie podstawowe klasy problemów zwi¡zanych ze zªo»ono±ci¡ obli-
czeniow¡ � problemy decyzyjne i optymalizacyjne. Problem decyzyjny posiada
wyª¡cznie dwa mo»liwe rozwi¡zania. Rozwi¡zaniem problemu jest odpowied¹ tak
lub nie na sformuªowane w problemie pytanie. Do grupy problemów decyzyjnych
mo»na zaliczy¢ ogromn¡ liczb¦ prawdziwie »yciowych problemów (z wielu ró»-
nych dziedzin, takich jak: logika, teoria grafów, teoria liczb i wiele innych).

Przykªady:

• Problem speªnialno±ci (ang. Boolean satis�ability problem).
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Czy dla podanego wyra»enia (mo»e zawiera¢ zmienne, nawiasy i akcje:
logiczne poª¡czenie {AND}, logiczne wyª¡czenie {OR}, negacja {NOT})
istnieje przypisanie warto±ci TRUE (1) i FALSE (0) do zmiennych, które
sprawi¡, »e caªe wyra»enie jest prawdziwe. Problem speªnialno±ci jest pro-
blemem NP-zupeªnym.

• Cykl Hamiltona.

Za [22] mo»emy stwierdzi¢, »e Graf skierowany G to uporz¡dkowana para
(V,E), gdzie V to sko«czony zestaw wierzchoªków (czasami nazywanych
w¦zªami) w G, a E to zestaw uporz¡dkowanych par elementów z zestawu
V , zwanych ªukami lub kraw¦dziami skierowanymi. �uk (u, v) ∈ E to bez-
po±rednia kraw¦d¹ od u do v. Wierzchoªek u jest bezpo±rednim poprzed-
nikiem v, a wierzchoªek v jest bezpo±rednim nast¦pnikiem u.
Graf nieskierowany G to uporz¡dkowana para (V,E), gdzie V to sko«czony
zestaw wierzchoªków w G, a E to zbiór par wierzchoªków, zwanych kraw¦-
dziami. W gra�e nieskierowanym kraw¦d¹ (u, v) jest równa kraw¦dzi (v, u).
Stopie« wierzchoªka okre±la liczba incydentnych kraw¦dzi.

Cykl Hamiltona w gra�e nieskierowanym G = (V,E) jest prostym cyklem,
który zawiera ka»dy wierzchoªek w V . Mówi si¦, »e graf jest hamiltonowski
je±li zawiera w sobie cykl Hamiltona. Mo»emy zatem zde�niowa¢ problem
cyklu Hamiltona jako pytanie � �Czy graf G ma cykl Hamiltona?�. Udo-
wodniono, »e problem nale»y do klasy problemów NP-zupeªnych.

Oprócz problemów decyzyjnych, istnieje bardzo du»a klasa ró»nych proble-
mów optymalizacyjnych. Wymagaj¡ one ekstremalizacji (maksymalnej lub mi-
nimalnej) funkcji celu. Bardzo wa»ne jest to, »e zarówno problemy optymaliza-
cyjne, jak i decyzyjne mog¡ by¢ badane w ten sam sposób (z punktu widzenia
zªo»ono±ci oblicze«). Dzi¦ki temu mo»na poª¡czy¢ problem optymalizacji z od-
powiadaj¡cym mu problemem decyzyjnym (ªatwo zauwa»y¢, »e dla ka»dego pro-
blemu optymalizacyjnego ten drugi zawsze b¦dzie istniaª [6, 33]). Je±li zde�niu-
jemy pierwotny problem optymalizacyjny i znajdziemy rozwi¡zanie w sposób �ªa-
twy� (w czasie wielomianowym � jego czas dziaªania jest górnym ograniczeniem
wielomianowego wyra»enia o wielko±ci wej±cia dla algorytmu), to problem decy-
zyjny (odpowiednik) nie jest trudniejszy ni» pierwotna wersja problemu optyma-
lizacyjnego. Z drugiej strony, je±li problem decyzyjny jest trudny do rozwi¡za-
nia obliczeniowo (NP-zupeªny), wówczas problem optymalizacyjny odpowiednika
jest równie» trudny obliczeniowo (NP-trudny). Ta cecha jest bardzo wa»na, gdy
staramy si¦ dostarczy¢ i zde�niowa¢ dowody na zªo»ono±¢ (przypisa¢ do odpo-
wiedniej klasy zªo»ono±ci) obliczeniow¡ problemów optymalizacyjnych. W wielu
przypadkach powi¡zania pomi¦dzy optymalizacj¡, a podejmowaniem decyzji s¡
bardziej rygorystyczne. Czasami mo»na udowodni¢, »e problem decyzyjny rów-
nie» nie jest ªatwiejszy ni» problem optymalizacyjny jego odpowiednika.
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Problem decyzyjny π na niesko«czonym zestawie wej±¢ odpowiada na py-
tanie arbitralnie tak lub nie. Przykªadowa instancja I problemu π jest uzyski-
wana przez przypisanie warto±ci do wszystkich parametrów problemu. Mo»e by¢
dekodowana jako ci¡g parametrów za pomoc¡ symboli na sko«czonym alfabe-
cie. Oznaczmy Dπ jako zestaw instancji problemu decyzyjnego π. Jego pod-
zbiór Yπ ⊆ Dπ zawiera wszystkie instancje, dla których odpowied¹ brzmi tak.
Warto zauwa»y¢, »e podobna de�nicja mo»e by¢ podana w przypadku proble-
mów optymalizacyjnych [6, 33]. Dªugo±¢ tego ªa«cucha jest wielko±ci¡ instancji.
Je»eli liczby wyst¦puj¡ce w de�nicji problemu s¡ reprezentowane w bazie binar-
nej lub w innej bazie wi¦kszej ni» 1, a w danych kodowania ªa«cucha symboli
nie ma niepotrzebnych symboli, taki schemat kodowania jest uzasadniony.

Tabela 2.1. Porównanie kilku funkcji wielomianowych i wykªadniczych (¹ródªo
danych: tabela 1.1. z [6])

Funkcja zªo»ono±ci obliczeniowej
n

10 60
n 0,00001 sekund 0,00006 sekund
n3 0,001 sekund 0,216 sekund
n5 0,1 sekund 13 minut
2n 0,001 sekund 3366 stuleci
3n 0,059 sekund 1, 3× 1013 stuleci

Tabela 2.2. Wpªyw funkcji przyspieszenia na czas oblicze« algorytmów wielomia-
nowych i wykªadniczych (¹ródªo danych: tabela 1.2. z [6])

Funkcja
zªo»ono±ci
obliczeniowej

Najwi¦kszy problem rozwi¡zywalny w godzin¦
obecny komputer 100 razy szybszy

komputer
1000 razy szybszy
komputer

n N1 100 N1 1000 N1

n3 N2 4,64 N2 10 N2

n5 N3 2,5 N3 3,98 N3

2n N4 N4 + 6, 64 N4 + 9, 97
3n N5 N5 + 4, 19 N5 + 6, 29

Klasy zªo»ono±ci obliczeniowej problemów decyzyjnych
Wiadome jest, »e nie zawsze problemy kombinatoryczne mo»na rozwi¡za¢

za pomoc¡ algorytmów wielomianowych. W dalszej cz¦±ci przedstawiono pod-
stawowe de�nicje i opisy klas zªo»ono±ci obliczeniowych problemów decyzyjnych
i optymalizacyjnych � szersze informacje mo»na znale¹¢ w uznanej literaturze
[6, 33, 22].

Klasa P skªada si¦ z tych problemów decyzyjnych, które mo»na rozwi¡za¢ w
czasie co najwy»ej wielomianowym za pomoc¡ deterministycznej maszyny Tu-
ringa (DTM). Dokªadniej mówi¡c, s¡ to problemy, które mog¡ by¢ rozwi¡zane
w czasie co najwy»ej O(nk) dla pewnej staªej k, gdzie n jest wielko±ci¡ wej±cia
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problemu.
KlasaNP skªada si¦ z tych problemów decyzyjnych, które s¡ �wery�kowalne�

w czasie wielomianowym. Wszystkie te problemy decyzyjne mog¡ by¢ rozwi¡zane
przez niedeterministyczn¡ maszyn¦ Turinga w czasie co najwy»ej wielomiano-
wym. Przykªadowo, w problemie cyklu Hamiltona, bior¡c pod uwag¦ skierowany
graf G = (V,E), wery�kacj¡ byªaby sekwencja (v1, v2, v3, . . . , v|V |) z |V | wierz-
choªków. �atwo jest sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, »e (vi, vi+1) ∈ E dla
i = 1, 2, 3, . . . , |V | − 1 oraz »e (v|V |, v1) ∈ E.
Ka»dy problem nale»¡cy do klasy P znajduje si¦ wewn¡trz klasy NP, poniewa»
je±li problem jest w klasie P, to mo»emy go rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym.
Poj¦cie to sformalizujemy w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, ale na razie mo»emy
przyj¡¢, »e P ⊆ NP. Otwartym pytaniem jest, czy P jest wªa±ciwym podzbiorem
NP.

Problem znajduje si¦ w klasie NPC (odnosimy si¦ do niego jako do NP-
zupeªnego) je±li jest w klasie NP i jest tak �trudny� do rozwi¡zania jak ka»dy
inny problem klasy NP (tj. wszystkie inne problemy przeksztaªcone do niego
poprzez transformacj¦ wielomianow¡). Je»eli jakikolwiek problem NP-zupeªny
mógªby by¢ rozwi¡zany w czasie wielomianowym, to ka»dy problem NP-zupeªny
miaªby odpowiadaj¡cy algorytm wielomianowy. Uwa»a si¦, »e problemy NP-
zupeªne s¡ trudne do rozwi¡zania, poniewa» bior¡c pod uwag¦ szeroki zakres
problemów NP, które zostaªy zbadane do tej pory (nikt nie odkryª wielomiano-
wego algorytmu do rozwi¡zania któregokolwiek z nich) byªoby naprawd¦ zdu-
miewaj¡ce, gdyby wszystkie z nich mogªy by¢ rozwi¡zane w wielomianowym
czasie. Nie mo»emy jednak wykluczy¢, »e problemy klasy NP s¡ w rzeczywisto-
±ci mo»liwe do rozwi¡zania w wielomianowym czasie. Problem silnie NP-zupeªny
to taki, który nawet przy ograniczeniu maksymalnych warto±ci wyst¦puj¡cych
zmiennych pozostaje NP-zupeªny.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa problemów optymalizacyjnych
Niedeterministyczne problemy wielomianowe trudne (NP-trudne) to nie-

formalnie wszystkie problemy, które s¡ co najmniej tak trudne jak najtrudniej-
sze w klasie NP. Problem π2 jest NP-trudny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
NP-zupeªny problem π1, który jest redukowalny wielomianowo do problemu π2
(π1 ∝T π2). Gdy oka»e si¦, »e decyzyjna wersja problemu optymalizacji kombi-
natorycznej nale»y do klasy NP-zupeªnej, wówczas wersja optymalizacyjna jest
NP-trudna.
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Problemy NP

Problemy P Problemy NP­zupełne

Problemy silnie  
NP­zupełne

Rysunek 2.1. Struktura klas zªo»ono±ci obliczeniowych kombinatorycznych pro-
blemów decyzyjnych

2.2 Algorytmy

Algorytm [22] (w Informatyce) jest specy�cznym zestawem instrukcji, tj. do-
woln¡ procedur¡ u»ywan¡ do rozwi¡zania problemu, zarówno decyzyjnego, jak
i optymalizacyjnego. Mo»na powiedzie¢, »e jest to program komputerowy napi-
sany w okre±lonym j¦zyku programowania. Algorytm rozwi¡zuje problem decy-
zyjny π, je±li mo»e rozwi¡za¢ dowolny (wszystkie) przypadek problemu I ∈ Dπ

(odpowied¹ tak lub nie). Algorytmy dla problemów optymalizacyjnych mo»na
zde�niowa¢ w ten sam sposób, z wyj¡tkiem funkcji celu, która powinna by¢ eks-
tremalizowana.

Zªo»ono±¢ czasowa

Czas oblicze« (dziaªania) algorytmu rozwi¡zuj¡cego problem zale»y od wiel-
ko±ci instancji problemu. Je»eli funkcja zªo»ono±ci czasowej algorytmu mo»e by¢
ograniczona wielomianem w zale»no±ci od wielko±ci instancji, taki algorytm na-
zywamy wielomianowym. Inne algorytmy, dla których funkcja czasu nie mo»e
by¢ ograniczona wielomianem, nazywane s¡ algorytmami wykªadniczymi. Je»eli
czas obliczeniowy algorytmu mo»e by¢ zde�niowany przez funkcj¦ wielomianow¡
zale»n¡ zarówno od wielko±ci instancji, jak i od najwi¦kszej liczby z instancji,
okre±lamy go mianem algorytmu pseudowielomianowego [6, 33].

Algorytmy rozwi¡za« optymalnych

Dla problemów optymalizacyjnych istniej¡ algorytmy, które zapewniaj¡ ich
dokªadne rozwi¡zanie. Wi¦kszo±¢ podstawowych algorytmów mo»e wykona¢ te-
sty dla wszystkich instancji I danego problemu π. Jednak w przypadku nie-
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których problemów (NP-trudnych) takie podej±cie jest zbyt zªo»one (zªo»ono±¢
czasowa jest zbyt du»a). Istniej¡ grupy algorytmów, które mog¡ zapewni¢ opty-
malne rozwi¡zanie w krótszym czasie � jak np. podej±cie podziaªu i ogranicze«
(ang. Branch and Bound).

Algorytm podziaªu i ogranicze« (B&B)
Podej±cie podziaªu i ogranicze« jest jedn¡ z najbardziej popularnych metod

stosowanych w celu znalezienia optymalnego rozwi¡zania problemów optymaliza-
cyjnych. W 1960 r. metoda B&B zostaªa zaproponowana przez Land i Doig [53].
Ide¡ rozwi¡zania problemu optymalizacji jest rozdzielenie go na dwa lub wi¦cej
mniejszych problemów (dla danej grupy kandydatów S podzielone na zestawy
(S1, S2, . . .), których suma pokrywa zbiór S) i kierowane wyszukiwanie rozwi¡-
za« w±ród mniejszych zestawów. Mo»na zauwa»y¢, »e min f(x) na zbiorze S
mo»na zapisa¢ jako minv1, v2, . . ., gdzie dla ka»dego vi trzeba obliczy¢ min f(x)
na zbiorze Si. Krok ten nosi nazw¦ podziaªu. Tworzona jest struktura drzewia-
sta (ka»dy w¦zeª jest reprezentowany przez podzbiór Si kompletnego zbioru S).
Ka»dy li±¢ jest reprezentowany przez potencjalne rozwi¡zanie problemu.

Drugim krokiem (narz¦dziem) zwanym ograniczeniem jest procedura ob-
liczania górnego i dolnego ograniczenia dla danego w¦zªa w drzewie (dla pod-
problemu Si). Przy zaªo»eniu minimalizacji funkcji celu, dolne ograniczenie w
wi¦kszo±ci przypadków to warto±¢ funkcji f dla aktualnego rozwi¡zania. Górne
ograniczenie to zwykle najlepsza warto±¢ funkcji f spo±ród poprzednio znalezio-
nych rozwi¡za« funkcji f .

Gªówn¡ ide¡ B&B jest zatrzymanie oblicze« algorytmu dla bie»¡cej gaª¦zi,
gdy warto±¢ dolnego ograniczenia bie»¡cego w¦zªa (a) jest gorsza (dla mini-
malizacji funkcji f oznacza wy»sz¡ warto±¢, dla maksymalizacji oznacza ni»sz¡
warto±¢) ni» górne ograniczenie dla innego w¦zªa (b). Dlatego te» a mo»na bez-
piecznie odrzuci¢ z procesu wyszukiwania.

Algorytm ko«czy prac¦ po zbadaniu lub odrzuceniu wszystkich w¦zªów. B&B
gwarantuje znalezienie optymalnego rozwi¡zania, ale nie jest znana czasowa zªo-
»ono±¢ obliczeniowa � w najgorszym przypadku mo»e by¢ dokªadnie taki sam
jak w przypadku peªnego przegl¡du (sprawdzi wszystkie mo»liwe opcje), tj. wy-
kªadniczy w czasie.

Algorytmy zachªanne
Algorytmy rozwi¡zuj¡ce problemy optymalizacyjne najcz¦±ciej polegaj¡ na

podj¦ciu szeregu decyzji realizowanych w kolejnych krokach. W ka»dym kroku
wybierana jest jedna z wielu dost¦pnych mo»liwo±ci. Algorytm zachªanny to
taki, który zawsze dokonuje najlepszego mo»liwego wyboru w danej chwili, z
aktualnym krokiem / iteracj¡. Takie rozwi¡zanie nazywamy lokalnym optimum.
Lokalnie optymalne rozwi¡zanie (w ramach jednego kroku) jest szans¡, »e do-
prowadzi ono do rozwi¡zania optymalnego caªego problemu [22].
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Algorytmy genetyczne
Czasami zdarza si¦, »e obserwacja otaczaj¡cego nas ±wiata przyrody (gªównie

fauny i �ory) przynosi interesuj¡ce inspiracje do opracowania algorytmów. Takim
przykªadem mog¡ by¢ algorytmy symuluj¡ce proces ewolucji (darwinowskiej)
w±ród populacji � tzw. algorytmy genetyczne. Holland [41] byª pierwsz¡ osob¡,
która zaproponowaªa t¦ metod¦.

Algorytmy genetyczne [35, 90] z powodzeniem stosuje si¦ do rozwi¡zania
wielu ró»nych problemów kombinatorycznych [1, 103]. W ogólno±ci, algorytm
genetyczny dziaªa w nast¦puj¡cy sposób:

• Pocz¡tkowa populacja osobników jest najcz¦±ciej losowana i posiada okre-
±lon¡ liczebno±¢. Ka»dy osobnik jest potencjalnym rozwi¡zaniem problemu.
Z ka»dym osobnikiem zwi¡zany jest zbiór wªa±ciwo±ci / parametrów (zmien-
nych) nazwanych genami. Poª¡czone geny tworz¡ chromosom � rozwi¡za-
nie.

• Funkcja przystosowania oznacza miar¦ przystosowania dla wszystkich osob-
ników. Im wy»sza warto±¢ miary przystosowania tym dany osobnik jest
lepiej dopasowany w populacji. Oznacza to równie» wi¦ksze prawdopodo-
bie«stwo wyboru danego osobnika do procesu tworzenia nowego pokolenia.
W zagadnieniach optymalizacyjnych funkcja przystosowania jest zwykle
funkcj¡ celu.

• Operatory genetyczne selekcji, krzy»owania i mutacji sªu»¡ do tworzenia
nowej populacji osobników.

• Operator selekcji sªu»y do symulacji procesu selekcji darwinowskiej. Wybie-
rane s¡ osobniki, które b¦d¡ braªy udziaª w tworzeniu potomków (nowego
pokolenia). Wy»sza warto±¢ miary przystosowania zwi¦ksza prawdopodo-
bie«stwo wyboru.

• Dzi¦ki operatorowi krzy»owania tworzone jest nowe potomstwo osobników.
Osobniki wybrane w procesie selekcji s¡ kojarzone w pary. Losowany jest
punkt krzy»owania okre±laj¡cy pozycj¦ genu w chromosomie. Nast¦pnie
w wyniku procesu krzy»owania (wszystkie geny znajduj¡ce si¦ na lewo
od punktu krzy»owania s¡ wymieniane mi¦dzy osobnikami danej pary)
powstaje para potomków.

• Celem operatora mutacji jest zapewnienie ró»norodno±ci osobników popu-
lacji. Zgodnie z okre±lonym prawdopodobie«stwem mutacji dokonuje si¦
zmiany warto±ci genu w chromosomie na przeciwn¡ (np. 0 na 1, 1 na 0).
Na ogóª prawdopodobie«stwo wyst¡pienia mutacji jest bardzo maªe.

• Wkolejnej nowej iteracji tworzone jest nowe pokolenie osobników w wyniku
dziaªania operatorów genetycznych.
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• Liczba iteracji jest bardzo cz¦sto kryterium zatrzymania (np. kolejna ite-
racja algorytmu bez »adnej poprawy w stosunku do wyniku).

• Je±li wyst¡piª warunek zatrzymania wybiera si¦ najlepszego osobnika /
chromosom z bie»¡cej populacji � tego o najwy»szej warto±ci funkcji przy-
stosowania.

2.3 Optymalizacja

Optymalizacja [75, 21] to proces maj¡cy doprowadzi¢ do osi¡gni¦cia lepszego wy-
niku. Od strony matematycznej, czy informatycznej jest maksymalizacj¡ (lub mi-
nimalizacj¡) zadanej funkcji. Funkcja na ogóª zbudowana jest z wielu zmiennych
i posiada szereg zde�niowanych ogranicze«. Optymalizacje kombinatoryczna, li-
niowa i dyskretna de�niowane s¡ poprzez przynale»no±ci do okre±lonych zbiorów
kluczowych dla równania zmiennych.

Optymalizacja kombinatoryczna to »ywo rozwijane pole matematyki stoso-
wanej i informatyki. Dzi¦ki ª¡czeniu wielu technik kombinatoryki, teorii algoryt-
mów, czy programowania liniowego, pozwala rozwi¡zywa¢ problemy optymali-
zacyjne, prezentowane w najró»niejszych dziedzinach »ycia. Ogólnie przyj¦tym
celem jest zwi¦kszenie efektywno±ci przy zachowaniu okre±lonych wymaga« i
utrzymaniu lub nawet zmniejszeniu wymaganych surowców / skªadników / by-
tów.

Jednymi z najbardziej znanych problemów optymalizacyjnych s¡ np.:

• Assignment problem � problem przydziaªu agentów do zada«,

• Closure problem � dotyczy wyboru optymalnych zada« do wykonania (za-
dania posiadaj¡ ograniczenia kolejno±ciowe),

• Constraint satisfaction problem � problem speªnialno±ci ogranicze«,

• Cutting stock problem � dotyczy podziaªu materiaªu na zadane fragmenty,
przy minimalizacji ilo±ci odpadu � niewykorzystanego materiaªu,

• Integer programming � programowanie caªkowitoliczbowe (warto±ci nale»¡
do zbioru liczb naturalnych),

• Knapsack problem � problem plecakowy [64],

• Minimum spanning tree � problem minimalnego drzewa rozpinaj¡cego �
znajduj¡cy zastosowanie np. w kwestii ukªadania kabli teleinformatycz-
nych,

• Nurse scheduling problem � dotyczy ukªadania harmonogramu pracy (gra-
�ku),
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• Traveling salesman problem � problem komiwoja»era opisuje sytuacj¦ ob-
wo¹nego sprzedawcy, który musi odwiedzi¢ wszystkie zadane miejsce, po-
jawiaj¡c si¦ na ko«cu podró»y w punkcie pocz¡tkowym,

• Vehicle rescheduling problem � jest stosunkowo mªodym problemem do-
tycz¡cym sytuacji, w której ±rodek transport publicznego ulega awarii i
nale»y dokona¢ stosownych zmian tras pozostaªych pojazdów, aby obsªu-
»y¢ klientów,

• Vehicle routing problem � problem marszrutyzacji dotyczy wyboru odpo-
wiednich tras dla okre±lonej z góry �oty pojazdów, które musz¡ speªni¢
oczekiwania klientów,

• Weapon target assignment problem � dotyczy najlepszego doboru uzbro-
jenia do okre±lonych celów maksymalizuj¡c potencjalne szkody (minimali-
zuj¡c wspóªczynnik ich przetrwania) [44, 3].

Poni»ej przedstawiono podstawowe informacje dotycz¡ce problemu lokalizacji
fabryk (ang. Facility Location Problem, FLP), który mo»e by¢ interesuj¡cy ze
wzgl¦du na pewne podobie«stwa do najprostszej wersji problemu optymalizacji
zakupów internetowych.

Problem lokalizacji fabryki

Gªówn¡ charakterystyk¡ problemu FLP jest przestrze«, miara, dane lokaliza-
cji klientów, oraz znane lub nie lokalizacje obiektów (fabryk). Klasyczny FLP ma
na celu otwarcie szeregu obiektów / fabryk w dowolnych miejscach przestrzeni
(problem ci¡gªy) lub w okre±lonych w podzbiorze lokalizacjach (problem dys-
kretny). Do otwartych fabryk przydziela si¦ klientów w taki sposób, aby suma
kosztów otwarcia i kosztów zwi¡zanych z odlegªo±ciami pomi¦dzy lokalizacjami
klientów i fabryk byªa minimalizowana.

Dyskusje na temat FLPs mo»na znale¹¢ w wielu publikacjach [50, 28, 87, 66].
Tradycyjny dyskretny FLP jest silnie NP-trudny, podobnie jak problem ISOP
(nawet w najprostszej postaci). Rozwi¡zania dla dyskretnych odmian problemu
FLP zawieraj¡ si¦ m.in. w programowaniu caªkowitoliczbowym, relaksacji La-
granga, relaksacji programowania liniowego, algorytmach genetycznych, podej-
±ciach opartych o teoretyczna rozwa»ania grafowe, czy Tabu Search [87]. Wszyst-
kie te podej±cia mo»na wykorzysta¢ do rozwi¡zania problemu ISOP w najprost-
szej formie, czyli bez jakichkolwiek rabatów, czy funkcji zmieniaj¡cych ceny pro-
duktów, dostaw, itd.
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Rysunek 2.2. Problem lokalizacji fabryk � gra�ka pogl¡dowa

Stratila [96] badaª wkl¦sªy FLP, którego sformuªowanie matematyczne mo»na
zapisa¢ jako

min
m∑
i=1

(
φi(

n∑
j=1

djxij) +

n∑
j=1

pijxij

)
(2.1)

p.o.
m∑
i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n, (2.2)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (2.3)

gdzie φi s¡ niemalej¡cymi funkcjami wkl¦sªymi. Mo»na zauwa»y¢, »e ten problem
i problem ISOPwD nie s¡ to»same, podczas gdy tradycyjny dyskretny FLP jest
szczególnym przypadkiem ka»dego z tych problemów.

Total Quantity Discount Problem
Patrz¡c na ISOP z uwzgl¦dnieniem rabatów cenowych mo»na zauwa»y¢ pewne

podobie«stwa z Total Quantity Discount Problem (TQD) [36]. Aby pokaza¢ po-
dobie«stwa, ale tak»e zaznaczy¢ wyra¹ne ró»nice, nale»y przedstawi¢ matema-
tyczne sformuªowanie problemu TQD. Zde�niujmy G jako zbiór towarów m,
indeksowanych wedªug k, a S jako zbiór dostawców n, indeksowanych zgodnie z
i. Dla ka»dego towaru k w G, okre±lmy dk jako niezb¦dn¡ ilo±¢ towaru k. Z ka»-
dym dostawc¡ i w S kojarzymy ci¡g Zi = {0, 1, . . . ,maxi}, indeksowany wedªug
j. Ponadto, dla ka»dego dostawcy i ∈ S i przedziaªu j ∈ Zi, lij , uij okre±laj¡ od-
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powiednio minimaln¡ i maksymaln¡ liczb¦ towarów, które musz¡ by¢ zamówione
u dostawcy i, aby móc by¢ w dostawie w przedziale j. Wreszcie, dla ka»dego do-
stawcy i ∈ S, dla ka»dego przedziaªu j ∈ Zi i dla ka»dego towaru k ∈ G, niech
cijk b¦dzie cen¡ towaru k zakupionego od dostawcy i w przedziale j-tym.

Podobie«stwa pomi¦dzy ISOP z rabatami cenowymi a problemem TQDmo»na
zauwa»y¢, je±li przyjmiemy, »e kupowane produkty N przedstawimy jako towary
G (dk to ilo±¢ towaru k), a sklepy M jako dostawców S. Funkcja rabatuj¡ca fi
dla sklepu i b¦dzie powi¡zana z ci¡giem interwaªów Zi dla dostawcy i. Cena pro-
duktu cij dotyczy j-tego produktu zakupionego ze sklepu i i mo»e by¢ pokazana
jako cena pik za jeden element towaru k zakupionego od dostawcy i. Funkcja
rabatuj¡ca dla sklepu i zastosowana do ceny produktu fi(cij) powinna by¢ trak-
towana jako pijk � cena za jeden element towaru k zakupiony od dostawcy i
w przedziale j-tym. Jednak»e ISOP obejmuje wedle swej de�nicji tak»e koszty
wysyªki, które s¡ specy�czne dla ka»dego sklepu. Ta funkcja sprawia, »e ISOP
staje si¦ bardziej rozbudowanym problemem. Kolejne ewolucje problemu ISOP
powoduj¡, »e jest jeszcze bardziej skomplikowany i trudniejszy do rozwi¡zania
� aczkolwiek ciekawszy i coraz bli»szy rzeczywistym wymaganiom stawianym
przez klientów sklepów internetowych.

Warto zauwa»y¢, »e wersja decyzyjna problemu TQD jest silnie NP-zupeªna.
Ponadto dla problemu TQD nie istnieje wielomianowy algorytm aproksymacji
ze staªym wspóªczynnikiem najgorszej sytuacji (chyba »e P = NP). Wi¦cej in-
formacji na temat wielu wariantów TQD znajdziemy w literaturze (np. dopusz-
czalnych opó¹nie« w pªatno±ciach [51], algorytmów [61], czy innych [36, 68, 70]).

Problem plecakowy

Problem plecakowy jest jednym z najbardziej znanych problemów NP-trudnych.
Pewne podobie«stwa do ISOP (bardzo ogólne) zach¦caj¡ do zde�niowania i krót-
kiego przedstawienia problemu plecakowego. W niniejszym fragmencie prezenta-
cja problemu plecakowego zostaªa przedstawiona na podstawie ksi¡»ki autorstwa
Martello i Toth [64].

Bardzo cz¦sto opisuj¡c ide¦ problemu plecakowego przedstawia si¦ przykªad
podro»y autostopowicza. Podró»nik ma ze sob¡ plecak i musi do niego spakowa¢
najbardziej potrzebne rzeczy. Plecak ma oczywi±cie okre±lon¡ pojemno±¢ i nie
mo»na wªo»y¢ do niego wszystkich dost¦pnych przedmiotów.

Problem plecakowy (odpowiadaj¡cy na pytanie, co spakowa¢ do plecaka, aby
uzyska¢ najlepszy wynik) mo»na zde�niowa¢ matematycznie w nast¦puj¡cy spo-
sób:

• Istnieje n obiektów o numeracji od 1 do n. Istnieje wektor binarny (1-0)
dla zmiennych xj (j = 1, . . . , n). Znaczenie jest nast¦puj¡ce:

xj =

{
1 je±li j jest wybrany;

0 je±li j nie jest wybrany.
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• pj � warto±¢ przedmiotu j (im wy»sza warto±¢, tym lepiej),

• rozmiar plecaka � c,

• rozmiar obiektu j oznaczamy jako wj .

Celem jest spakowanie przedmiotów pozwalaj¡cych osi¡gn¡¢ ich maksymaln¡
ª¡czn¡ warto±¢ � maksymalizacja funkcji celu

maksymalizacja (maks)
n∑
j=1

pjxj (2.4)

Ograniczeniem b¦dzie wielko±¢ plecaka

przy ograniczeniach (p.o.)
n∑
j=1

wjxj ≤ c. (2.5)

Przykªady zastosowa« s¡ prawie nieograniczone. Obrazuj¡c problem z tematyki
inwestycji i operacji biznesowych mo»na przyj¡¢, »e zawarto±¢ portfela wynosi
c dolarów. Mo»emy kupowa¢ spo±ród j instrumentów �nansowych. Ka»dy in-
strument kosztuje wj , a oczekiwany zysk wynosi pj . Jak wida¢, istnieje wiele
sytuacji, które mo»emy opisa¢ za pomoc¡ modelu matematycznego problemu
plecakowego.

Dla lepszego zobrazowania problemu i jego rozwi¡zania mo»na si¦ posªu»y¢
nast¦puj¡cym przykªadem:
Nasz plecak ma rozmiar 15. Mo»emy wybiera¢ spo±ród 5 czekoladowych batonów
o rozmiarach 12, 4, 2, 1, 1, 1. Warto±ci (w zale»no±ci od rodzaju u»ytego ziarna
kakaowego) w kawaªeczkach s¡ nast¦puj¡ce: 14, 10, 3, 1, 2. Które przedmioty po-
winni±my spakowa¢, aby je sprzeda¢ za maksymaln¡ kwot¦? Mo»emy oczywi±cie

Tabela 2.3. Przykªad problemu plecakowego

n 1 2 3 4 5
w 12 4 2 1 1
p 14 10 3 1 2
c 15

zbada¢ wszystkie mo»liwe wektory x i wybra¢ najlepsz¡ opcj¦ na ko«cu (speªnia-
j¡c¡ warunek). Liczba takich wektorów wynosi niestety 2n (wzrost wykªadniczy).
Istnieje jednak wiele okre±lonych algorytmów, które wymagaj¡ znacznie mniej-
szej ilo±ci oblicze«. Niektóre z nich mog¡ dostarczy¢ optymalnych rozwi¡za«,
inne bliskie optymalnym (heurystyka), ale za to w krótszym czasie.

Istnieje wiele ró»nych rodzajów problemu plecakowego. Poni»ej zaprezento-
wano kilka najpopularniejszych. Przedstawiono dwie gªówne grupy problemów



Rozdziaª 2. Wiedza fundamentalna 41

� problemy z jednym i wieloma plecakami. Pierwszy typ charakteryzuje si¦ ist-
nieniem jednego pojemnika (plecaka), a drugi zawiera wi¦cej ni» jeden pojemnik
(plecak). Dla zachowania spójno±ci z literatur¡ skorzystano z oryginalnych, an-
gloj¦zycznych nazw problemów.

0-1 Knapsack Problem (pojedynczy) jest prototypem dla wszystkich innych
problemów plecakowych.

maks
n∑
j=1

pjxj (2.6)

p.o.
n∑
j=1

wjxj ≤ c, (2.7)

xj = {0, 1}; j = 1, . . . , n. (2.8)

Bounded Knapsack Problem (pojedynczy) jest uogólnieniem 0-1 KP przy
zaªo»eniu, »e dla ka»dego j (j = 1, . . . , n) dost¦pne s¡ bj pozycje (bj ≤ c/wj).
Zysk pj i waga wj pozostaj¡ bez »adnych zmian.

maks
n∑
j=1

pjxj (2.9)

p.o.
n∑
j=1

wjxj ≤ c, (2.10)

0 ≤ xj ≤ bj ; j = 1, . . . , n, (2.11)

xj integer; j = 1, . . . , n. (2.12)

Przypadek, w którym bj =∞ dla wszystkich j nazywamy Unbounded Knap-
sack Problem.
Subset-Sumum Problem (pojedynczy) jest przypadkiem, w którym pj = wj
dla ka»dego j, który to cz¦sto wyst¦puje w praktycznych zastosowaniach. Pro-
blemem jest znalezienie sumy (podzbioru) wag, która jest najbli»sza pojemno±ci
plecaka.

maks
n∑
j=1

wjxj (2.13)

p.o.
n∑
j=1

wjxj ≤ c, (2.14)

xj = {0, 1}; j = 1, . . . , n. (2.15)

Change-Making Problem (pojedynczy) pojawiaj¡cy si¦, gdy pj = 1 dla ka»-
dego j (j = 1, . . . , n). W takim przypadku ograniczenie pojemno±ci plecaka
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zmienia si¦ z nierówno±ci na równo±¢. Nazwa problemu przypomina o sytuacji
kasjerki w supermarkecie. Celem jest wydanie reszty c przy u»yciu maksymalnej
liczby monet.

maks
n∑
j=1

xj (2.16)

p.o.
n∑
j=1

wjxj = c, (2.17)

0 ≤ xj ≤ bj ; j = 1, . . . , n, (2.18)

xj integer; j = 1, . . . , n. (2.19)

Dodanie warunku dotycz¡cego wielu elementów ka»dego rodzaju bj = ∞ dla
wszystkich j sprawia, »e problem okre±lamy jakoUnbounded Change-Making
Problem.

0-1 Multiple Knapsack Problem (wielokrotny) jest wa»nym uogólnieniem
pojedynczego problemu 0-1 KP. Pojawiaj¡ si¦ tutaj ró»ne wersje pojemników o
pojemno±ci ci (i = 1, . . . ,m).

maks
m∑
i=1

n∑
j=1

pjxij (2.20)

p.o.
n∑
j=1

wjxij ≤ ci, (2.21)

m∑
i=1

xij ≤ 1, (2.22)

xj = {0, 1}, (2.23)

j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. (2.24)

Generalized Assignment Problem (wielokrotny) jest bardziej skompliko-
wany ni» wy»ej wymienione. Rozwa»my sytuacj¦, w której zysk p i waga w
przedmiotów ró»ni¡ si¦ w zale»no±ci od pojemnika, którego u»ywamy. Niech pij
b¦dzie zyskiem z przedmiotu j umieszczonego w kontenerze i, a wij odpowiednio
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jego wag¡.

maks
m∑
i=1

n∑
j=1

pijxij (2.25)

p.o.
n∑
j=1

wijxij ≤ ci, (2.26)

m∑
i=1

xij ≤ 1, (2.27)

xij = {0, 1}, (2.28)

j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. (2.29)

Warto w tym momencie zauwa»y¢, »e zaprezentowany powy»ej problem nie jest
±ci±le klasycznym problemem plecakowym, a jego odmian¡ (podproblemem),
który to odgrywa wa»n¡ rol¦ ze wzgl¦du na opracowane algorytmy. Jest on rów-
nie» bardzo podobny w sformuªowaniach matematycznych do klasycznej rodziny
problemów plecakowych.

Nale»y zaznaczy¢, »e niniejszy fragment dotycz¡cy problemów plecakowych
jest skrótowy i nie wyczerpuje licznych de�nicji i formuª. Wydaje si¦ natomiast,
»e jest wystarczaj¡cy, aby z odpowiednimi podwalinami kontynuowa¢ wprowa-
dzenie do tematu optymalizacji zakupów internetowych.

2.4 Szeregowanie zada«

Szeregowanie zada« (ang. scheduling) jest niew¡tpliwie wa»nym obszarem ba-
da« operacyjnych, czy w ogólno±ci informatyki. Problemy zwi¡zane z szeregowa-
niem mog¡ by¢ zasadniczo opisane jako odpowiedni podziaª zasobów w czasie,
w celu realizacji zespoªu zada«, które s¡ cz¦±ci¡ procesów [12]. Ka»de zadanie
wymaga do jego wykonania okre±lonego zasobu. Charakter zasobów, zadania,
powi¡zania i relacje mi¦dzy nimi mo»na zde�niowa¢ na wiele ró»nych sposobów.
W przewa»aj¡cej cz¦±ci, szeregowanie zada« jest motywowane zastosowaniami
w przemy±le oraz zarz¡dzaniu operacjami w usªugach. Przykªadami mog¡ by¢:
planowanie transportu, linie produkcyjne w fabrykach, planowanie wydarze«,
ustalanie ogólnego harmonogramu pracy w najró»niejszych dziedzinach, trans-
port, trasa przejazdu pojazdów, plan pracy oraz wiele wi¦cej. Je±li spojrzymy
na problemy zwi¡zane z planowaniem w sposób ogólny, to widzimy, »e mo»na je
zaobserwowa¢ niemal na ka»dym kroku w otaczaj¡cej nas rzeczywisto±ci.

Gospodarka elektroniczna [88] (ang. Electronic Commerce, e-commerce) jest
stosunkowo mªod¡ specjalno±ci¡ informatyki dotycz¡c¡ handlu przy wykorzy-
staniu medium Internetu (o samym e-commerce wi¦cej napisano w rozdziale 3).
Mnogo±¢ zagadnie« mieszcz¡cych si¦ w zakresie gospodarki elektronicznej, jak
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i ró»norodno±¢ pojawiaj¡cych si¦ problemów, stanowi¡ doskonaªe pole do za-
stosowania wielu innych, bardziej rozwini¦tych i szerzej zbadanych specjalno±ci
informatyki.

2.5 Oznaczenia, symbole, akronimy

W niniejszym fragmencie zde�niowano i przedstawiono znaczenie u»ywanych w
ksi¡»ce greckich i rzymskich liter, a tak»e symboli, skrótów, akronimów i innych
oznacze«.

Symbole
= równo±¢ (jest równe)
6= nierówno±¢ (nie jest równe)
> ±cisªa nierówno±¢ (jest wi¦ksze ni»)
< ±cisªa nierówno±¢ (jest mniejsze)
≥ nierówno±¢ (jest wi¦ksze lub równe)
≤ nierówno±¢ (jest mniejsze lub równe)
+ dodawanie (plus)
− odejmowanie (minus)
∗ mno»enie (razy)
√ pierwiastek kwadratowy
x ±rednia
|..| warto±¢ bezwzgl¦dna
:= de�nicja (jest zde�niowane jako)
∀ kwanty�kator ogólny
∃ kwanty�kator szczegóªowy
{, } zakres zbioru
∅ zbiór pusty
∈ przynale»no±¢
/∈ przynale»no±¢ (negacja)
⊆ podzbiór
⊇ nadzbiór
∪ suma zbiorów
∩ iloczyn zbiorów
\ ró»nica zbiorów
N liczby naturalne
∞ niesko«czono±¢
(, ) przedziaª otwarty∑

suma∏
produkt

O(n) notacja zªó»ono±ci obliczeniowej (tzw. du»e-O)
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Litery greckie
α (alpha)
ε (epsilon) bardzo maªa warto±¢ dodatnia
δ (delta) operator zró»nicowania
φ (phi) funkcja skumulowanego rozkªadu dla rozkªadu normalnego
π (pi)
ρ (rho) g¦sto±¢

Litery rzymskie
F funkcja
x, p, c zmienna (maªa litera)
xij dolny indeks zmiennych
S,L, ... zbiory

Skróty i akronimy
NP Nondeterministic Polynomial (niedeterministyczny wielomianowy)
P Polynomial (wielomianowy)
DTM Deterministic Turing Machine (deterministyczna maszyna Turinga)
NDTM Non-deterministic Turing Machine (niedeterministyczna maszyna Turinga)
IS Internet shopping
ISOP Internet Shopping Optimization Problem
FLP Facility Location Problem (problem lokalizacji fabryk)
X3C Exact Cover by 3-sets (problem dokªadnego pokrycia przez 3 zbiory)
RS Recommender Systems (system rekomenduj¡cy)
PCS Price Comparison Site (porównywarka cen)
max maximization (maksymalizacja)
maks maksymalizacja
min minimization (minimalizacja)





Rozdziaª 3

Internet i handel

elektroniczny

Niniejszy rozdziaª zawiera krótkie wprowadzenie dotycz¡ce pocz¡tków i ewolucji
sieci Internet. W dalszej cz¦±ci opisano zasady handlu elektronicznego, zaª¡cza-
j¡c spor¡ porcj¦ danych statystycznych. Dzi¦ki tym informacjom ªatwo mo»na
zauwa»y¢ ogrom i siª¦ obecnego rynku e-commerce.

3.1 Internet

Przedstawion¡ poni»ej skrótow¡ i ogóln¡ droga ewolucji sieci Internet zako«czy
okres przeªomu wieków, kiedy Internet byª na tyle dojrzaªy, »e mo»na zacz¡¢
±wiadomie wkracza¢ w ±wiat z poj¦ciem e-commerce.

Prawie 60 lat temu, w 1960 roku Licklider [56] zaprezentowaª swoj¡ ide¦
globalnej sieci poª¡czonych komputerów. Opisaª przy tym swoje pomysªy i pro-
gnozy na symbioz¦ mi¦dzy czªowiekiem a komputerem. W tym samym czasie
Paul Baran, który pracowaª na rzecz korporacji (RAND)1 zajmowaª si¦ rozwojem
rozproszonych sieci komunikacyjnych, które maj¡ wªasno±ci przetrwania nawet
gdy zostan¡ cz¦±ciowo zniszczone (przewidywane wówczas III Wojna �wiatowa).
Pierwsze wyniki bada« zostaªy przedstawione ameryka«skim siªom powietrznym
w 1961 roku. W latach 1960-1962 Baran opublikowaª 11 obszernych opracowa«
na ten temat. W ramach podsumowania, w 1964 r. ukazaªa si¦ ksi¡»ka zatytuªo-
wana O komunikacji rozproszonej [7]. Autor opisywaª i badaª ró»ne architektury
rozproszone sieci komunikacyjnej, zdolno±ci ich przetrwania, czy mo»liwo±ci i
wªasno±ci pakietowych sieci komunikacyjnych (np. scentralizowanych, zdecen-
tralizowanych, rozproszonych).

1Rand Corporation (RAND), https://www.rand.org/
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Kilka lat pó¹niej, w 1969 roku rozgrywa si¦ prawdziwa historia Internetu.
Agencja o nazwie ARPA (Advanced Research Project Agency), przeksztaªcona
pó¹niej w Agencj¦ Zaawansowanych Projektów Badawczych Obrony, DARPA2,
zajmuj¡c¡ si¦ koordynowaniem bada« naukowych na potrzeby wojska, odpo-
wiada za realizacj¦ pierwszych trzech w¦zªów sieci Arpanet. Eksperyment pod¡-
»aª za koncepcjami Paula Barana i miaª na celu zbudowanie zdecentralizowanej
sieci komputerowej zdolnej do dziaªania nawet po zniszczeniu cz¦±ci jej architek-
tury. Do ko«ca 1971 roku do sieci podª¡czono 15 w¦zªów [38].

Rysunek 3.1. Schematyczna struktura sieci szkieletowej oplataj¡cej caªy glob
ziemski (¹ródªo (za zgod¡): www.pcformat.pl, Krwiobieg internetu, PC Format
08/2016)

W 1982 r. standaryzowano pakiet protokoªu internetowego (TCP/IP), co po-
zwoliªo na ogólno±wiatowy gwaªtowny rozwój wzajemnie poª¡czonych sieci. Rok
pó¹niej przyj¦to protokoªy TCP/IP w sprawie wspólnych norm wojskowych.
Byª to czas, w którym zacz¦to powszechnie u»ywa¢ terminu Internet (poª¡czona
sie¢). Publiczne korzystanie z Internetu rozpocz¦ªo si¦ w poªowie 1989 r. (AR-
PANET zostaª zlikwidowany w 1990 r.). Pierwsze mi¦dzykontynentalne szybkie
poª¡czenie T1 zostaªo zainstalowane w 1990 roku pomi¦dzy Uniwersytetem Cor-
nell, a CERN. Krok ten umo»liwiª znacznie lepsz¡ komunikacj¦ ni» ta oferowana
przez satelity, które wcze±niej sªu»yªy do komunikacji. Pod koniec 1990 r. Tim
Berners-Lee stworzyª pierwsze niezb¦dne narz¦dzia do prezentacji dokumentów
hipertekstowych online. Byª to protokóª HyperText Transfer Protocol (HTTP)
(jeszcze nie w peªni opublikowana wersja � 0,9), HyperText Markup Language
(HTML) i pierwsza przegl¡darka WWW (World Wide Web). Pierwsze strony

2Defense Advanced Research Projects Agency (DARPA), https://www.darpa.mil/
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www opisuj¡ce projekt zostaªy umieszczone na serwerze www i byªy dost¦pne
przy u»yciu pierwszego oprogramowania serwera HTTP.

Internet rozwijaª si¦ coraz szybciej. Ogromne ilo±ci informacji i wiedzy do-
st¦pnej online, handel, rozrywka i sieci spoªeczno±ciowe stymulowaªy bardzo dy-
namiczny wzrost. Wedªug ostatnich raportów [47, 46] ponad poªowa populacji
(54,4%) ma dost¦p do Internetu. Zauwa»y¢ nale»y wzrost liczby u»ytkowników
do obecnych 4 156 mln w 2017 r. z 14 mln w 1993 r. (co daje prawie 300-krotny
wzrost). Platforma internetowa otworzyªa wiele mo»liwo±ci dla nowych dziaªa«.
Niew¡tpliwie, wa»nym aspektem w tym kontek±cie, jest handel elektroniczny.

3.2 Handel elektroniczny

Dyskutuj¡c o pocz¡tkach handlu elektronicznego (ang. e-commerce) nale»y si¦
cofn¡¢ w czasie odrobin¦ dalej ni» by si¦ mogªo pocz¡tkowo wydawa¢. Poni»ej
zaprezentowano list¦ wydarze«, wa»nych z punktu widzenia rozwoju e-commerce
[98].

• 1960
Wprowadzenie w »ycie konceptu elektronicznej wymiany danych (ang. Elec-
tronic Data Interchange, EDI) umo»liwiªo zast¡pienie pewnych tradycyjnie
papierowych dokumentów nowymi w formie elektronicznej. Szczególnymi
znanymi dzi± doskonale przykªadami s¡ cho¢by transakcje elektroniczne
(internetowe), czy dokumenty sprzeda»owe � faktury. Przedstawiony kon-
cept na skal¦ masow¡ zacz¡ª by¢ realizowany wiele lat pó¹niej, aczkolwiek
ju» w latach 60' i 70' najwi¦ksze �rmy rozpocz¦ªy wykorzystywanie EDI.

• 1979
Michael Aldrich jest bezapelacyjnie nazywany ojcem handlu elektronicz-
nego. Jak to zwyczajowo si¦ zdarza, pomysª pojawiª si¦ zupeªnie nagle
� podczas rodzinnych zakupów. Aldrich wprowadziª w »ycie swój pomysª
realizacji zakupów na odlegªo±¢ poprzez proste podª¡czenie telewizora z do-
mowym komputerem. W ten sposób prowadziª pierwsz¡ sprzeda» online.
Sposób sprzeda»y i realizacji byª bardzo daleki od ideaªu, ale bezdyskusyj-
nie stanowi podwaliny pod dzisiejszy rynek e-commerce.

• 1981
Powstaje pierwszy system B2B (Business to Business). Thomson Holidays
postanowiª poª¡czy¢ w grup¦ zespóª 66 angielskich agentów podró»y. Dzi¦ki
temu mo»liwa byªa analiza i pozyskiwanie danych online (w±ród dost¦pnych
broszur). Pozwoliªo to bardzo szybko realizowa¢ zamówienia klientów.

• 1982
Powstaje Minitel � usªuga sieciowa / system wideo-tekstowy (przypomi-
naj¡cy niewielki zintegrowany komputer) dziaªaj¡cy online (poprzez lini¦



50 Kombinatoryczne modele i algorytmy ró»nych wariantów ISOP

telefoniczn¡ � France Telecom i La Poste). Rozwi¡zanie zyskaªo du»¡ po-
pularno±¢ i z pewno±ci¡ nale»y je uzna¢ za najbardziej udan¡ usªug¦ online
przed rozpowszechnieniem si¦ Internetu. Mo»liwo±ci systemu (z dzisiejszego
punktu widzenia) byªy bardzo ograniczone, ale na owe czasy u»ytkownicy
mieli ju» dost¦p do zakupów online, sprawdzania ksi¡»ki telefonicznej, czy
prowadzenia czatów.

• 1984
W tym roku �rma Tesco wprowadziªa pierwszy system zakupów online B2C
(Business-to-Consumer). Pojawiª si¦ pomysª realizowania ich poprzez wir-
tualny koszyk zakupów (Online Shopping Basket), która to nazwa obowi¡-
zuje do dzi± (cz¦sto okre±lana po prostu jako koszyk lub koszyk zakupów). W
tym samym roku CompuServe zapowiada projekt Electronic Mall (bardzo
przypominaj¡cy zamysªami obecnie dziaªaj¡ce sklepy internetowe).

• 1987
Powstaje SWREG � produkt Digital River MyCommerce pozwalaj¡cy na
sprzeda» oprogramowania (lub licencji do takowego) online. System, w
zmody�kowanej formie, dziaªa do dzisiaj.

• 1990
Zaprezentowano pierwsz¡ w historii przegl¡dark¦ internetow¡ Dynatext,
b¦d¡c¡ integraln¡ cz¦±ci¡ systemu WorldWideWeb / WWW / W3 (nazwa
zostaªa pó¹niej zmieniona na Nexus) dziaªaj¡c¡ w architekturze klient-
serwer, opieraj¡c¡ zasad¦ dziaªania na hipertek±cie (plus odno±niki � tzw.
hiperª¡cza). U»ytkownik czytaª / przegl¡daª dokument, a hiperª¡cza po-
zwalaªy na dost¦p (odniesienie) do kolejnych, powi¡zanych dokumentów.
Autorem jest brytyjski naukowiec sir Timothy Berners-Lee, a projekt po-
cz¡tkowo miaª by¢ niewielkim programem wykorzystywanym przez CERN
(fr. Organisation Européenne pour la Recherche Nucléaire, pol. Europejska
Organizacja Bada« J¡drowych).

• 1991
NSF (National Science Foundation) umo»liwia dost¦p do sieci NSFNET
(szkielet sieci Internet, kolejna generacja sieci ARPANET) dla zastoso-
wa« komercyjnych. Jest to jeden z najwa»niejszych kroków do obecnego
e-commerce. W tym samym roku powstaje Gopher, system informacyjny
(z zaªo»enia dla kampusów uczelnianych) integruj¡cy ró»ne protokoªy (jak
np. FTP, telnet, WAIS).

• 1992
Opublikowano rewolucyjn¡ (w zaªo»eniach) ksi¡»k¦ opisuj¡c¡ przyszªe za-
ªo»enia e-commerce i ksztaªtu Internetu przyszªo±ci. Ksi¡»k¦ zatytuªowano
Future Shop: How New Technologies Will Change the Way We Shop and
what We Buy [94].
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• 1994
Netscape uruchamia pierwszy certy�kat szyfruj¡cy, SSL (u»ywany do dzi-
siaj). Byª to niew¡tpliwie kamie« milowy ku dzisiejszej strukturze rynku
handlu elektronicznego. Czynnik zaufania (na którego wzrost wpªywaª
bez w¡tpienia certy�kat SSL) do dzi± pozostaje jednym z najwa»niejszych
aspektów zakupów internetowych. W tym samym roku zostaje urucho-
miony serwis Yahoo!, pó¹niejszego giganta i potentata rynku e-commerce
i Internetu.

• 1995
W roku 1995 NSF wprowadziª opªaty za rejestracj¦ domen. Od tego mo-
mentu liczba zarejestrowanych nazw zacz¦ªa gwaªtownie rosn¡¢ od 12 tys.
w roku 1995 do ponad dwóch milionów w roku 1998.

• 1998
Powstaje PayPal, który pocz¡tkowo dziaªa w innej formie ni» ta, któr¡
obecnie znamy. Google doª¡cza do ±wiata e-commerce. Yahoo! tworzy swój
sklep Yahoo! Stores.

• 2000
W ostatnich kilkunastu latach rozwój e-commerce przebiegaª bardzo szybko.
Pojawiaªy si¦ setki nowych sklepów czy wiele platform aukcyjnych. Spora
cz¦±¢ z nich dziaªa do dzisiaj. Nowe metody pªatno±ci i dostarczania towa-
rów uªatwiªy handel w sieci.

Mo»na powiedzie¢, »e handel elektroniczny (e-handel) jest jedn¡ z najszybciej
rozwijaj¡cych si¦ dziedzin informatyki (korzystaj¡c gar±ciami z bada« operacyj-
nych, czy optymalizacji kombinatorycznej). Warto jednak zauwa»y¢, »e handel
elektroniczny jest olbrzymi¡ hybryd¡ zbudowan¡ w oparciu o dodatkowe obszary
wiedzy, takie jak logistyka, gospodarka i nauki spoªeczne. Handel elektroniczny
to bran»a, która koncentruje si¦ na sprzeda»y oraz kupowaniu produktów i usªug
online na stronach internetowych [39, 59, 102]. E-commerce w kategorii biznes-
konsument (B2C) jest jednym z kluczowych rodzajów dziaªalno±ci gospodarczej
oferowanej przez Internet.

Z biegiem lat liczba dokonywanych przez u»ytkowników zakupów online stale
ro±nie. Wedªug badania przeprowadzonego przez comScore dla UPS [20], w 2013
roku osi¡gn¦ªa zdumiewaj¡c¡ warto±¢ 243 mld USD. Kolejne badanie przepro-
wadzone przez Cisco z udziaªem respondentów z USA, Wielkiej Brytanii, Chin,
Brazylii i Meksyku [31] wykazaªo, »e o±miu z dziesi¦ciu konsumentów z ryn-
ków wy»ej wymienionych krajów robi zakupy online, przy czym wiod¡c¡ pozycj¦
zajmuj¡ grupy demogra�czne w wieku 18-29 i 30-39 lat. Najnowsze badania
przeprowadzone w Europie [27] wskazuj¡, »e sprzeda» na europejskim rynku
e-commerce osi¡gn¦ªa w 2017 r. zawrotn¡ kwot¦ 602 mld e podwajaj¡c sw¡
warto±¢ w zaledwie 5 lat.
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Tendencja dynamicznego wzrostu utrzyma si¦ zapewne w przyszªo±ci dzi¦ki
pojawieniu si¦ nowych rynków internetowych, zwªaszcza w krajach azjatyckich,
takich jak Indie [101], Indonezja [104], Tajwan[107], Jordania [2], Iran[25], Ma-
lezja [5], itd. Rynki te ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦ ludno±ci i stosunkowo niski
wska¹nik penetracji handlu elektronicznego, oferuj¡ bardzo interesuj¡cy poten-
cjaª wzrostu. Gªównymi zaletami (dla klienta) pªyn¡cymi z zakupów online s¡
m.in. brak konieczno±ci doje»d»ania do centrum handlowego lub sklepu detalicz-
nego, istnienie szerszej oferty produktowej, du»a konkurencyjno±¢ prowadz¡ca do
ni»szych cen, pojawienie si¦ pªatno±ci mobilnych, które oferuj¡ dodatkowy kom-
fort i bezpiecze«stwo postrzegane pozytywnie przez klientów [92]. Dzi¦ki znacz-
nym usprawnieniom w obsªudze dostaw, staªo si¦ mo»liwe zamawianie ªatwo
psuj¡cych si¦ produktów, takich jak »ywno±¢ i artykuªy spo»ywcze, co mo»e osta-
tecznie doprowadzi¢ do lepszego zarz¡dzania tego rodzaju produktami. Mo»na
równie» domniemywa¢, »e zmiana na bardziej wydajne magazyny z lepsz¡ tech-
nologi¡ przechowywania »ywno±ci przeªo»y si¦ na zmniejszenia marnotrawstwa
tego rodzaju zasobów w niedalekiej przyszªo±ci [110].

Je±li chodzi o sprzedaj¡cego, do gªównych korzy±ci ekonomicznych nale»y
zaliczy¢ fakt, »e mo»e on znacznie obni»y¢ koszty zwi¡zane z leasingiem i za-
trudnianiem pracowników. Ze wzgl¦du na otwarto±¢ dziaªania platform interne-
towych istnieje mo»liwo±¢ dotarcia do znacznie szerszego grona odbiorców ni»
ma to miejsce w sklepach tradycyjnych (ang. brick-and-mortar shops).

Udogodnienia platform e-commerce dziaªaj¡ce na korzy±¢ zarówno klientów,
jak i sprzedawców, sprawiªy, »e liczba sklepów internetowych stale ro±nie. Je±li
chodzi o sprzedawców, wygodniejsze jest przyª¡czenie si¦ do istniej¡cego rynku
online (wi¦ksze sklepy zrzeszaj¡ce pod swoim logo mniejsze podmioty), lub wdro-
»enie wªasnej strony internetowej, na której mog¡ oferowa¢ swoje produkty. Na-
le»y jednak zauwa»y¢, »e ta wygoda dla sprzedawcy mo»e sta¢ si¦ niedogodno±ci¡
dla klienta. Jak wspomniano wcze±niej, wi¦ksza konkurencja oznacza ni»sz¡ cen¦,
ale oznacza równie», »e klient mo»e zosta¢ przytªoczony ogromn¡ liczb¡ ofert i do-
datkowych mo»liwo±ci, co bardzo utrudnia uzyskanie najlepszej mo»liwej oferty.
Problem ten zostaª zamodelowany jako problem optymalizacji zakupów interne-
towych � przez Blazewicza et al. [13], a zainspirowany wcze±niejszymi pomysªami
Wojciechowskiego i Musiaªa [105]. Co wi¦cej, warto zwróci¢ uwag¦ na podej±cie
oparte na wspóªpracy, które grupa kupuj¡cych mo»e realizowa¢ jako strategi¦
zakupów zbiorowych przy globalnie ni»szych kosztach [69].

Innym problemem dla wi¦kszo±ci u»ytkowników, wynikaj¡cym z handlu elek-
tronicznego, jest niespójno±¢ czy nawet niejasno±¢ przepisów, które uªatwiaj¡
nieuczciwym lub zªo±liwym sprzedawcom wdra»anie wªasnych sklepów interne-
towych. Wywoªuj¡ one poczucie braku bezpiecze«stwa, którego do±wiadczaj¡
kupuj¡cy np. podczas podawania swoich danych osobowych i informacji �nanso-
wych w celu dokonania transakcji. Inn¡ niepokoj¡c¡ dla klienta sytuacj¡ jest nie-
mo»no±¢ sprawdzenia przedmiotów przed dokonaniem zakupu [52]. Oczywi±cie
ta sytuacja poprawia si¦ z ka»dym rokiem poprzez wprowadzanie kolejnych regu-
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lacji. Niemniej jednak caªy czas brakuje skuteczniejszych mechanizmów obrony
przed oszustami. Niestety regularnie sªyszy si¦ o faªszywych sklepach, które wy-
ªudziªy (pobraªy) pieni¡dze za nigdy niedostarczone towary. Nale»y spokojnie i
przemy±lanie dokonywa¢ zakupów, a tak»e zwraca¢ szczególn¡ uwag¦ na bardzo
korzystne oferty.

Maj¡c na uwadze powy»sze wiemy, »e klienci zazwyczaj wol¡ po±wi¦ca¢ lepsze
oferty (ta«sze), które s¡ prezentowane przez mniej renomowanych sprzedawców,
aby kupi¢ dro»szy produkt, oferowany przez znany i zaufany sklep z lepszym pre-
sti»em w±ród innych konsumentów [108, 45]. Bior¡c pod uwag¦ takie zachowania
zaobserwowane u wi¦kszo±ci klientów sklepów internetowych, problem optymali-
zacji zakupów internetowych zostaª rozbudowany i zaprezentowano jego ciekaw¡
i now¡ odmian¦. Wersj¦, gdzie analizie poddane zostaªy wªa±nie takie aspekty
jak zaufanie, presti» i wiarygodno±¢ (patrz rozdziaª 7).

3.3 E-commerce w Polsce

Wiele bardzo ciekawych i rzetelnych informacji dotycz¡cych rynku e-commerce w
Polsce mo»na znale¹¢ w najnowszym raporcie E-commerce w Polsce [34]. Poni»ej
przytoczono kilka najciekawszych i najistotniejszych faktów.

• Ponad poªowa (dokªadnie 54%) badanych internautów kupuje produkty
online. Dane dotycz¡ osób we wszystkich grupach wiekowych, z ró»nym
poziomem wyksztaªcenia, posiadaj¡cych ró»ne dochody, czy zamieszkuj¡-
cych miejscowo±ci ró»nej wielko±ci. Badana grupa jest reprezentatywna dla
Polski.

• �wiadomo±¢ internetowa (dotycz¡ca zakupów) kupuj¡cych jest bardzo wy-
soka. Posiadaj¡ oni spor¡ wiedz¦ dotycz¡c¡ marek i serwisów internetowych
e-commerce.

• Polacy zdecydowanie preferuj¡ robienie zakupów w sklepach zlokalizowa-
nych na terenie Polski. Zakupy realizowane w zagranicznych serwisach
s¡ nadal rzadko±ci¡ (statystycznie). Co ciekawe, zakupy w tych sklepach
deklaruj¡ osoby z wysokimi dochodami (ponad 5000 zª miesi¦cznie), wy-
ksztaªceniem wy»szym i niskim wiekiem.

• Zdecydowanie najpopularniejszymi kategoriami kupowanych produktów s¡
odzie» (dodatki, akcesoria) i ksi¡»ki, pªyty, �lmy.

• Wi¦kszo±¢ kupuj¡cych dosy¢ aktywnie uczestniczy w procesie zakupów.
Dokonuj¡ poszukiwa« produktów, czytaj¡ opinie na ich temat, poszukuj¡
informacji dotycz¡cych marek.
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• Czynnikami, które najbardziej zach¦caj¡ do zakupów s¡ dost¦pno±¢, wy-
goda realizacji zakupów, czy korzystniejsza cena w porównaniu ze sklepami
stacjonarnymi.

• Nale»y zauwa»y¢, i» bardzo wa»nym czynnikiem zach¦caj¡cym do zakupów
online jest mo»liwo±¢ zwrotu towaru bez podania przyczyny w ci¡gu 14
dni od jego otrzymania. Dzi¦ki temu mo»na towar obejrze¢, czy nawet
przymierzy¢ odzie» i dopiero wtedy podj¡¢ �naln¡ decyzj¦ o pozostawieniu
towaru.

• Kupuj¡cy jako jeden z gªównych problemów okre±laj¡ wysokie koszty do-
stawy, czy przedªu»aj¡cy si¦ czas realizacji i dostarczania zamówie«.

• Je±li chodzi o znane marki, niekwestionowanym liderem sprzeda»y online w
Polsce pozostaje Allegro. Nast¦pnie nale»y wymieni¢ Olx, Zalando, eBay i
Ceneo. Ch¦tnie te» zagl¡damy do internetowych perfumerii, sklepów RTV
AGD, ksi¦garni czy aptek.

3.4 Systemy rekomenduj¡ce

Rysunek 3.2. System rekomenduj¡cy � gra�ka pogl¡dowa

W ogólnym znaczeniu systemy rekomenduj¡ce (ang. Recommender Systems,
RS) [89] s¡ zbiorem metod i oprogramowaniem sªu»¡cym udzielaniu sugestii do-
tycz¡cych wyboru przedmiotów / obiektów wªa±ciwych dla u»ytkownika � naj-
bardziej odpowiadaj¡cych jego potrzebom [86, 60, 17]. Sugestie mog¡ dotyczy¢
ro»nych aspektów wspomagania wyboru, a w szczególno±ci obiektów do kupienia,
muzyki do sªuchania, czy rekomendacji dotycz¡cych wiadomo±ci do przeczyta-
nia. W dobie doskonale rozwini¦tego Internetu i ±rodowiska e-commerce klient
sklepu internetowego musi mierzy¢ si¦ z ogromem bombarduj¡cych go informacji
i ofert, a do tego nie zawsze s¡ to informacje prawdziwe � tzw. szum informacyjny
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i brudne informacje. Dlatego te» rola systemów rekomenduj¡cych staªa si¦ nie
do przecenienia dla u»ytkowników dokonuj¡cych zakupów online. W ostatnich
latach opracowano wiele technik sªu»¡cych jak najlepszemu przygotowaniu pod-
powiedzi, które b¦d¡ najlepiej dopasowane do konkretnej osoby, albo jej pro�lu.
Wiele z tych rozwi¡za« zostaªo zaimplementowanych z sukcesem.

Ciekawym aspektem bada« systemów rekomenduj¡cych jest fakt, »e ±miaªo
mo»na je nazwa¢ interdyscyplinarnymi. �¡cz¡ cho¢by takie aspekty jak:

• sztuczna inteligencja,

• problemy komunikacji czªowiek-komputer,

• zagadnienia technologii informacyjnej,

• eksploracj¦ danych,

• statystyk¦,

• badania dotycz¡ce gra�cznych, adaptowalnych interfejsów u»ytkownika,

• systemów wspomagania decyzji,

• marketingu,

• zachowa« konsumentów.

Jednym z najpopularniejszych systemów rekomenduj¡cych jest system pod-
powiadaj¡cy tytuªy ksi¡»ek, które mog¡ zainteresowa¢ klienta sklepu Amazon.com
[48]. System jest spersonalizowany i dopasowuje swoje rekomendacje do ka»dego
klienta z osobna. Inne systemy cz¦sto analizuj¡ zachowania grup u»ytkowników.
Istniej¡ tak»e systemy, które nie dokonuj¡ spersonalizowanej analizy i proponuj¡
wszystkim odwiedzaj¡cym produkty z podobnej, wygenerowanej przez zapro-
jektowany algorytm listy. Mog¡ to by¢ np. najlepiej sprzedaj¡ce si¦ pozycje,
nowo±ci, najwy»ej oceniane produkty, czy najcz¦±ciej komentowane.

Systemy spersonalizowane w swojej najprostszej formie mog¡ tworzy¢ list¦
rankingow¡ produktów, które warto poleci¢ danemu u»ytkownikowi. RS próbuje
zaproponowa¢ pozycje, które b¦d¡ najlepiej odpowiada¢ wymaganiom klienta,
b¦d¡c jednocze±nie zgodne z zadeklarowanymi przez niego ograniczeniami. Aby
to osi¡gn¡¢, RS mo»e analizowa¢ informacj¦ o ocenach wystawianych przez u»yt-
kownika, sposobie w jaki nawiguje na stronie internetowej, czasie, który wyko-
rzystuje na odwiedzanie konkretnych podstron, itd.

Rozwój systemów rozpocz¦ªa dosy¢ oczywista i prosta obserwacja. Nowi
klienci, którzy nie maj¡ jeszcze wyrobionego swojego zdania w rzeczonym tema-
cie, przy wyborze produktu kieruj¡ si¦ najcz¦±ciej ocenami innych u»ytkowników
[65]. Wi¦kszym uznaniem b¦d¡ obdarzane oceny wystawione przez osoby, które
s¡ godne zaufania w danym temacie � np. krytycy �lmowi, dziennikarze. Natu-
ralnym rozwini¦ciem tego podej±cia mo»e by¢ fakt rekomendowania produktów,
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które znalazªy uznanie w±ród aktywnych u»ytkowników o podobnym pro�lu (za-
interesowa«, wieku, zakupów). Rozwój sklepów, portali aukcji internetowych, a
tak»e znacznie poszerzenie oferowanego przez nie asortymentu (cz¦sto w ramach
jednego sklepu) wymusiª dalszy rozwój i badania naukowe dotycz¡ce problemów
systemów rekomenduj¡cych. Nale»y równie» zauwa»y¢ wielki przyrost informa-
cji, rozwój systemów porównuj¡cych ceny, czy serwisów kolekcjonuj¡cych opinie
klientów na temat danego sklepu i/lub produktu. Ogromny przypªyw informacji
i gigantyczna ilo±¢ oferowanych produktów, jak i oferentów stawaªa si¦ przy-
tªaczaj¡ca dla znacznej cz¦±ci kupuj¡cych [91]. Obecne RS s¡ znacznie bardziej
rozbudowane. Korzystaj¡c z wyników bada« naukowych, kolejnych modeli ma-
tematycznych i odkry¢, potra�¡ dokonywa¢ znacznie lepszych rekomendacji ni»
ich poprzednicy.

Ze wzgl¦du na bardzo dynamiczny rozwój e-commerce równie» RS dotyka gi-
gantyczny wzrost zainteresowania. S¡ one po prostu ¹ródªem dodatkowej, jak»e
wa»nej informacji. Z jednej strony s¡ ±wietnym aplikowanym narz¦dziem, które
jest z sukcesami wykorzystywane w tak znanych platformach jak cho¢by Ama-
zon.com, YouTube, Net�ix, Yahoo, Tripadvisor, czy IMDb. Z drugiej strony
posiadaj¡ ogromny ªadunek i miejsce dla bada« naukowych. Organizowane s¡
specjalistyczne konferencje, czy wydawane s¡ ±wiatowej klasy czasopisma po-
±wi¦cone w caªo±ci lub znacznej cz¦±ci niniejszemu tematowi.

Tre±¢ tej krótkiej sekcji miaªa na celu jedynie przybli»enie idei systemów
rekomenduj¡cych. Po szerokie i szczegóªowe informacje warto odwoªa¢ si¦ do
ksi¡»ki Recommender Systems Handbook [89].

3.5 Porównywarki cen

Tzw. porównywarki cen (ang. Price Comparison Sites, PCS) to serwisy interne-
towe oferuj¡ce stworzenie list rankingowych ofert na dany produkt. Konkuren-
cyjno±¢ oferentów [55] ma powodowa¢ obni»enie cen produktu [54], podobnie jak
mo»na to zaobserwowa¢ w przypadku aukcji internetowych [49]. Na prezento-
wanej li±cie rankingowej znajd¡ si¦ oferty sklepów (tych, które maj¡ podpisane
umowy z wªa±cicielami serwisu), które posiadaj¡ w sprzeda»y szukany produkt.
Warto zauwa»y¢, »e witryny oferuj¡ce porównywanie cen s¡ w chwili obecnej
bardzo popularne. Do ogólnie uznanych i cz¦sto odwiedzanych nale»y zaliczy¢:
Google Shopping, NexTag, PriceGrabber, Shopping.com, Shopzilla. Co ciekawe,
bardzo wysok¡ pozycj¦ zajmuje tutaj doskonale znana na polskim rynku aplika-
cja www.ceneo.pl.

Przy wielu zaletach pªyn¡cych z u»ytkowania serwisów porównuj¡cych ceny,
dostrzec nale»y równie» liczne uªomno±ci funkcjonalne. Mianowicie, najwi¦ksz¡
ich wad¡ jest mo»liwo±¢ porównania ceny tylko jednego produktu w danym mo-
mencie. Je±li mamy zamiar kupi¢ wiele produktów (np. wiele ksi¡»ek, pªyt audio,
itd.), otrzymujemy wiele oddzielnych list rankingowym. Zakupienie wszystkich
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»¡danych produktów w najni»szej sumarycznej cenie, okazuje si¦ zadaniem bar-
dzo trudnym. Nie wspominaj¡c ju» o dodatkowych aspektach wyst¦powania ra-
batów oferowanych przez sklepy, czy ró»nych opcjach dostawy [58].

REKOMENDOWANE

PRODUKTY

Jesteś tutaj:  Wyniki wyszukiwaniaCeneo »

MAMY DLA CIEBIE 375 PRODUKTÓW:E-COMMERCE  

Książki (352)

E-booki (11)

Akcesoria do samochodu (5)

Części samochodowe (2)

Płyty muzyczne (2)

Księgarnia (363)

Motoryzacja (7)

Muzyka (2)

Zdrowie (1)

Komputery (1)

Prezenty (1)

Sklepy zagraniczne (1)

  KUP TERAZ

FILTRY

od  - do

Popularne:

Tylko oferty

Cena

Lokalizacja sklepu

  Warszawa

  Kraków

  Łódź

  Wrocław

  Poznań

Filtruj

E-COMMERCE STRATEGIA

ZARZĄDZANIE FINANSE - JUSTYNA

 4,5 Napisz opinię / Zadaj
pytanie
Kategoria Ekonomia i biznes

od 39,97 zł

PORÓWNAJ CENY

w 29 sklepach

E-BUSINESS & E-COMMERCE

MANAGEMENT

 5,0 Napisz opinię / Zadaj
pytanie
Autor: D. Chaffey
Wydawnictwo: Pitman
Kategoria Ekonomia i biznes

od 219,19 zł

PORÓWNAJ CENY

w 2 sklepach

DIGITAL BUSINESS I E-COMMERCE

MANAGEMENT

 5,0 Napisz opinię / Zadaj
pytanie
Autor: Dave Chaffey
Wydawnictwo: Wydawnictwo Naukowe PWN
Kategoria Ekonomia i biznes

od 101,31 zł

PORÓWNAJ CENY

w 28 sklepach

NARZĘDZIA GOOGLE DLA E-

COMMERCE - KRZYSZTOF MARZEC

 5,0 1 opinia / Zadaj pytanie
Autor: Krzysztof Marzec
Wydawnictwo: Helion
Rok wydania: 2016
Kategoria Nauki techniczne

od 29,93 zł

PORÓWNAJ CENY

w 3 sklepach

PHOTOSHOP DLA E-COMMERCE I

SOCIAL MEDIA + DVD

 4,7 3 opinie / Zadaj pytanie
Autor: Sebastian Kończak
Wydawnictwo: Helion
Rok wydania: 2015
Kategoria Informatyka

od 28,26 zł

PORÓWNAJ CENY

w 36 sklepach

BEZPIECZEŃSTWO SYSTEMU E-

COMMERCE CZYLI JAK BEZ RYZYKA

 4,5 Napisz opinię / Zadaj
pytanie
Autor: Leszek Kępa, Paweł Tomasik, Sebastian Dob…
Wydawnictwo: Helion
Rok wydania: 2012
Kategoria Informatyka

od 9,88 zł
13,47 zł -27%

PORÓWNAJ CENY

w 30 sklepach

WERSAL SOFA
INFINITY 2 +

od 1669,00 zł

ALBANI FIRANA
FLOWERS 300X245

od 114,99 zł

VILEDA ULTRAMAT
TURBO 158632

od 117,00 zł

KANAPA SOFA
ROZKŁADANA 3

od 513,00 zł

Produkty STRONA:  1   z 13Produkty: rekomendowane na Ceneo 

 
e-commerce  Zaloguj  

Rysunek 3.3. Widok strony internetowej www.ceneo.pl dla zapytania e-commerce
(odwiedzono: 22.10.2018 r.)





Rozdziaª 4

Problem optymalizacji

zakupów internetowych

Problem optymalizacji zakupów internetowych (ang. Internet Shopping Optimi-
zation Problem, ISOP), gdzie klient chce zrealizowa¢ list¦ zakupów korzystaj¡c
z oferty sklepów internetowych zostaª oryginalnie zaproponowany przez Blaze-
wicza et al. [13]. Celem jest dokonanie zakupów przy najni»szym mo»liwym
rachunku ko«cowym. Uwzgl¦dni¢ nale»y ceny produktów i koszty wysyªki [71].

Dla zilustrowania problemu przyjrzyjmy si¦ prostemu przykªadowi. Klient
chce kupi¢ pi¦¢ ksi¡»ek. Ceny produktów i koszty dostaw w sze±ciu ró»nych skle-
pach zostaªy zaprezentowane w tabeli 4.1. Celem jest zakup wszystkich pi¦ciu
ksi¡»ek przy minimalnym ª¡cznym koszcie. Wsparcie z aktualnie dost¦pnych ser-
wisów porównuj¡cych ceny (dalej zwane porównywarkami cen, PCS) pozwala na
budowanie koszyka klienta w oparciu o najta«sze oferty dla poszczególnych ksi¡-
»ek. Wyniki procesu selekcji przedstawiono w tabeli 4.2. Zakupy dokonywane
na podstawie sugestii porównywarki cen nie byªyby optymalne (koszt caªkowity:

Tabela 4.1. Ceny ksi¡»ek (A-E) i koszty dostawy oferowane przez sze±¢ sklepów
internetowych

Koszt A B C D E Dostawa Suma
Sklep 1 18 39 29 48 59 10 203
Sklep 2 24 45 23 54 44 15 205
Sklep 3 22 45 23 53 53 15 211
Sklep 4 28 47 17 57 47 10 206
Sklep 5 24 42 24 47 59 10 206
Sklep 6 27 48 20 55 53 15 218
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Tabela 4.2. Rozwi¡zanie porównywarki cen � wynik procesu selekcji

A B C D E Dostawa Suma
Cena 18 39 17 47 44 45 210
Sklep Sklep 1 Sklep 1 Sklep 4 Sklep 5 Sklep 2

Tabela 4.3. Optymalny koszt zakupu ksi¡»ek A-E w okre±lonych sklepach

A B C D E Dostawa Suma
Cena 18 39 17 48 47 20 189
Sklep Sklep 1 Sklep 1 Sklep 4 Sklep 1 Sklep 4

210), poniewa» proste porównanie cen nie obejmuje kosztów dostawy, które ro-
sn¡ wraz ze wzrostem liczby wybranych dostawców. W celu znalezienia globalnie
najta«szego rozwi¡zania mo»na dokona¢ peªnego wyszukiwania wszystkich mo»-
liwych realizacji zakupów. Jest to rozwi¡zanie nieefektywne czasowo i zasobowo,
ale dla tak prostego przykªadu mo»na je wykona¢ nawet samemu na kartce pa-
pieru. Analizowany przez nas prosty przykªad pokazuje, »e proces optymalizacji
przynosi zauwa»alne oszcz¦dno±ci. W naszym przykªadzie optymalna cena za-
kupu ksi¡»ek (korzystaj¡c z oferty sklepów 1 i 4) wynosi 189 (patrz tabela 4.3).

4.1 De�nicja formalna � model matematyczny

Kupuj¡cy poszukuje zestawu produktów N = {1, . . . , n} robi¡c zakupy w m
sklepach. Dla dost¦pnych w sklepach produktówNl, dla ka»dego produktu j ∈ Nl
okre±lono jego koszt cjl i cen¦ dostawy dl � koszty s¡ zwi¡zane z ka»dym sklepem
l, l = 1, . . . ,m. Dla przejrzysto±ci macierzy cen zakªada si¦, »e cjl = ∞ je±li
j 6∈ Nl. Problem polega na znalezieniu sekwencji wyª¡cznych zestawów (lub
koszyków) produktów X = (X1, . . . , Xm), które nazywamy sekwencj¡ koszyka,
w taki sposób, »e Xl ⊆ Nl, l = 1, . . . ,m, ∪ml=1Xl = N , oraz caªkowity koszt

produktów i dostaw, oznaczony jako F (X) :=
∑m
l=1

(
δ(|Xl|)dl +

∑
j∈Xl

cjl

)
,

jest minimalizowany.

4.2 Zªo»ono±¢ obliczeniowa problemu

Twierdzenie 1 Problem ISOP nale»y do klasy problemów silnie NP-trudnych,
nawet je±li wszystkie ceny dost¦pnych produktów s¡ równe zeru, a wszystkie koszty
dostaw wynosz¡ jeden.

Dowód 1 Dla odpowiadaj¡cej ISOP decyzyjnej wersji problemu (nazwijmy j¡
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P1) przeprowadzimy pseudo-wielomianow¡ transformacj¦ ze znanego powszech-
nie, silnie NP-zupeªnego problemu Exact Cover by 3-sets (X3C) [33]. Trans-
formacja ta udowodni siln¡ NP-trudno±¢ oryginalnej, optymalizacyjnej wersji
problemu ISOP.

Exact Cover by 3-sets (X3C) mo»na zde�niowa¢ w nast¦puj¡cy sposób: Przyj-
muj¡c rodzin¦ E = {E1, . . . , EL} 3-elementowych podzbiorów zbioru K = {1, . . . ,
3k} pytanie brzmi czy E zawiera dokªadne pokrycie K, tj. taki podzbiór Y ⊆ E,
»e ka»dy j ∈ K nale»y dokªadnie do jednego 3-elementowego zbioru w Y ? Oczy-
wiste jest, »e je±li Y jest rozwi¡zaniem dla X3C to |Y | = k.

Korzystaj¡c z instancji problemu X3C, konstruujemy nast¦puj¡c¡ instancj¦
problemu P1. Istniej¡ m = L sklepy, w których znajduj¡ si¦ produkty okre-
±lone zbiorem Nl = El, l = 1, . . . , L. Kupuj¡cy chciaªby naby¢ zestaw produktów
N = K. Koszt ka»dego produktu dost¦pnego w ka»dym sklepie jest równy zeru
(cjl = 0, j ∈ Nl, l = 1, . . . ,m), natomiast koszty dostawy z dowolnego sklepu do
kupuj¡cego wynosz¡ jeden (dl = 1, 1, . . . ,m). Warto±¢ progowa/graniczna (ang.
threshold value) kryteriów wynosi y = k. Udowodnimy, »e X3C ma rozwi¡za-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwi¡zanie X dla skonstruowanej instancji
problemu P1 przy F (X) ≤ k. �atwo zaobserwowa¢, »e transformacja jest jed-
nocze±nie wielomianowa i pseudo-wielomianowa. Dlatego problem P1 nale»y do
klasy NP.

Niech Y b¦dzie rozwi¡zaniem dla X3C. Skonstruujmy rozwi¡zanie dla pro-
blemu P1, w którym wymagane k produkty s¡ kupowane w okre±lonych sklepach
wedªug zestawów produktów Nl = El ∈ Y , tj. Xl = Nl je±li Nl ∈ T i Xl = φ je±li
Nl 6∈ Y . Skoro Y jest dokªadnym pokryciem K, wszystkie wymagane produkty s¡
zakupione, a koszt takiego rozwi¡zania jest równy F (X) = k.

Zaªó»my teraz, »e istnieje rozwi¡zanie X dla problemu P1 z kosztem F (X) ≤
k. Z jednej strony, dla tego rozwi¡zania liczba sklepów o warto±ciach Xl 6= φ nie
powinna przekracza¢ k, poniewa» w przeciwnym razie F (X) > k. Z drugiej strony
liczba tych sklepów nie powinna by¢ mniejsza ni» k, poniewa» w przeciwnym
razie co najmniej jeden produkt j ∈ N nie b¦dzie zakupiony. Dlatego te» istniej¡
dokªadnie k sklepy o warto±ci Xl 6= φ. Poniewa» zakupione produkty tworz¡
zestaw K, zbiór wybranych sklepów Xl 6= φ stanowi rozwi¡zanie dla X3C.

Przedyskutujemy teraz mo»liwo±¢ aproksymacji dla problemu ISOP. Roz-
wa»my jego szczególny przypadek, w którym koszt ka»dego produktu w dowol-
nym sklepie wynosi zero, a koszt dostawy z dowolnego sklepu do kupuj¡cego
równy jest jeden. Ten szczególny przypadek jest równowa»ny z Minimum Set
Cover problem [23].

Minimum Set Cover: Przy zbiorze C podzbiorów sko«czonego zbioru S,
odszukaj pokrycie zbioru S, tzn. podzbiór C ′ ⊆ C taki, »e ka»dy element w S
nale»y do co najmniej jednego C ′, co minimalizuje moc zbioru, tj. |C ′|.

Wedªug literatury [85] problem Minimum Set Cover jest wielomianowo
nieaproksymowalny w stosunku c · ln |S|, dla staªej c > 0. W zwi¡zku z tym
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przedstawi¢ mo»na nast¦puj¡c¡ tez¦ [13].

Teza 1 Nie istnieje wielomianowy algorytm (c · lnn)-aproksymacyjny dla pro-
blemu ISOP, chyba »e P = NP.

4.3 Rozwi¡zania wielomianowe dla specjalnych przy-

padków

Nale»y zauwa»y¢, »e trudno±¢ rozwi¡zania problemu ISOP zostaªa stwierdzona
na podstawie zaªo»enia, »e zarówno liczba produktów n, jak i sklepów m s¡
zmiennymi. W tej sekcji zaprezentowano dwa podej±cia wielomianowe, które s¡
mo»liwe do zastosowania gdy n lub m s¡ staªymi.

Idea pierwszego algorytmu Shop-Enum opiera si¦ na wyliczeniu wszystkich
mo»liwych wyborów sklepów, w których znajduj¡ si¦ wszystkie wymagane pro-
dukty. Nale»y wybra¢ najlepsz¡ sekwencj¦ zakupów X(M) dla ka»dego zestawu
wybranych sklepówM ,M ⊆ {1, . . . ,m}. Umo»liwi to obliczenie caªkowitej sumy
kosztu produktów i dostawy dla ka»dego M , a w ko«cu znalezienie rozwi¡zania
X∗ przy minimalnym koszcie caªkowitym F ∗.

Algorytm Shop-Enum

Krok 1. Ustaw warto±¢ F ∗ =∞ i X∗l = φ, l = 1, . . . ,m.

Krok 2. Rozwa» wybór sklepów, w których mo»na kupi¢ wszystkie wymagane
produkty. Mo»e zosta¢ wybrany ka»dy sklep l, l ∈ {1, . . . ,m} je±li Nl nie jest pu-
sty � tak wi¦c do dyspozycji mamy 2m kroków. Dla ka»dego zestawu wybranych
sklepów M przeprowad¹ nast¦puj¡ce obliczenia. Je±li M nie zawiera wszystkich
wymaganych produktów pomi« ten wybór. W przeciwnym razie wykonaj co
nast¦puje. Okre±l sekwencj¦ koszyka X(M) = (X

(M)
1 , . . . , X

(M)
m ), X(M)

l ⊆ Nl,
1, . . . ,m jak poni»ej. Dla ka»dego produktu i ∈ N , wybierz sklep l ∈M , w któ-
rym koszt produktu i jest najta«szy. Mo»e to by¢ wykonywane w staªym czasie,
je±li dane kosztów cil produktów i przechowujemy na stosie. Przypisz produkt i
do odpowiedniego multizbioru X(M)

l . Zauwa», »e strategia przypisywania mo»e
wyeliminowa¢ niektóre z wybranych sklepów. Podej±cie jest optymalne dla da-
nego doboru sklepów ze wzgl¦du na fakt, »e caªkowite koszty produktów s¡ mi-
nimalizowane, a caªkowity koszt dostawy nie przekracza sumy kosztów dostawy
dla wybranych sklepów. Oblicz caªkowity koszt F (X(M)). Je»eli F (X(M)) < F ∗

ponownie ustaw warto±¢ F ∗ = F (X(M)) i X∗ = X(M).

Krok 3. Optymalne rozwi¡zanie wyj±ciowe to X∗ z minimalnym kosztem F ∗.

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Shop-Enum wynosi O(n2m), przy czym jest
wielomianowa (liniowa), je±li liczba sklepów m jest staªa.
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Ide¡ drugiego algorytmu Product-Enum jest wyliczenie wszystkich mo»-
liwo±ci wyboru sklepu dla ka»dego produktu. Niech S = (S1, . . . , Sn) b¦dzie
sekwencj¡ sklepów tak¡, »e Si ∈ {1, . . . ,m} jest sklepem, w którym zostanie
zakupiony produkt i, i = 1, . . . , n. Algorytm okre±la sekwencj¦ sklepów S∗ przy
minimalnym koszcie caªkowitym F ∗.

Algorytm Product-Enum

Krok 1. Ustaw warto±¢ F ∗ =∞ oraz S∗i = φ, i = 1, . . . , n.

Krok 2. Rozwa» sekwencj¦ sklepów S = (S1, . . . , Sn) w taki sposób, »e produkt
i ∈ N zostanie zakupiony w sklepie Si, i = 1, . . . , n. Jest co najwy»ej mn takich
sekwencji. Dla ka»dego S, oblicz koszt odpowiedniej sekwencji koszyka F (S).
Je±li warto±¢ F (S) < F ∗ ustaw ponownie warto±ci F ∗ = F (S), S∗ = S i przejd¹
do analizy kolejnego zestawu sklepów ∈ S.

Krok 3. Optymalne rozwi¡zanie wyj±ciowe to X∗ z minimalnym kosztem F ∗.

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Product-Enum wynosi O(nmn) � jest wielo-
mianowa, je±li liczba produktów n jest staªa.

Algorytm Product-Enummo»e by¢ stosowany w praktyce, je»eli liczba pro-
duktów n jest niewielka, a liczba sklepówm, w których s¡ one dost¦pne jest du»a.
Alternatywnie, je±li liczba sklepów m jest maªa, a liczba produktów n jest du»a,
algorytm Shop-Enum mo»e by¢ wydajny.

4.4 Algorytmy

W niniejszej sekcji zaprezentowane zostan¡ algorytmy rozwi¡zuj¡ce ogólny pro-
blem ISOP � rozwi¡zanie dokªadne/optymalne i ró»ne heurystyki. Dokªadne roz-
wi¡zanie oparte jest o programowanie liniowe caªkowitoliczbowe (ang. Integer
Linear Programming Model, ILP). Pierwszym przybli»onym podej±ciem jest al-
gorytm komórkowy oparty na obliczeniach wykonywanych przez proste komórki
przetwarzaj¡ce, które dziaªaj¡ na wªasnej populacji i dziel¡ si¦ informacjami z
innymi komórkami w celu poprawy wydajno±ci caªego systemu. Drugi algorytm
heurystyczny zwi¡zany jest ze specjalnie opracowanym wariantem algorytmu
Min-Min. Kolejne heurystyki zbudowane s¡ na podstawie �lozo�i algorytmów
zachªannych, jak i bardziej rozwini¦tego podej±cia szukaj¡cego lokalnych opti-
mów.

4.4.1 Model programowania caªkowitoliczbowego

W celu optymalnego rozwi¡zania problemu ISOP z kosztami dostawy, zapropo-
nowano podej±cie oparte o programowanie caªkowitoliczbowe [57].



64 Kombinatoryczne modele i algorytmy ró»nych wariantów ISOP

Poza notacj¡ u»ywan¡ dotychczas warto nadmieni¢, »e zmienna binarna xij
wskazuje, czy produkt j zostaª zakupiony w sklepie i, natomiast zmienna binarna
yi wskazuje, czy przynajmniej jeden produkt zostaª zakupiony w sklepie i.

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +

m∑
i=1

diyi (4.1)

p.o. xi,j ∈ {0, 1} ∀i ∈M,∀j ∈ N, (4.2)

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈M, (4.3)
m∑
i=1

n∑
j=1

xij = n, (4.4)

m∑
i=1

xij = 1 ∀j ∈ N, (4.5)

nyi −
n∑
j=1

xij ≥ 0 ∀i ∈M. (4.6)

W niniejszym modelu ILP funkcja celu (4.1) jest przedstawiona jako caªko-
wity koszt zakupu produktów w wybranych sklepach, ª¡cznie z kosztami dostawy.

Lista i opis ogranicze« przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co. Ograniczenie 4.4 gwa-
rantuje, »e liczba zakupionych produktów jest równa liczbie produktów na li±cie
zakupów, natomiast ograniczenie 4.5 gwarantuje, »e wybrany zostanie tylko je-
den produkt ka»dego rodzaju. Ograniczenie 4.6 zapewnia, »e zmienna yi przyj-
muje warto±¢ 1 przy zakupie produktu ze sklepu i.

Jest to model dla liczb caªkowitych, poniewa» zmienne decyzyjne xij i yi s¡
reprezentowane jako liczby caªkowite. Dodatkowo model ma charakter liniowy,
poniewa» funkcja celu i funkcje w ograniczeniach s¡ liniowe.

Poprawno±¢ proponowanego modelu ILP zostaªa zwery�kowana za pomoc¡
algorytmu wyliczeniowego. Metoda ta generuje wszystkie kombinacje list zaku-
pów, co zapewnia uzyskanie optymalnego rozwi¡zania we wszystkich przypad-
kach (ale tylko dla bardzo maªych instancji problemu). Rozwi¡zania uzyskane za
pomoc¡ ILP zostaªy porównane z optymalnymi rozwi¡zaniami algorytmu wyli-
czeniowego w celu wykrycia rozbie»no±ci. Test ten potwierdziª, »e ILP uzyskaªo
wªa±ciwe, optymalne rozwi¡zanie na zestawie danych Small.

4.4.2 Algorytm Min-Min i jego warianty

Algorytm Min-Min jest dobrze znany i szeroko opisany w literaturze [32, 26,
76] jako przedstawiciel statycznych algorytmów planowania zada«, gdzie ka»de
zadanie powinno by¢ przypisane do zasobu.

Podzielony jest na dwie fazy:
1. Pierwszym etapem jest ustalenie / obliczenie wszystkich oczekiwanych czasów
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realizacji dla ka»dego zadania i zasobu: matryca o wymiarach t× n.
2. W drugim etapie wszystkie zadania s¡ szeregowane w oparciu o minimalne
czasy realizacji. W ka»dym kroku algorytmu zadanie z minimalnym czasem re-
alizacji jest przypisywane do odpowiedniego zasobu i usuwane z listy zada« ocze-
kuj¡cych na wykonanie.

Jedn¡ z gªównych zalet tego podej±cia jest to, »e generalnie jest ono w stanie
uzyska¢ dobrej jako±ci rozwi¡zania przy stosunkowo niewielkim koszcie oblicze-
niowym.

Pseudokod Min-Min zostaª zaprezentowany w postaci algorytmu 1. Algo-
rytm ten rozpoczyna obliczenia od pustej sekwencji wyboru produktów X. Ze
zbioru N dost¦pnych produktów, szukamy produktu, który ma najni»sz¡ ª¡czn¡
cen¦ po dodaniu do X, bior¡c pod uwag¦ cen¦ sprzeda»y produktu i koszt do-
stawy ze sklepu.

Element, który w najmniejszym stopniu zwi¦ksza caªkowity koszt aktualnego
rozwi¡zania, dodawany jest do X. Nast¦pnie przypisany produkt jest usuwany
z listy zakupów N oraz z wielozbioru Ni.

Powy»sze kroki s¡ powtarzane do momentu zakupu wszystkich produktów,
innymi sªowy, póki lista zakupów N nie b¦dzie pusta. Algorytm Min-Min jest
algorytmem wielomianowym o zªo»ono±ci czasowej O(mn2).

Jednym z gªównych mankamentów tej heurystyki jest fakt, »e jest ona po-
datna na stagnacj¦ ze wzgl¦du na swoj¡ deterministyczn¡ natur¦. Co wi¦cej, jego
dziaªanie mo»e prowadzi¢ do uzyskania lokalnie nieoptymalnych rozwi¡za«, po-
niewa» w ka»dym sklepie wyst¦puje dodatkowy koszt dostawy. Nale»y to wzi¡¢
pod uwag¦ jako jedn¡ z gªównych ró»nic pomi¦dzy algorytmem Min-Min, a al-
gorytmem zachªannym Greedy (opisanym w dalszej cz¦±ci � podsekcja 4.4.4).

Potencjaln¡ strategi¡ zniwelowania tego problemu jest zastosowanie jednej
lub kilku metod wyszukiwania lokalnego, takich jak przykªadowo przedstawiona
w algorytmie 2. Algorytm rozpoczyna dziaªanie od utworzenia wektora warto±ci
par, który zawiera produkty j przypisane w sekwencji wyboru produktów Xold

z odpowiadaj¡cym kosztem cost i zawiera cij , a tak»e di z wielozbioru Ni.
Wektor V jest sortowany rosn¡co. Nast¦pnie sekwencja Xold jest przypisana

do sekwencji X, a jej bie»¡ca warto±¢ funkcji celu jest zapisana w zmiennej
oldTotalCost.

Kolejno dla ka»dego produktu j w V sprawdzamy, zaczynaj¡c od najdro»-
szych produktów, z którego sklepu mogliby±my go kupi¢, aby zmniejszy¢ caªko-
wity koszt wyboru produktów X.

Po zako«czeniu wyszukiwania dla danego produktu, zostaje on przyporz¡d-
kowany do nowego sklepu lub pozostaje w sklepie wybranym uprzednio. Proces
ten trwa do momentu, a» wszystkie produkty j w V zostan¡ przeanalizowane.

Dodatkowo, algorytm LS mo»e by¢ zastosowany do stanów po±rednich roz-
wi¡zania generowanego przez algorytm Min-Min. Mo»e to prowadzi¢ do uzy-
skania lepszego rozwi¡zania ko«cowego. Algorytm lokalnego wyszukiwania jest
algorytmem wielomianowym o zªo»ono±ci czasowej O(n2).
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Algorytm 1 Min-Min

Obliczanie rozwi¡zania przy u»yciu algorytmu Min-Min.

Require:
Ni: Wielozbiór dost¦pnych produktów dla ka»dego sklepu.
N : Lista zakupów.
M : Lista sklepów.

Ensure:
X = (X1, . . . , Xm): Sekwencja wyboru produktów.
F : ª¡czna suma kosztów produktów i dostaw.

1: X = (X1 = ∅, . . . , Xm = ∅)
2: while N 6= ∅ do
3: min =∞
4: for all i ∈M do
5: for all j ∈ N do
6: przydzielProdukt j to Xi

7: if F (X) < min then
8: min = F (X)
9: j′ = j
10: end if
11: usu«Produkt j z Xi

12: end for
13: end for
14: przydzielProdukt j′ w sklepie i to Xi

15: usu«Produkt j′ z N i j′ z Ni
16: end while
17: return X

W eksperymentach porównano trzy wersje algorytmu Min-Min w celu okre-
±lenia jako±ci rozwi¡za« i czasu potrzebnego na obliczenia: oryginalnyMin-Min,
algorytm MinMin+Local Search, oraz odmian¦ MinMin+MidLocal Se-
arch.

Pseudokod i zasada dziaªania drugiej z wymienionych powy»ej odmian zo-
staªa zaprezentowana w algorytmie 3. Algorytm rozpoczyna dziaªanie od wyge-
nerowania rozwi¡zania metod¡Min-Min (algorytm 1), aby natychmiast uzyska¢
rozwi¡zanie lokalnego optimum przy u»yciu metody lokalnego wyszukiwania opi-
sanej w algorytmie 2.

Algorytm wyszukiwania MinMin+Local jest algorytmem wielomianowym
o zªo»ono±ci czasowej O(mn2). Zªo»ono±¢ czasowa lokalnego wyszukiwania jest
pomini¦ta (O(n2)), poniewa» zawiera si¦ w zªo»ono±ci algorytmu Min-Min.

Trzecia wariacja, pokazana w algorytmie 4, stosuje algorytm wyszukiwania
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Algorytm 2 Przeszukiwania lokalnego Local Search, LS

Oblicza lokalne optimum w zadanej przestrzeni przeszukiwania.

Require:
Xold = (Xold1 , . . . , Xoldm): Lista (sekwencja) produktów.
Ni: Wielozbiór produktów dost¦pnych dla ka»dego sklepu.

Ensure:
X = (X1, . . . , Xm): Poprawiona lista wybranych produktów.
F : suma cen produktów i kosztów wysyªki.

1: dodajProdukt j przy cost = cij + di z Xoldi do V
2: posortuj V wedªug cost w kierunku rosn¡cym
3: X = Xold

4: oldTotalCost = F (X)
5: for all j ∈ V do
6: usu«Produkt j z Xi

7: for all i ∈M do
8: przydzielProdukt j do Xi

9: if F (X) < oldTotalCost then
10: oldTotalCost = F (X)
11: i′ = i
12: end if
13: usu«Produkt j z Xi

14: end for
15: przydzielProdukt j w sklepie i′ do Xi

16: end for
17: return X

lokalnego do cz¦±ciowych rozwi¡za« skonstruowanych przez algorytm Min-Min,
aby je ulepszy¢ i poprowadzi¢ do lepszego rejonu w przestrzeni wyszukiwania.
Moment zastosowania metody wyszukiwania lokalnego jest kontrolowany po-
przez zmienn¡ α, która zale»y od wielko±ci rozwi¡zywanej instancji. Algorytm
MinMin+MidLocal Search jest algorytmem wielomianowym o zªo»ono±ci
czasowej O(mn4). Jest to najgorszy przypadek, gdzie algorytm Local Search
jest stosowany za ka»dym razem, gdy nowy sklep jest dodawany do cz¦±ciowego
rozwi¡zania.

4.4.3 Filozo�a przetwarzania komórkowego � algorytmCel-

lular

Podej±cie oblicze« komórkowych jest opisane [93] jako �lozo�a projektowania
algorytmów oparta na trzech powi¡zanych ze sob¡ zasadach. Zasada prostoty
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Algorytm 3 MinMin+Local Search

Generuje rozwi¡zanie pierwotne przy u»yciuMin-Min, które jest poprawiane
poprzez metod¦ Local Search.

Require:
Ni: Wielozbiór produktów dost¦pnych dla ka»dego sklepu.
N : Lista zakupów (zbiór produktów).
M : Lista (zbiór) sklepów.

Ensure:
X = (X1, . . . , Xm): Lista (sekwencja) wyboru produktów.
minMin: Algorytm Min-Min (algorytm 1).
localSearch: Algorytm Local Search (algorytm 2).

1: X = minMin(Ni, N,M)
2: X = localSearch(X,Ni)
3: return X

mówi, »e komórka przetwarzaj¡ca powinna wykonywa¢ bardzo proste zadania,
które pochªaniaj¡ niewiele czasu. Nast¦pna zasada wspóªbie»no±ci mówi o wy-
korzystaniu wielu niezale»nych, pojedynczych komórek w celu rozwi¡zania poje-
dynczego zadania. Trzeci¡ jest zasada lokalizacji, która wskazuje, »e bior¡c pod
uwag¦ du»¡ liczb¦ komórek, komunikacja mi¦dzy wszystkimi z nich jest nieprak-
tyczna. Preferowana jest komunikacja lokalna mi¦dzy s¡siednimi komórkami.

Model ten jest szczególnie przydatny do stosowania w chmurze obliczeniowej
lub centrach danych, poniewa» wykorzystuje du»¡ liczb¦ dost¦pnych procesorów.

ISOP ze swojego zaªo»enia i ze wzgl¦du udowodnionej trudno±ci obliczenio-
wej znajduje miejsce w tego rodzaju ±rodowiskach. �atwo zauwa»y¢, »e przy
du»ej ilo±ci jednoczesnych zapyta« o rozwi¡zanie centralne serwery z kilkoma
jednostkami obliczeniowymi s¡ zobowi¡zane do wykonywania oblicze« dla ró»-
nych u»ytkowników na caªym ±wiecie w jak najkrótszym czasie. Jest to gªówny
powód, dla którego rozwa»ano zastosowanie algorytmu przetwarzania komórko-
wego.

Algorytm przetwarzania komórkowego zostaª zaproponowany [99] w celu roz-
wi¡zania, z obiecuj¡cymi wynikami, liniowego problemu zamówie« z narastaj¡-
cymi kosztami (ang. The Linear Ordering Problem with cumulative costs).

Nietrudno zauwa»y¢ podobie«stwa ze znanym podej±ciem hiperheurystycz-
nym [16]. Gªówna ró»nica przy podej±ciu przetwarzania komórkowego polega na
tym, »e ka»da komórka ma peªn¡ wiedz¦ na temat problemu, który jest rozwi¡-
zywany. Natomiast podej±cie hiperheurystyczne buduje swego rodzaju barier¦
(separuje) pomi¦dzy kontrolerem a heurystyk¡ operuj¡c¡ na niskim poziomie.
Drug¡ gªówn¡ ró»nic¡ jest fakt, »e komórki przetwarzaj¡ce s¡ przystosowywane
i dopasowywane do rozwi¡zywanego problemu, podczas gdy podej±cie hiperheu-
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Algorytm 4 MinMin+MidLocal Search

Generuje rozwi¡zanie przy u»yciuMin-Min, a nast¦pnie poprawia je poprzez
Local Search podczas konstruowania rozwi¡zania.

Require:
Ni: Wielozbiór produktów dost¦pnych dla ka»dego sklepu.
N : Lista zakupów (zbiór produktów).
M : Lista (zbiór) sklepów.

Ensure:
X = (X1, . . . , Xm): Lista (sekwencja) wyboru produktów.
localSearch: Algorytm Local Search (algorytm 2).
F : suma cen produktów i kosztów wysyªki.
updateAlpha: okre±la nast¦pn¡ iteracj¦, w której b¦dzie zastosowany
localSearch.

1: X = (X1 = ∅, . . . , Xm = ∅)
2: while N 6= ∅ do
3: min =∞
4: for all i ∈M do
5: for all j ∈ N do
6: przydzielProdukt j do Xi

7: if F (X) < min then
8: min = F (X)
9: j′ = j
10: end if
11: usu«Produkt j z Xi

12: end for
13: end for
14: przydzielProdukt j′ w sklepie i do Xi

15: usu«Produkt j′ z N i j′ z Ni
16: if currentIteration == α then
17: X = localSearch(X,Ni)
18: updateAlpha(α)
19: end if
20: end while
21: return X

rystyczne zale»y od ogólnej, niskopoziomowej heurystyki, która mo»e by¢ zasto-
sowana do wi¦kszej ró»norodno±ci problemów optymalizacyjnych [16].

Algorytm przetwarzania komórkowego opiera si¦ na niezale»nych komórkach
przetwarzaj¡cych, które utrzymuj¡ wªasn¡ populacj¦ i przetwarzaj¡ dane za po-
moc¡ wªasnego mechanizmu. Skªadniki ka»dej komórki zaprezentowano na ry-
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Rysunek 4.1. Reprezentacja pojedynczej komórki przetwarzaj¡cej

sunku 4.1. Zbiór zawiera rozwi¡zanie kandyduj¡ce lub ich zestaw, które zostan¡
zmody�kowane przez komponent przetwarzaj¡cy (ang. Processing). Komponent
przetwarzaj¡cy jest metod¡ lub heurystyk¡, która ulepsza proponowane rozwi¡-
zania kandydatów. Metoda zawarta w rdzeniu przetwarzaj¡cym mo»e by¢ taka
sama, z niewielkimi zmianami, lub caªkowicie ró»ni¡ca si¦ od metod kandydatów
� w zale»no±ci od algorytmu przetwarzania komórkowego. Komponent kontrolera
komórki zapewnia stabilizacj¦ puli kandydatów, b¦d¡c w stanie podj¡¢ dziaªania
naprawcze, takie jak wygenerowanie nowego zestawu proponowanych rozwi¡za«
w puli, przeniesienie istniej¡cych rozwi¡za« do innego regionu przestrzeni wy-
szukiwania lub wstrzymanie wykonywania wªasnych dziaªa« w celu unikni¦cia
niewªa±ciwego wykorzystania zasobów obliczeniowych, takich jak czas przetwa-
rzania danych i przestrze« pami¦ci.

Wszystkie komórki komunikuj¡ si¦ z innymi, pobliskimi komórkami w celu
poprawy sprawno±ci i jako±ci dziaªania ka»dej z nich. Komunikacja mo»e nast¦-
powa¢ zarówno podczas wykonywania zada« lub po ich cz¦±ciowym, czy caªko-
witym przetworzeniu. Proces ten ilustruje rysunek 4.2.

Caªy proces zwykle ko«czy si¦, gdy wi¦kszo±¢ komórek zbiega si¦ do lokal-
nego optimum. Mo»e ono by¢ lub nie optymalnym rozwi¡zaniem dla danego
przykªadu.

W tym szczególnym przypadku zastosowania algorytmu przetwarzania ko-
mórkowego do rozwi¡zania problemu ISOP zde�niowano wykorzystanie pi¦ciu
komórek przetwarzaj¡cych. Jako kryterium zatrzymania przyj¦to pi¦¢ iteracji
bez poprawy najlepszego rozwi¡zania. Kon�guracja ta zostaªa opracowana po-
przez obni»enie warto±ci zestawu parametrów, pocz¡tkowo ustawionych na wy-
sokim poziomie warto±ci. Redukcja nast¦powaªa do momentu, w którym jako±¢
uzyskiwanych rozwi¡za« dla ±redniego zestawu danych nie ulegaªa pogorszeniu
przy przyporz¡dkowaniu nowych parametrów.

Algorytm rozpoczyna dziaªanie od skonstruowania wst¦pnego rozwi¡zania
metod¡Min-Min dla ka»dej komórki. Nast¦pnie wykonywane jest udoskonalenie
poprzez zastosowanie lokalnego algorytmu wyszukiwania.

Implementacja wszystkich komórek w caªym algorytmie przetwarzania ko-
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Rysunek 4.2. Komunikacja pomi¦dzy komórkami przetwarzaj¡cymi

Algorytm 5 Iterative Local Search

Poprawia dane rozwi¡zanie poprzez relokacj¦ wszystkich elementów sekwen-
cji na lepsz¡ pozycj¦, dopóki nie zostanie osi¡gni¦te lokalne optimum.

Require:
Ni: Wielozbiór dost¦pnych produktów dla ka»dego sklepu.

Ensure:
X = (X1, . . . , Xm): Sekwencja wyboru produktów.
perturbSolution: Losowa relokacja cz¦±ci elementów w X.
localSearch: Algorytm przeszukiwania lokalnego LS (algorytm 2).
F : �¡czna suma cen produktów i kosztów dostawy.

1: bestX = X
2: while noImprov < maxNoImprov do
3: perturbSolution(X, percentage)
4: X = localSearch(X,Ni)
5: if X < bestX then
6: bestX = X
7: noImprov = 0
8: else
9: noImprov ++
10: end if
11: end while
12: X = localSearch(bestX,Ni)
13: return bestX
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mórkowego (jako element przetwarzaj¡cy Iterated Local Search [ILS]) zostaªa
zobrazowana w algorytmie 5.

Ustalono nast¦puj¡ce parametry algorytmu ILS: maxNoImprov, który okre-
±la maksymaln¡ liczb¦ iteracji bez poprawy wyniku zostaª ustalony na 10 iteracji;
zmienna percentage, która kontroluje procent losowo ustawianego rozwi¡zania
zostaªa ustalona na 0,5. Algorytm znajduje najlepsze poªo»enie dla ka»dego ele-
mentu w rozwi¡zaniu, a je±li »adna inna pozycja nie poprawia warto±ci funkcji
celu, element ten jest pozostawiony na swoim pierwotnym miejscu.

Komunikacja mi¦dzy komórkami odbywa si¦ poprzez udost¦pnienie wszyst-
kich rozwi¡za« s¡siednim komórkom, po ka»dej iteracji.

Aby nie tylko okre±li¢ przydatno±¢ nowo powstaªych algorytmów, ale równie»
oceni¢ ich jako±¢ wzgl¦dem wcze±niej opracowanych, postanowiono dokona¢ bar-
dziej szczegóªowych bada« eksperymentalnych. Takich, które miaªy uwzgl¦dnia¢
implementacj¦ dwóch prostych algorytmów Greedy [14, 106] i Forecasting
[10]. Algorytmy te zostan¡ krótko opisane w nast¦puj¡cym fragmencie niniej-
szego rozdziaªu.

4.4.4 Algorytm zachªanny Greedy

Zaimplementowanie prostego algorytmu zachªannego jest dobrym sposobem na
bardzo szybkie rozwi¡zanie problemów NP-trudnych i w ogólno±ci mo»e zapew-
ni¢ dobr¡ jako±¢ rozwi¡za« poprzez zapewnienie lokalnie optymalnych rozwi¡za«
na ka»dym etapie algorytmu. Dlatego te» postanowili±my przygotowa¢ prosty al-
gorytm zachªanny dedykowany dla problemu ISOP. Gªównym celem byªo opra-
cowanie metody, który mo»e dziaªa¢ szybko i zapewnia lepsze wyniki ni» algo-
rytmy znane ze stron porównuj¡cych ceny. Zestawienie wyników eksperymentów
obliczeniowych dla algorytmów porównywarek cen (w dwóch ró»nych wersjach)
znajduje si¦ w rozdziale 6 pracy Wojciechowskiego i Musiaªa [106].

W dalszej cz¦±ci zamieszczono pseudokod algorytmu zachªannego obrazuj¡cy
zasad¦ jego dziaªania (patrz algorytm 6). W celu uzyskania lepszych rezultatów
algorytm mo»e by¢ uruchomiony wielokrotnie dla ró»nych kolejno±ci produktów
na li±cie N , np. recn < recn−1 < rec1, lub losowo recn?recn−1?rec1, gdzie ?
oznacza dowoln¡ relacj¦.

Zaobserwowano, »e algorytm zachªannyGreedy prezentuje dobr¡ wydajno±¢
i jako±¢ uzyskiwanych wyników. Niemniej jednak, w bardzo specy�cznych sytu-
acjach (mimo, »e niezwykle nierealnych) mo»e prowadzi¢ do osi¡gni¦cia wyniku
wielokrotnie gorszego od optimum. Niniejsz¡ sytuacj¦ obrazuje tabela 4.4.

Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e dla dowolnej kolejno±ci startowej produktów (se-
kwencja) wszystkie zostan¡ zakupione w sklepie 1 z ª¡cznym kosztem n ∗ W .
Optymalne natomiast b¦dzie rozwi¡zanie, w którym wszystkie produkty zo-
staªy zakupione w dowolnym sklepie innym ni» 1, a ª¡czny koszt wynosi W + ε.
Pierwszy krok algorytmu heurystycznego powoduje jego �skaz¦� i st¡d pó¹niej-
sza zmiana na inny sklep dla ka»dego lokalnego kroku wydaje si¦ nieopªacalna.
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Algorytm 6 Zachªanny dla ISOP

Pseudokod obrazuj¡cy dziaªanie algorytmu zachªannego, który dziaªa po-
przez wyznaczanie rozwi¡za« lokalnie optymalnych.

Require:
N = {1, . . . , n} � produkty do kupienia
M = {1, . . . ,m} � sklepy
pij � cena produktu j w sklepie i
recj � rekomendowana cena sprzeda»y produktu j
di � koszt dostawy dla sklepu i
dsi = di � koszt dostawy u»ywany do �nalnej kalkulacji
sum = 0 � ª¡czna cena zakupów
∀j∈NRj = 0 � wska¹nik wyboru (lista realizacji), dla ka»dego produktu j

1: Ustaw kolejno±¢ produktów 1, . . . , n gdzie recn ≥ recn−1 ≥ rec1
2: Wybierz pierwszy produkt j = 1
3: while doj < n
4: Wybierz sklep i dla produktu j tak, »e min(fi(pij) + di); i = 1, . . . ,m
5: Rj = i. di = 0
6: Wybierz kolejny produkt j = j + 1
7: end while
8: S =

∑M
i=1 fi(P ) + dsi : di 6= 0

9: return S,R

Pozostanie przy sklepie 1 prowadzi do bardzo niekorzystnego wyniku.
W celu zabezpieczenia przed podobnymi przypadkami opracowali±my kolejny

algorytm heurystyczny, oznaczony jako Forecasting.

4.4.5 Algorytm Forecasting

W pierwszym kroku algorytmu, dla ka»dego zbioru Ni produktów odpowiednich
dla sklepu i wyznaczana jest warto±¢

Vi = (di +
∑
j∈Ni

pij)/|Ni|, i = 1, . . . , n, (4.7)

a nast¦pnie wybierane s¡ najta«sze α% produkty spo±ród zbioru Ni z minimaln¡
warto±ci¡ Vi. W ka»dym kolejnym kroku zbiór Ni jest aktualizowany poprzez
usuni¦cie wybranych produktów. Warto±¢ Vi jest obliczana zgodnie z powy»szym
wzorem (4.7) je±li nie wybrano produktu z tego sklepu i odpowiednio Vi :=∑
j∈Ni

pij/|Ni| je±li przynajmniej jeden produkt zostaª zakupiony w sklepie i.
Finalnie zbiór Ni zawiera tylko niewybrane produkty.



74 Kombinatoryczne modele i algorytmy ró»nych wariantów ISOP

Tabela 4.4. Struktura cen, dla której algorytm zachªanny zaproponuje kiepskie
rozwi¡zanie

prod 1 prod 2 ... prod n dostawa
sklep 1 W W ... W 0
sklep 2 ε ε ... ε W
sklep 3 ε ε ... ε W

... ε ε ... ε W
sklep m ε ε ... ε W

4.5 Eksperymenty obliczeniowe

Eksperymenty obejm¡ ocen¦ szeregu ró»nych metod rozwi¡zania problemu ISOP:
ILP, Min-Min i jego wariantów (algorytmy 3 i 4), oraz algorytm przetwarza-
nia komórkowego. Ponadto zaprezentowane zostan¡ liczne porównania z dwoma
prostszymi algorytmami Greedy i Forecasting.

W celu przygotowania danych testowych dla eksperymentów obliczeniowych
stworzono realistyczny model rynku e-commerce. Zbadano relacje pomi¦dzy struk-
tur¡ konkurencyjno±ci, reklam¡, cenami i ich rozproszeniem w sklepach interne-
towych. Jako grupa reprezentatywnych produktów do uwzgl¦dnienia w ekspery-
mentach obliczeniowych wybrano ksi¡»ki, ze wzgl¦du na ich szerok¡ dost¦pno±¢
w wirtualnych (internetowych) sklepach.

Dla opracowanego modelu przyj¦to niektóre informacje, analizy i wyniki eks-
perymentów obliczeniowych opisanych w literaturze [81, 84, 80, 19]. Skupiono
uwag¦ gªównie na modelowej de�nicji ksi¦gar« elektronicznych (koncentruj¡c
si¦ gªównie na ksi¡»kach, pªytach CD z muzyk¡, DVD z �lmami), cenach, czyn-
niku akceptacji, marce sprzedawcy detalicznego [18]. Co jest równie» niezmiernie
istotne dla zde�niowania modelu problemu ISOP � na rozpi¦to±ci cen. Nale»y
równie» zauwa»y¢, »e konsumenci mog¡ wybiera¢ spo±ród du»ej liczby ksi¦gar«
internetowych. Dane do naszej próby zostaªy zebrane z 32 sklepów i obj¦ªy naj-
wi¦ksze sklepy w Stanach Zjednoczonych, w tym Amazon, BarnesandNoble.com,
Borders.com, Buy.com, Booksamillion, a tak»e czoªowych sprzedawców w±ród
ksi¦gar« internetowych w Polsce, takich jak empik.com czy merlin.pl. Zdecydo-
wano o przegl¡dzie i aktualizacji modelu generowania danych zaprezentowanego
w pracy Blazewicza et al. [13]. Celem byªo stworzenie nowego, bardziej wyra�no-
wanego i jeszcze bardziej realistycznego modelu ni» ten proponowany uprzednio
w literaturze. Ze wzgl¦du na bardzo realistyczn¡ form¦ i zakres pracy wniesiony
w projektowany model, zostaª on równie» wykorzystywany w badaniach doty-
cz¡cych bardziej skomplikowanych odmian problemu ISOP � wariantów zawie-
raj¡cych cho¢by wielokrotne funkcje rabatuj¡ce i dodatkowe warunki sprzeda»y
[11] (patrz rozdziaªy 5 i 6).
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Zakªada si¦, »e ka»dy sklep posiada wszystkie wymagane ksi¡»ki. W ka»-
dym przypadku nast¦puj¡ce warto±ci s¡ losowo generowane dla wszystkich i
i j w odpowiednich zakresach. Cena referencyjna (ref) produktu j: refj ∈
{2, 4, . . . , 100} z procentowym prawdopodobie«stwem wyst¡pienia: 40% mi¦dzy
0 a 20, 16% mi¦dzy 22 a 30, 12% mi¦dzy 32 a 40, 16% mi¦dzy 42 a 60 i 16% mi¦-
dzy 62 a 100. Cena produktu j ze sklepu i: pij ∈ [aij , bij ], gdzie aij ≥ 0, 75refj ,
bij ≤ 1, 36refj , a struktura interwaªów pomi¦dzy [aij , bij ] jest nast¦puj¡ca:

[8%]
minimum

minimum+ (ref−minimum)
4

[3%]
minimum+ (ref−minimum)

2
[9%]

minimum+ (ref−minimum)
1.25

[21%]
ref

[24%]
ref + (maximum−ref)

4
[9%]

ref + (maximum−ref)
2

[10%]
ref + (maximum−ref)

1.25
[16%]

maximum
Ka»dy sklep pobiera opªat¦ za dostaw¦ wynosz¡c¡ od 0 do 20.

Przy pomocy wcze±niej opisanej metody generowania instancji stworzyli±my
trzy zestawy danych ró»nej wielko±ci.

• Maªy zestaw, z trzema podzbiorami: 3n20m, 4n20m i 5n20m, ka»dy zªo»ony
z 30 przypadków.

• Zestaw ±redni, z trzema podzbiorami: 5n240m, 5n400m i 50n240m, ka»dy
zªo»ony z 20 przypadków.

• Zestaw du»y, z trzema podzbiorami: 50n400m, 100n240m i 100n400m,
ka»dy równie» z 20 przypadkami problemu.

Jak ju» wspomniano wcze±niej (podsekcja 4.4.3), w celu ustalenia poprawno-
±ci ILP rozwi¡zano przypadki z zestawu maªego metod¡ wyliczeniow¡ i metod¡
ILP oraz porównano wyniki uzyskane obiema metodami w celu sprawdzenia, czy
osi¡gn¦ªy to samo rozwi¡zanie (o tej samej warto±ci ko«cowej).

W drugim te±cie ±rednie i du»e zestawy zostaªy rozwi¡zane za pomoc¡ ILP
bez ograniczenia czasowego, aby uzyska¢ optymalne warto±ci we wszystkich przy-
padkach. Nast¦pnie, znaj¡c warto±ci optymalne, porównano wydajno±¢ propono-
wanych metod rozwi¡zania MinMin+Local Search i Cellular z prostymi
heurystykami Greedy i Forecasting.
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Ostatni test przeprowadzono na instancji skªadaj¡cej si¦ z rzeczywistych da-
nych uzyskanych ze sklepów internetowych. Za cel obrano mo»liwo±¢ zbadania
skuteczno±ci tej metody w scenariuszu realnego u»ytkowania. Na zestaw danych
skªadaªo si¦ 400 ró»nych produktów z 57 sklepów prezentuj¡c ª¡cznie 6387 ofert
� nie ka»dy sklep byª w stanie zaoferowa¢ wszystkie produkty.

ILP zostaªo zaimplementowane w j¦zyku programowania Java, wersja 1.7.0_45
przy u»yciu API dostarczonego przez pakiet optymalizacji CPLEX, 12.1 opra-
cowany przez IBM.

Algorytm zachªanny Greedy, prognozowania Forecasting, przetwarzania
komórkowego Cellular oraz algorytmMin-Min zostaªy opracowane przy u»y-
ciu j¦zyka programowania skryptowego PHP, poniewa» pierwotnie zostaª on za-
proponowany w literaturze jako podstawowy j¦zyk kodowania dla testowanych
aplikacji internetowych ISOP.

Specy�kacja urz¡dzenia, na którym przeprowadzono eksperymenty oblicze-
niowe, obejmuje procesor Intel i5 o cz¦stotliwo±ci 2,3 GHz z 8 GB pami¦ci RAM
DD3 przy cz¦stotliwo±ci 1333 GHz, oraz dysk SSD o pojemno±ci 256 GB.

Warto nadmieni¢, »e generator instancji testowych dla problemu ISOP jest
otwarcie dost¦pny na stronie internetowej1.

4.6 Wyniki eksperymentów obliczeniowych � ana-

liza i dyskusja

W niniejszej sekcji przedstawiono i skomentowano wyniki uzyskane w trakcie
realizacji opisanych powy»ej eksperymentów obliczeniowych.

W przypadku ILP wybrano rodziny zestawów produktów 5n, 50n i 100n spo-
±ród dost¦pnych w modelu danych zestawów Small, Medium i Large. Zestaw ten
zostaª u»yty do pomiaru czasu wymaganego przez ILP do rozwi¡zania instancji
o ró»nych rozmiarach.

Zachowanie algorytmu ILP mo»na prze±ledzi¢ na rysunku 4.3, przedstawiaj¡-
cym wykres pudeªkowy (ang. box plot). Na wykresie obserwacje zostaªy podzie-
lone na kwartyle, w których w¡sy (ang. chart whiskers) reprezentuj¡ obserwacje
minimalne i maksymalne, z wyª¡czeniem warto±ci odstaj¡cych.

Pudeªko (ang. box) przedstawia centralne kwartyle, tj. 50% wyst¦powania
obserwacji, gdzie wielko±¢ pudeªka wskazuje, jak rozrzut danych zawiera si¦ w
podanym zakresie. Mediana jest wyznaczona lini¡ poprowadzon¡ wewn¡trz pu-
deªka, z uwzgl¦dnieniem obserwacji mi¦dzy w¡sami.

Naci¦cia w polach zostaªy dodane, aby wskaza¢, »e mediany podzbiorów s¡
statystycznie ró»ne. Je±li ró»nice nie s¡ znacz¡ce, naci¦cia pokrywaj¡ si¦ z na-
ci¦ciami pozostaªych podzbiorów.

1http://www.cs.put.poznan.pl/ishop/generator.php
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Rysunek 4.3. Czasy uzyskania rozwi¡zania przy u»yciu algorytmu ILP
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Rysunek 4.4. Porównanie czasu dziaªania metod ILP,MinMin+Local Search
i Cellular

Dla zestawu 5n mediana czasu wykorzystanego przez ILP do rozwi¡zania ka»-
dej instancji jest bliska 0,25 sekundy. Dla zestawu 50n czas oblicze« wzrasta a»
do minuty w przypadku instancji podzbioru 50n400m (przy czasie mediany bli-
skim 30 sekund). Natomiast dla podzbioru 50n240m wynosi mniej ni» 10 sekund.
W przypadku zestawu 100n maksymalny czas rozwi¡zania instancji wynosiª 800
sekund dla podzbioru 100n400m, natomiast w wi¦kszo±ci przypadków czas po-
trzebny na rozwi¡zanie instancji wynosiª blisko 200 sekund.

Test z danymi rzeczywistymi pobranymi ze sklepów internetowych (takimi
jak ceny, koszty dostawy i stany magazynowe ka»dego sklepu) wykazuje bardzo
dobre dziaªanie modelu ILP. W ci¡gu 1,05 sekundy uzyskano optymalne rozwi¡-
zanie dla przykªadu 400 produktów i 52 sklepów.

Wykorzystanie ILP w rozwi¡zywaniu rzeczywistych instancji ISOP przedsta-
wiono na rysunku 4.4. Mo»na na nim zaobserwowa¢ zestawy instancji, które s¡
rozwi¡zywane przez ILP, MinMin+Local Search i algorytm przetwarzania
komórkowego w czasie krótszym ni» jedna sekunda. Zauwa»ono ponadto, »e ILP
jest w stanie dorówna¢ (lub nawet prze±cign¡¢) do czasu przetwarzania dwóch
pozostaªych proponowanych metod.

W przypadku wi¦kszych zestawów danych preferowane jest wykorzystanie
heurystyki, poniewa» wydªu»enie czasu oblicze« ILP jest wyra¹nie wi¦ksze ni» w
przypadku heurystyk. Metody Cellular i MinMin+Local Search s¡ zatem
bardziej odpowiednie do rozwi¡zywania wi¦kszych instancji przy u»yciu mniej-
szej ilo±ci zasobów obliczeniowych. To ostatnie spostrze»enie jest krytyczne, bio-
r¡c pod uwag¦ kontekst, w jakim miaªby by¢ realizowany i wdra»any problem
si¦ ISOP (tysi¡ce jednoczesnych zgªosze« oblicze« do serwera).

Po ustaleniu poprawno±ci proponowanego modelu ILP i uzyskaniu danych
rozwi¡za« z optymalnymi warto±ciami ze ±rednich i du»ych zestawów, przyst¡-
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piono do oceny wydajno±ci rozwi¡za« obliczanych przez algorytmy heurystyczne.
Przeprowadzono eksperyment obliczeniowy, w którym cztery prezentowane

metody (Min-Min, MinMin+MidLocal Search, MinMin+Local Search
i Cellular) zostaªy u»yte do rozwi¡zania problemów ±rednich i du»ych zbio-
rów � dziaªaªy a» do osi¡gni¦cia wªasnych warunków stopu. Uzyskane wyniki
przedstawiono na rysunku 4.5 w przypadku zestawu ±redniego oraz na rysunku
4.6 w przypadku zestawu du»ego. Na wykresach o± x reprezentuje wielko±¢ in-
stancji zbioru. Na osi y po lewej stronie oznaczono funkcj¦ celu, a czas oblicze«
znajduje si¦ po prawej stronie wykresu. Poniewa» ISOP jest problemem minima-
lizacji (kosztu), ni»sze warto±ci funkcji celu (podobnie jak w przypadku czasu)
uwa»ane s¡ za lepsze.

W zestawie Medium, pokazanym na rysunku 4.5, wszystkie heurystyki pre-
zentuj¡ podobne rozwi¡zania pod wzgl¦dem warto±ci funkcji celu dla podzbio-
rów 5n240m i 5n400m. Algorytm przetwarzania komórkowego jest wolniejszy ni»
heurystyka oparta na algorytmie Min-Min.

W przypadku zestawów 50 i 100 produktów zaczynamy dostrzega¢, »e heu-
rystyka przetwarzania komórkowego daje lepsze rozwi¡zania jako±ciowe ni» heu-
rystyka oparta na Min-Min. Niestety dzieje si¦ to kosztem wi¦kszego czasu ob-
licze«.

W przypadku heurystyki opartej o Min-Min, wersje, które wª¡czyªy do pro-
cesu algorytm lokalnego przeszukiwania równie» uzyskaªy lepsze rozwi¡zania.
Byªy bardziej spójne pod wzgl¦dem jako±ci otrzymywanych rozwi¡za« w po-
równaniu z podstawowym Min-Min. Nie zanotowano jednak istotnych ró»nic,
które uzasadniaªyby wª¡czenie algorytmu lokalnego przeszukiwania do procesu
budowy, czy te» jako analitycznego kroku �nalnego wykorzystywanego do ju»
zbudowanego rozwi¡zania. Najistotniejsz¡ ró»nic¡ okazaª si¦ by¢ czas potrzebny
ka»dej z heurystyk do rozwi¡zania instancji. Wyszukiwanie MinMin+Local
Search zaj¦ªo nawet poªow¦ mniej czasu potrzebnego na obliczenia algoryt-
mowi MinMin+MidLocal Search.

Na podstawie wszystkich przeprowadzonych bada« i wyników wybrano al-
gorytmy MinMin+Local Search i Cellular, aby porówna¢ je pod wzgl¦-
dem jako±ci rozwi¡zania z prostszymi rozwi¡zaniami Greedy i Forecasting.
Wyniki tego eksperymentu zaprezentowano na rysunku 4.7. O± x reprezentuje
instancj¦ problemu z zestawów ±redniego lub du»ego. O± y wskazuje bª¡d procen-
towy odchylenia od warto±ci optymalnej, reprezentowany przez lini¦ przerywan¡.
Warto±ci bli»sze zeru s¡ lepsze (0 oznacza warto±¢ optymaln¡, a np. 10% oznacza
rozwi¡zanie 10% gorsze / dro»sze od optymalnego).

W przypadku podzbiorów 5n240m i 5n400m z zestawu ±redniego mo»na zaob-
serwowa¢, »e w wi¦kszo±ci przypadków wszystkie heurystyki s¡ w stanie osi¡gn¡¢
optymalne warto±ci.

W przypadku instancji z du»ego zbioru obserwujemy, »e ró»nice pomi¦dzy
heurystykami zwi¦kszaj¡ si¦ wraz ze wzrostem rozmiaru instancji. Co wi¦cej,
algorytmy uzyskuj¡ce w ogólno±ci najlepsze wyniki, to odpowiednio algorytm
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Rysunek 4.5. Wyniki uzyskane przez heurystyki dla ±redniego zestawu danych
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Rysunek 4.6. Wyniki uzyskane przez heurystyki dla du»ego zestawu danych
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Rysunek 4.7. Wspóªczynnik odchylenia [%] wzgl¦dem rozwi¡zania optymalnego
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przetwarzania komórkowego Cellular i algorytm Forecasting. Warto rów-
nie» zauwa»y¢, »e odchylenie od optymalnej warto±ci (procentowy bª¡d) dla algo-
rytmu przetwarzania komórkowego konsekwentnie mie±ci si¦ w zakresie od zera
do dziesi¦ciu procent, niezale»nie od wielko±ci rozwi¡zywanego zestawu instancji.
Jest to bardzo wa»na obserwacja ±wiadcz¡ca o du»ej stabilno±ci algorytmu.

4.7 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono problem optymalizacji zakupów interne-
towych (ang. Internet Shopping Optimization Problem), który obrazuje reali-
styczn¡ sytuacj¦, gdzie klient chce zrealizowa¢ list¦ zakupów korzystaj¡c z oferty
sklepów internetowych. Celem jest dokonanie zakupów przy najni»szym mo»li-
wym rachunku ko«cowym bior¡c pod uwag¦ ró»ne oferty, jak i zró»nicowane
koszty dostaw.

W ramach prac nad problemem dowiedziono jego trudno±ci obliczeniowej
(przedstawiono dowód przynale»no±ci do klasy problemów silnie NP-trudnych).
Nast¦pnie opracowano szereg algorytmów rozwi¡zuj¡cych ten problem. Dziaªanie
i jako±¢ algorytmów zostaªy zbadane na podstawie wyczerpuj¡cych i zªo»onych
eksperymentów obliczeniowych. Co istotne, do bada« zostaªy u»yte realistyczne
modele danych (przygotowano generator oparty o zªo»on¡ analiz¦ cen rynków).
Ponadto, w niektórych przypadkach dokonano analizy u»ywaj¡c zestawu wielu
rzeczywistych danych pobranych z oferty sklepów internetowych. Eksperymenty
zostaªy dogª¦bnie przeanalizowane i szeroko skomentowane.

Warto zauwa»y¢, »e problem ISOP mo»e by¢ jeszcze bardziej skomplikowany
po dodaniu kolejnych funkcji, czy atrybutów. B¦d¡ one czyni¢ problem jeszcze
bli»szym aktualnym wymaganiom u»ytkownika i pozwol¡ jeszcze lepiej odwzo-
rowa¢ sytuacj¦ panuj¡c¡ na rynku zakupów internetowych.





Rozdziaª 5

Problem optymalizacji

zakupów internetowych z

rabatami

W sklepach internetowych cz¦sto stosuje si¦ zni»ki / rabaty zale»ne od ª¡cz-
nej warto±ci zakupów. Ma to w prosty sposób przyci¡gn¡¢ klienta i zach¦ci¢
do dokonania wi¦kszych zakupów (nierzadko znacznie wi¦kszych ni» pocz¡tkowo
planowane). Typowym przykªadem jest nast¦puj¡ca praktyka panuj¡ca w sklepie
internetowym sprzedaj¡cym cz¦±ci komputerowe: �Je±li warto±¢ twojego zamó-
wienia wynosi co najmniej 1000 zª, to twój rabat wynosi 2%; 2000 zª � 5%; 3000
zª � 10%, 5000 zª � 15%; 10000 zª � 20%.�. Progi i kwoty s¡ oczywi±cie podane
jedynie w celu zobrazowania sytuacji i mog¡ nie odpowiada¢ w peªni warto-
±ciom stosowanym przez ulubiony sklep czytelnika. Ponadto, wiele sklepów in-
ternetowych oferuje ta«sze lub bezpªatne dostawy, je»eli cena zakupu przekracza
okre±lony próg.

W niniejszym rozdziale przedstawiono i zbadano now¡ odmian¦ oryginalnego
problemu ISOP. Dotyczy¢ ona b¦dzie wpªywu kosztów zakupów dokonywanych
w danym sklepie na rabaty jakie mo»emy otrzyma¢. Z matematycznego punktu
widzenia czyni to problem znacznie bardziej skomplikowanym, gdy» jak ªatwo
zauwa»y¢ ceny produktów nie s¡ staªe, a zmieniaj¡ si¦ dynamicznie w obr¦bie
ka»dego sklepu. Nazwijmy t¦ odmian¦ problemu, problemem optymalizacji zaku-
pów internetowych ze zni»kami (ang. Internet Shopping Optimization Problem
with Discounts, ISOPwD [10, 9]).
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5.1 De�nicja formalna � model matematyczny

Zde�niujmy problem, w którym klient chciaªby naby¢ dany zestaw produktów
N = {1, . . . , n} korzystaj¡c z oferty sklepów internetowych M = {1, . . . ,m}
przy minimalnej caªkowitej cenie ko«cowej. Jako dane i odpowiednie parametry
przyjmijmy:

di � cena dostawy wszystkich produktów ze sklepu i do klienta;

pij � podstawowa cena produktu j w sklepie i, pij = pj je±li ceny produktu
j s¡ takie same we wszystkich sklepach;

Ni � podzbiór produktów zestawu N w sklepie i (produkty kwali�kuj¡ce
si¦ do zakupu i), Ni ⊆ N ;

Mj � podzbiór sklepów, w których mo»na kupi¢ produkt j (kwali�kuj¡ce
si¦ sklepy dla produkt j), Mj ⊆M ;

Si � podzbiór produktów wybranych przez klienta w sklepie i (koszyk
sklepu i, zmienna decyzyjna), N = ∪mi=1Si, oraz Si ∩ Sj = φ, i 6= j,
dla mo»liwego rozwi¡zania;

Ti(Si) = di +
∑
j∈Si

pij � ª¡czny koszt dostawy i cen produktów w sklepie
i dla okre±lonych produktów Si ⊆ Ni;

fi(T ) � funkcja opisuj¡ca rabaty dla danego sklepu i. Dotyczy ª¡cznej ceny
podstawowej T w sklepie i dla wszystkich T > 0, fi(0) = 0.

Powy»szy problem oznaczamy jako ISOPwD. Sformuªowanie matematyczne
mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

min
m∑
i=1

fi(diyi +
∑
j∈Ni

pijxij) (5.1)

p.o.
∑
i∈Mj

xij = 1, j = 1, . . . , n, (5.2)

0 ≤ xij ≤ yi, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, (5.3)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, (5.4)

yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m. (5.5)

W kolejnej cz¦±ci rozdziaªu przedstawiono kilka specy�cznych odmian pro-
blemu ISOPwD. Nast¦pnie zaprezentowano algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem
ISOPwD. Przeprowadzone zostaªy równie» rozbudowane eksperymenty oblicze-
niowe, a ich wyniki i przebieg zostaªy poddane analizie uzupeªnionej o wyczer-
puj¡cy komentarz.
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5.2 Niepeªna oferta produktów

W tej sekcji przeanalizowano ogólny przypadek problemu ISOPwD, w którym
Ni 6= N mo»e by¢ speªniony dla i ∈ {1, . . . ,m}. Po pierwsze, przeprowadzono
analiz¦ zªo»ono±ci obliczeniowej.

Twierdzenie 2 Problem ISOPwD jest silnie NP-trudny, je±li Ni 6= N dla i ∈
{1, . . . ,m}, pij = 1, j = 1, . . . , n, di = 1, fi(T ) = T , i = 1, . . . ,m, ka»dy
produkt pojawia si¦ w ofercie maksymalnie trzech sklepów, z których ka»dy oferuje
dokªadnie trzy produkty.

Dowód 2 Wersja decyzyjna powy»ej zaprezentowanej odmiany, w której pytamy
o istnienie rozwi¡zania z warto±ci¡ nie przekraczaj¡c¡ 4n/3 mo»e zosta¢ zapi-
sana w nast¦puj¡cy sposób. Maj¡c na uwadze rodzin¦ C = {C1, . . . , Cm} 3-
elementowych podzbiorów (sklepów) zbioru N = {1, . . . , n} (produkty do za-
kupu), gdzie n = 3k, czy C zawiera dokªadne pokrycie zbioru N , tj, podrodzina
Y ⊆ C (wybór sklepów) taka, »e ka»dy j ∈ N nale»y do dokªadnie jednego 3-
elementowego zbioru w Y ?

Nale»y zauwa»y¢ podobie«stwo powy»szego zapisu ze sformuªowaniem pro-
blemu Exact Cover by 3-Sets [33], który jest NP-zupeªny w silnym sensie,
nawet je±li ka»dy element j ∈ N pojawia si¦ w co najwy»ej trzech podzbiorach
Ci.

Warto pami¦ta¢, »e je±li ka»dy produkt pojawia si¦ w co najwy»ej dwóch
sklepach, to ten specjalny przypadek zaprezentowany w twierdzeniu 2 jest roz-
wi¡zywalny w czasie wielomianowym [33].

Problem ISOPwD mo»na rozwi¡za¢ poprzez nast¦puj¡ce podej±cie wylicze-
niowe. Skonstruuj wszystkie n-wymiarowe sekwencje (i1, . . . , in) sklepów, gdzie
ij ∈Mj jest sklepem, w którym mo»na kupi¢ produkt j. Pomi¦dzy tymi sekwen-
cjami i rozwi¡zaniem problemu ISOPwD istnieje bezpo±rednia zale»no±¢. Liczba
sekwencji nie przekracza mn. W czasie O(n) mo»na obliczy¢ warto±ci rozwi¡za-
nia (ª¡czna suma zakupów) dla ka»dej sekwencji i wybra¢ najlepsze rozwi¡zanie
jako optymalne.

Zªo»ono±¢ czasowa tego podej±cia wynosi O(nmn). Podej±cie mo»na okre±li¢
jako wielomianowe, je±li liczba produktów n jest staªa. Mo»e to by¢ akcepto-
walne do wykorzystania w ±rodowisku online, gdzie szybki czas odpowiedzi jest
niezmiernie istotny. Obliczenia wskazuj¡, »e podej±cie mo»e by¢ odpowiednie dla
niewielkich rozmiarów problemów � okoªo dziesi¦ciu produktów i okoªo dziesi¦ciu
sklepów.

Identyczne ceny standardowe Rozwa»my teraz odmian¦ problemu ISOPwD,
w której pij = pj , j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. Oznaczamy j¡ jako IS-Same-
Prices. Problem ten ma nast¦puj¡ce wªasno±ci.
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Twierdzenie 3 Istnieje optymalne rozwi¡zanie problemu IS-Same-Prices, w
którym wszystkie produkty s¡ kupowane w sklepach Mi1 ,Mi2 , . . . ,Mih takie, »e
w sklepie Mi1 kupowane s¡ wszystkie odpowiednie produkty zbioru Ni1 , w sklepie
Mi2 wszystkie odpowiednie produkty z wyj¡tkiem tych wybranych w sklepie Mi1 i
tak dalej.

Dowód 3 Zastanówmy si¦ nad rozwi¡zaniem optymalnym. Zaªó»my, »e pro-
dukty s¡ kupowane w sklepach 1, . . . , k, k ≥ 2 i »e odpowiadaj¡ce ª¡czne ceny
dostawy i produktów wynosz¡ T1, . . . , Tk. Niech sklep i0 ma minimaln¡ war-
to±¢ instrumentu pochodnego f ′i(Ti) spo±ród i = 1, . . . , k (w przypadku wkl¦-
sªych, fragmentarycznych funkcji liniowych fi, minimalne nachylenie segmentu
linii [Ti, Ti + ε] dla arbitralnie maªej warto±ci dodatniej ε > 0). Je±li produkty
z zestawu Ni0 wybrano nie tylko w sklepie i0, ale tak»e w innych sklepach,
przenie± je do koszyka sklepu i0. Ze wzgl¦du na wkl¦sªo±¢ funkcji fi, relacja
fi0(Ti0 + δ) − fi0(Ti0) ≤ fi(Ti) − fi(Ti − δ) jest speªniona dla ka»dego δ > 0,
oraz i = 1, . . . , k. W zwi¡zku z powy»szym przemieszczenie produktu nie zwi¦ksza
caªkowitej ceny ko«cowej. Dedukujemy, »e rozwi¡zanie z Si0 = Ni0 jest opty-
malne. Powtórzenie tego argumentu dopeªnia dowód. Niewielka ró»nica mi¦dzy
kolejnymi iteracjami polega na tym, »e produkty wybrane w poprzednich itera-
cjach nie s¡ przenoszone. Odpowiednie pochodne lub nachylenia funkcji fi dla
tych sklepów s¡ nie wi¦ksze ni» te dla niewybranych sklepów z powodu zaªo»enia
wkl¦sªo±ci.

Twierdzenie 3 jest podstaw¡ okre±lenia nast¦puj¡cego podej±cia do problemu
IS-Same-Prices.

Skonstruuj wszystkie sekwencje sklepów (i1, . . . , im) i odpowiadaj¡ce im roz-
wi¡zania (Si1 , . . . , Sik), k ≤ m, takie »e Si1 = Ni1 , Sir = Nir\(∪r−1l=1 Sil),
r = 1, . . . , k oraz N = ∪kl=1Sil . Liczba tych sekwencji nie przekracza m!. W
czasie O(n) mo»na obliczy¢ warto±¢ rozwi¡zania (ko«cow¡ cen¦ caªkowit¡) dla
ka»dej sekwencji i wybra¢ rozwi¡zanie najlepsze jako optymalne.

Zªo»ono±¢ czasowa tego podej±cia wynosi O(nm!), co jest lepszym rozwi¡za-
niem w porównaniu z poprzednim rozwi¡zaniem o zªo»ono±ci czasowej O(nmn).
Podej±cie to jest liniowe, wyra»one w n i mo»e by¢ akceptowalne w »yciu co-
dziennym dla tysi¦cy produktów i dziesi¡tek sklepów. Mo»e równie» sªu»y¢ jako
heurystyka dla bardziej ogólnego przypadku problemu ISOPwD, w którym ceny
tego samego produktu nieznacznie si¦ ró»ni¡ w ró»nych sklepach. Mo»na je rów-
nie» zaadaptowa¢ w celu rozwi¡zania w czasie wielomianowym nast¦puj¡cego,
realistycznego przypadku problemu IS-Same-Prices.

Problem IS-Same-Prices-Subsets: pij = pj , j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m,
a N jest podzielone na podzbiory N (0), N (1) i N (2) tak, »e wszystkie produkty
zbioruN (0) s¡ obecne w ka»dym sklepie, ka»dy produkt zbioruN (1) jest dost¦pny
w jednym sklepie, a |N (2)| ≤ c, gdzie c jest dan¡ staª¡.
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Twierdzenie 4 Istnieje optymalne rozwi¡zanie problemu IS-Same-Prices-Subsets,
w którym wszystkie produkty ze zbioru N (0) s¡ kupowane w jednym sklepie.

Dowód 4 Dowód jest taki sam jak w przypadku twierdzenia 3.

Maj¡c na uwadze powy»sze zaproponowano nast¦puj¡cy algorytm rozwi¡-
zuj¡cy problem IS-Same-Prices-Subsets. Rozwa»my, »e nale»y wybra¢ jeden
sklep spo±ród l = 1, . . . ,m, aby kupi¢ wszystkie produkty ze zbioru N (0). Dla
ka»dego l nale»y wykona¢ nast¦puj¡ce obliczenia. Przypisz produkty zbioru N (0)

do sklepu l. Przypisz ka»dy produkt j ∈ N (1) do odpowiadaj¡cego sklepu. Niech
N (2){1, . . . , c}. Wylicz wszystkie mo»liwe przyporz¡dkowania produktów 1, . . . , c
do sklepów, co jest odpowiednikiem wyliczenia sekwencji sklepów (i1, i2, . . . , ic)
tak, »e produkt j jest przypisany do sklepu ij ∈ Mj , |Mj | ≤ m, j = 1, . . . , c.
Liczba tych sekwencji nie przekracza mc. Dla ka»dego l i w/w sekwencji sklepo-
wej (i1, i2, . . . , ic) nale»y obliczy¢ warto±¢ odpowiedniego rozwi¡zania. Wybierz
rozwi¡zanie o minimalnej warto±ci jako optymalne. Czas dziaªania tego algo-
rytmu wynosi O(nmc+1).

5.3 Peªna oferta produktów we wszystkich skle-

pach

W niniejszej sekcji studiujemy podgrup¦ problemu ISOPwD, w której Ni = N ,
i = 1, . . . ,m. Oznaczmy j¡ jako IS-All-Products. Zaªo»enie to nie oznacza, »e
ka»dy sklep oferuje ten sam asortyment. Oznacza jedynie, »e ka»dy sklep posiada
wszystkie produkty ze zbioru N wymagane przez klienta, co mo»e si¦ zdarzy¢ w
wielu rzeczywistych sytuacjach. Problem jest silnie NP-trudny co demonstruj¡
poni»sze twierdzenie i dowód.

Twierdzenie 5 Problem IS-All-Products jest silnie NP-trudny, je±li Ni =
N , pij ∈ {1, 2}, di = 1, fi(T ) = T , ka»dy produkt j ma najwy»ej trzy warto±ci
pij = 1, a ka»dy sklep i ma dokªadnie trzy produkty o warto±ci pij = 1, i =
1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Dowód 5 Rozwa»my nast¦puj¡cy problem: Czy istnieje rozwi¡zanie dla szcze-
gólnego przypadku twierdzenia 5 o warto±ci co najwy»ej 4n/3? Decyzyjna wersja
problemu ISOPwD w zawarta w dowodzie twierdzenia 2 ewidentnie si¦ do obec-
nego redukuje poprzez wybranie pij = 1 je±li produkt j jest obecny w sklepie i a
pij = 2 w przeciwnym razie.

5.3.1 Identyczne ceny standardowe

Rozwa»my podgrup¦ problemu ISOPwD, w której Ni = N , oraz pij = pj , j =
1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. Oznaczamy j¡ jako IS-Same-Products-And-Prices. W
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tym podproblemie caªkowita cena standardowa wszystkich produktów nie zale»y
od rozwi¡zania. Oznaczmy j¡ jako P =

∑n
j=1 pj . Problem IS-Same-Products-

And-Prices posiada nast¦puj¡c¡ wªa±ciwo±¢.

Twierdzenie 6 Istnieje optymalne rozwi¡zanie problemu IS-Same-Products-
And-Prices, w którym wszystkie produkty s¡ kupowane w jednym sklepie.

Dowód 6 Dowód jest taki sam jak w przypadku twierdzenia 3. Jedyna ró»nica
polega na tym, »e skoro Ni = N dla ka»dego i = 1, . . . ,m, za optymalne rozwi¡-
zanie z k ≥ 2 sklepami uznajemy takie, »e wszystkie produkty mo»na przenie±¢
do sklepu i0 przy minimalnej warto±ci instrumentu pochodnego f ′i(Ti) mi¦dzy
i = 1, . . . , k (w przypadku wkl¦sªych, fragmentarycznych funkcji liniowych fi,
minimalne nachylenie segmentu linii [Ti, Ti + ε] za arbitralnie maªe ε > 0).

Problem IS-Same-Products-And-Prices mo»na rozwi¡za¢ w nast¦puj¡cy
sposób. Wyznacz sklep i0 = argmin{fi(di + P ) | i = 1, . . . ,m}.. Skonstruuj opty-
malne rozwi¡zanie, w którym wszystkie produkty s¡ wybierane w sklepie i0.
Zªo»ono±¢ czasowa tego podej±cia wynosi O(n+m).

5.3.2 Proporcjonalne ceny standardowe z rabatami

W niniejszym przypadku zakªadamy, »e Ni = N , a funkcja rabatuj¡ca: fi(T ) =
a
(r)
i + b

(r)
i T dla T ∈ (Tr−1, Tr], r ∈ {1, . . . , k}, 0 = T0 < T1 < T2 < · · · < Tk.

Standardowe ceny w ró»nych sklepach s¡ proporcjonalne: pij = hipj . Dodatkowo

a
(r)
i ≥ 0, b(r)i > 0 i hi > 0, r = 1, . . . , k, i = 1, . . . ,m. Taka struktura cen
standardowych cz¦sto si¦ zdarza w rzeczywisto±ci, gdy sklepy o ugruntowanej
renomie stosuj¡ dodatkowe opªaty w stosunku do ceny produktu w porównaniu
do sklepów ciesz¡cych si¦ zwykª¡ renom¡ � problem zostanie szeroko poruszony
w rozdziale 7 dotycz¡cym analizy czynników zaufania.

Niniejszy podproblem oznaczmy jako IS-Same-Products-Linear-Charges.
Dla tego przypadku, ko«cow¡ caªkowit¡ cen¦ produktów wybranych w sklepie i
mo»na obliczy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

fi

(
Ti(Si)

)
= a

(r)
i + b

(r)
i

(
di + hi

∑
j∈Si

pj

)
= a

(r)
i + b

(r)
i hi

(
di/hi +

∑
j∈Si

pj

)
Ten wzór pokazuje, »e problem IS-Same-Products-Linear-Charges redu-
kuje si¦ do problemu IS-Same-Products-And-Prices z wypukªymi liniowymi
funkcjami rabatów gi(T ) = a

(r)
i + b

(r)
i hiT for T ∈ (Tr−1

hi
, Tr

hi
], r ∈ {1, . . . , k}, a

cena dostawy wynosi di/hi. Dlatego mo»na go rozwi¡za¢ w czasie O(n+m) za
pomoc¡ podej±cia opisanego w podsekcji 5.3.1.

Poniewa» problemy lokalizacyjne s¡ dobrze znane od kilkudziesi¦ciu lat, ana-
lizuj¡c literatur¦ warto nawi¡za¢ do niektórych sformuªowa«, które cho¢by po
cz¦±ci mog¡ by¢ powi¡zane z problemem ISOP.
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Przede wszystkim warto zauwa»y¢ problem lokalizacji fabryk (FLP) z wkl¦-
sªymi kosztami transportu towarów [95]. Gªówne sformuªowanie problemu jest
nast¦puj¡ce. Istnieje �rma, która chce sprzeda¢ pewn¡ liczb¦ jednostek rj danego
(jednego) produktu. Przyjmuje si¦, »e okres ten wynosi jeden rok. Klientami s¡
miasta j, j = 1, . . . , n. Caªa produkcja w wysoko±ci r jednostek jest dystrybu-
owana z zakªadów i, i = 1, . . . ,m. xij to roczna ilo±¢ towaru, który ma by¢
wysªany z zakªadu i do miasta j, a yi =

∑n
j=1 xij to roczna produkcja w za-

kªadzie i. Niech ai, ai = 1, . . . ,m b¦dzie maksymaln¡ pojemno±ci zakªadu i i
tij(xij) b¦dzie ª¡cznym kosztem rabatu w czasie T-lat uzyskanym dla dostawy
xij. Sformuªowanie matematyczne problemu mo»na zapisa¢ jako

min
m∑
i=1

fi(yi) +

m∑
i=1

n∑
j=1

tij(xij) (5.6)

p.o.
m∑
i=1

xij = rj , (5.7)

n∑
j=1

xij = yi ≤ ai, (5.8)

xij ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (5.9)

Mimo i» problem zawiera funkcj¦ opisuj¡c¡ rabaty, nie mo»na uzna¢, »e jest
to»samy problemowi ISOP lub jeden jest wariacj¡ na temat drugiego.

Innym ciekawym, w pewnym stopniu podobnym do ISOP, jest problem loka-
lizacji fabryk z kosztami stopniowymi (ang. staircase costs). Przykªadowo mo-
»emy zde�niowa¢ funkcj¦ kosztów stopniowych jako sko«czon¡, fragmentaryczn¡
liniow¡ funkcj¦ rosn¡c¡ ze sko«czonym zestawem nieci¡gªo±ci, z których ka»da
odpowiada okre±lonej wielko±ci fabryki. Sformuªowanie problemu (patrz litera-
tur¦ [42] w celu uzyskania szczegóªowych informacji) jest liniowym sformuªowa-
niem problemu MPI (ang. Mixed-Integer Programming) z ci¡gªymi zmiennymi
mn+mq i zmiennymi caªkowitymi mq. W pracy Holmberga [42] autorzy badali
metody rozwi¡zania oparte na linearyzacji cz¦±ciowo wypukªej (ang. convex pie-
cewise linearization) i rozkªadzie Bendera (ang. Benders decomposition). Przy
zastosowaniu linearyzacji cz¦±ciowo wypukªej wprowadza si¦ tylko zmienne caª-
kowite, które s¡ potrzebne do poprawy aproksymacji. Testy obliczeniowe wyka-
zuj¡, »e ±rednio potrzeba tylko kilku zmiennych. Autorzy pokazuj¡, »e dekom-
pozycja Bendera mo»e by¢ u»yta do rozwi¡zania powstaªego problemu. Ponadto
Holmberg i Ling [43] opracowali i porównali heurystyczne metody rozwi¡zywania
problemów lokalizacji fabryk o du»ej pojemno±ci z funkcjami kosztów produk-
cji w ksztaªcie schodowym. W tym samym artykule zaproponowano heurystyk¦
Lagrangea, w tym relaksacj¦ i optymalizacj¦ gradientow¡ (ang. Subgradient opti-
mization), jako podstaw¦ skutecznego dziaªania heurystyki pierwotnej. Pokazali
równie», jak wykorzysta¢ linearyzacj¦ cz¦±ciowo wypukª¡ funkcji kosztowych o



92 Kombinatoryczne modele i algorytmy ró»nych wariantów ISOP

ksztaªcie schodowym, aby uzyska¢ dobre pocz¡tkowe górne i dolne ograniczenia,
jak równie» pocz¡tkowe rozwi¡zania dualne. W oparciu o rozwi¡zanie relaksacji
Lagrangea powstaª problem transportowy, który daje pierwotne, dopuszczalne
rozwi¡zania.

Wida¢ jednak, »e koszty schodowe (przedziaªowe) i przedstawione problemy
s¡ nieco inne ni» w przypadku problemu ISOPwD, wi¦c potrzebne s¡ ró»ne
podej±cia.

5.4 Dokªadny algorytm podziaªu i ogranicze«

W celu obliczenia optymalnego rozwi¡zania dla zadanych instancji zaimplemen-
towano algorytm podziaªu i ogranicze« (Branch and Bound, B&B) [53], którego
zasad¦ dziaªania zobrazowano na algorytmach 7 i 8.

Algorytm 7 rozpoczyna dziaªanie od obliczenia górnego ograniczenia (UB �
upper bound) z wykorzystaniem rozwi¡zania zaproponowanego przez algorytm
zachªanny G1 (sekcja 5.5). Nast¦pnie, przechodzi do podziaªu pierwszego po-
ziomu drzewa wyszukiwania poprzez algorytm 8.

Kolejno, algorytm wybiera górny element stosu i ocenia obiektywn¡ war-
to±¢, jak¡ miaªby, gdyby ten byª cz¦±ci¡ bie»¡cego rozwi¡zania. Je±li rozwi¡zanie
cz¦±ciowe przekracza limit podany przez górne ograniczenie (UB) aktualna ga-
ª¡¹ jest zgª¦biana. W przeciwnym razie, je±li obiekt nie byª li±ciem, algorytm
umieszcza nast¦puj¡ce elementy w stosie. Gdyby obiekt byª li±ciem, oznaczaªoby
to, »e obecne rozwi¡zanie jest lepsze ni» najlepsze globalne rozwi¡zanie dotych-
czas znalezione, tak wi¦c zaktualizowaªoby górne ograniczenie o now¡, znalezion¡
warto±¢.

Proces ten trwa tak dªugo, jak dªugo na stosie znajduj¡ si¦ elementy. Ozna-
cza to, »e caªe drzewo wyszukiwania zostaªo zbadane, a górne ograniczenie jest
uwa»ane za optymalne rozwi¡zanie caªej instancji problemu.
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Algorytm 7 BranchandBound

Require:
instancja
rozwiazanie

1: UB = cellPILS(instancja, rozwiazanie)
2: branch(instancja, stos, 0)
3: ostatniProdukt = −1
4: repeat
5: element = stos.pop()
6: if ostatniProdukt ≥ element.produkt then
7: for i = element.produkt to ostatniProdukt do
8: odznaczSklep(instancja, rozwiazanie, i)
9: end for
10: end if
11: wyznaczSklep(instancja, rozwiazanie, element.produkt, element.sklep)
12: if element.produkt < instancja.produkt AND rozwiazanie.total <

UB.total then
13: if element.produkt == instancja.produkt− 1 then
14: UB = rozwiazanie
15: else
16: branch(instancja, stos, element.produkt+ 1)
17: end if
18: end if
19: ostatniProdukt = element.produkt
20: until stos 6= ∅
21: return UB

Algorytm 8 Podzial

Require:
instancja
stos
int produkt
Sklepy � zbiór sklepów.

1: for sklep = instancja.sklepy − 1 to 0 do
2: stos.push(sklep, produkt)
3: end for
4: return stos
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5.5 Wst¦pne eksperymenty obliczeniowe

W celu wykonania pierwszych eksperymentów obliczeniowych dla problemu ISO-
PwD postanowiono przetestowa¢ dwie proste heurystyki znane z wykorzystania
w problemie ISOP. Badanie uzupeªniono o rozwi¡zanie optymalne, jak i dwie
odmiany algorytmu dziaªaj¡cego w porównywarkach cen.

W pierwszym algorytmie heurystycznym oznaczonym jakoG1, produkty roz-
patrywane s¡ w okre±lonej kolejno±ci. Algorytm jest uruchamiany dla ró»nych
wariantów zbioru (ró»ni si¦ kolejno±¢ umieszczonych produktów) produktów.
Niech produkty zostan¡ okre±lone w kolejno±ci 1, . . . , n. Warto±¢ caªkowita kosz-
tów dostawy i standardowych cen (ofert) dla wszystkich sklepów s¡ pocz¡tkowo
ustalone na Ti = di, i = 1, . . . ,m. W ka»dej iteracji algorytmuG1, produkt j jest
wybrany w sklepie i ∈Mj przy minimalnej warto±ci fi(Ti + pij), a odpowiednia
warto±¢ Ti jest ponownie przypisywana do Ti := Ti + pij .

Zauwa»ono, »e algorytm G1 wykazuje bardzo dobr¡ wydajno±¢. Mo»e jednak
odnale¹¢ rozwi¡zanie, którego warto±¢ jest n razy gorsza ni» optymalna. Sytuacja
rozstaªa zaprezentowana i opisana w poprzednim rozdziale (podsekcja 4.4.4).

Drugim przebadanym algorytmem jest algorytm G2, który posiada mecha-
nizm zapobiegania niekorzystnej sytuacji wyst¦puj¡cej w przypadku algorytmu
G1. Algorytm opisuje podsekcja 4.4.5.

Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe, w których porównano najlepsze
rozwi¡zania uzyskane algorytmami G1 i G2 z rozwi¡zaniami optymalnymi oraz
rozwi¡zaniami uzyskanymi przez algorytmy porównywarek cen [18, 40]. Dane
dla oblicze« przygotowano na podstawie analizy ofert z bran»y ksi¦garni in-
ternetowych [19].Przyj¦to, »e m ∈ {10, 20, 30}, n ∈ {2, 3, 4, . . . , 15}, a funkcja
rabatuj¡ca ma posta¢

fi(P ) =


P je»eli 0 < P ≤ 50;

50 + 0, 95(P − 50) je»eli 50 < P ≤ 100;

50 + 0, 95 ∗ 50 + 0, 9(P − 100) je»eli 100 < P ≤ 150;

50 + 0, 95 ∗ 50 + 0, 9 ∗ 100 + 0, 85(P − 150) je»eli P > 150.

gdzie P oznacza ª¡czn¡ cen¡ standardow¡ ksi¡»ek ze sklepu i. Przyjmuje si¦, »e
ka»dy sklep posiada kompletn¡ ofert¦ produktów. Dla ka»dej pary (n,m) wygene-
rowano 10 instancji problemu. Dla ka»dej z nich utworzono nast¦puj¡ce warto±ci
dla ka»dego i i j w przedstawionych zakresach. Koszt dostawy: di ∈ {5, 10, 15, 20,
25, 30}, rekomendowana cena ksi¡»ki j: rj ∈ {5, 10, 15, 20, 25}, cena ksi¡»ki j w
sklepie i: pij ∈ [aij , bij ], gdzie aij ≥ 0, 69rj , bij ≤ 1, 47rj . Informacje uzupeªnia
tabela V zawarta w literaturze [19]. Dla ka»dej instancji problemu, algorytm G1
zostaª uruchomiony dwukrotnie � produkty uszeregowano wedªug rekomendo-
wanej ceny rosn¡co i malej¡co. Natomiast algorytm G2 dokonywaª oblicze« w
czterech przebiegach � odpowiednio dla α = 25, 50, 75, 100.
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Tabele 5.1 i 5.2 zawieraj¡ ±rednie warto±ci rozwi¡za« (dla 50 instancji), które
s¡ uzyskiwane przez algorytmy G1 i G2, algorytm optymalny B&B, oraz dwa
algorytmy stron porównuj¡cych ceny � podstawowy (PCS), oraz dodatkowo ana-
lizuj¡cy koszty wysyªki (PCS+).

Wida¢, »e rozwi¡zanie znalezione przy wykorzystaniu algorytmu G1 byªo
nieco gorsze od rozwi¡zania optymalnego dla mniejszej liczby produktów. Ró»-
nica pomi¦dzy G1 a B&B ro±nie wraz ze wzrostem liczby produktów (patrz
tabele 5.3 i 5.4 � od 101,51% dla 2 produktów poprzez 10 sklepów, do 110,55%
dla 15 produktów kupowanych z 30 sklepów). Wszystkie warto±ci (dla ka»dej
pary (n,m)) s¡ reprezentowane jako warto±ci ±rednie z 50 niezale»nych testów.

AlgorytmG2 oblicza nieco ni»sze warto±ci ni»G1 dla maªej liczby produktów
(do 5-8). Dla wi¦kszej liczby produktów wyniki s¡ gorsze od algorytmu G1.

Wyniki oblicze« algorytmu porównywarek cen PCS s¡ znacznie gorsze od
algorytmów G1 i G2. Algorytm PCS w rozbudowanej wersji uwzgl¦dniaj¡cej
ceny dostawy (PCS+) jest znacznie lepszy ni» algorytm podstawowy PCS. Jest
jednak du»o gorszy od dwóch zaproponowanych algorytmów heurystycznych.

W ogólno±ci dla u±rednionych wyników algorytmy G1 i G2 nie potra�¡ ob-
liczy¢ optymalnych warto±ci rozwi¡zania (w pojedynczych przypadkach si¦ to
im udaje), jednak czasy oblicze« s¡ znacznie szybsze ni» dla algorytmu B&B.
Dla wi¦kszej liczby produktów/sklepów obliczenia dokªadne s¡ nawet 1000 razy
wolniejsze. Algorytm G1 jest znacznie szybszy ni» G2. Zale»nie od rozmiaru
instancji: od 2 do 9 razy.
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Tabela 5.1. U±rednione warto±ci zakupów dla ró»nych algorytmów. Dane dla 2-15
produktów i 10,20 sklepów

Produktów Sklepów G1 G2 PCS PCS+ B&B
2 10 30,99 30,77 53,69 34,22 30,53
3 10 48,34 48,17 84,17 53,80 47,60
4 10 57,97 57,93 103,03 64,11 56,54
5 10 68,07 68,10 119,85 74,63 66,22
6 10 83,54 82,87 146,46 90,22 80,41
7 10 99,30 98,01 169,08 107,02 94,57
8 10 104,91 105,11 176,85 110,66 98,47
9 10 118,80 119,56 194,41 125,44 111,82
10 10 127,46 129,42 205,60 136,68 120,41
11 10 140,22 139,03 235,38 148,45 128,02
12 10 158,00 156,07 251,98 163,43 142,26
13 10 167,01 168,40 255,19 174,71 152,10
14 10 178,27 178,18 283,84 186,49 160,96
15 10 184,68 188,83 292,74 195,59 168,60
2 20 31,45 31,04 57,29 33,35 30,86
3 20 42,71 42,16 80,25 47,03 41,49
4 20 57,25 55,63 104,11 64,40 55,10
5 20 70,86 69,96 129,98 78,41 67,97
6 20 83,16 81,86 153,77 92,04 79,38
7 20 95,93 95,16 183,04 102,26 90,64
8 20 106,69 107,47 206,19 112,64 100,82
9 20 112,98 112,64 213,00 121,93 105,62
10 20 128,02 129,38 250,51 134,43 119,72
11 20 137,04 137,41 255,22 143,81 124,39
12 20 147,93 151,11 279,03 158,33 136,35
13 20 169,80 172,89 316,73 180,45 156,18
14 20 175,73 176,19 310,30 184,69 158,80
15 20 184,48 185,42 342,62 192,21 163,76
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Tabela 5.2. U±rednione warto±ci zakupów dla ró»nych algorytmów. Dane dla 2-15
produktów i 30 sklepów

Produktów Sklepów G1 G2 PCS PCS+ B&B
2 30 35,05 34,23 59,91 37,17 34,08
3 30 43,32 42,46 79,06 48,11 42,10
4 30 55,04 53,93 109,89 60,11 52,59
5 30 65,82 65,88 131,69 71,95 63,76
6 30 80,60 77,92 148,62 85,20 76,10
7 30 93,59 91,79 184,30 101,36 87,81
8 30 103,23 102,37 211,37 111,97 96,79
9 30 116,54 118,14 240,84 127,22 109,16
10 30 128,86 130,79 241,40 139,31 120,84
11 30 139,30 141,14 271,44 150,68 129,00
12 30 149,33 150,99 301,28 156,97 136,83
13 30 169,24 170,06 329,62 180,69 152,67
14 30 176,25 177,83 349,03 183,10 158,26
15 30 179,76 183,80 357,24 193,08 162,60
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Tabela 5.3. �rednie warto±ci proporcjonalne (w procentach odlegªo±ci od warto±ci
optymalnej). Dane dla 2-15 produktów i 10, 20 sklepów. 100% oznacza warto±¢
optymaln¡

Produktów Sklepów G1
B&B

G2
B&B

PCS
B&B

PCS+
B&B

2 10 101,51% 100,80% 175,89% 112,10%
3 10 101,56% 101,20% 176,83% 113,02%
4 10 102,52% 102,45% 182,22% 113,38%
5 10 102,79% 102,83% 181,00% 112,70%
6 10 103,89% 103,06% 182,14% 112,19%
7 10 105,01% 103,64% 178,80% 113,17%
8 10 106,53% 106,73% 179,59% 112,37%
9 10 106,25% 106,93% 173,87% 112,19%
10 10 105,86% 107,49% 170,76% 113,51%
11 10 109,53% 108,61% 183,87% 115,97%
12 10 111,07% 109,71% 177,13% 114,88%
13 10 109,80% 110,71% 167,78% 114,87%
14 10 110,75% 110,70% 176,34% 115,86%
15 10 109,54% 112,00% 173,63% 116,01%
2 20 101,91% 100,57% 185,63% 108,07%
3 20 102,95% 101,63% 193,42% 113,35%
4 20 103,90% 100,97% 188,94% 116,88%
5 20 104,26% 102,92% 191,23% 115,36%
6 20 104,77% 103,13% 193,72% 115,95%
7 20 105,84% 104,99% 201,95% 112,82%
8 20 105,82% 106,60% 204,52% 111,72%
9 20 106,97% 106,64% 201,67% 115,44%
10 20 106,93% 108,07% 209,24% 112,28%
11 20 110,17% 110,46% 205,18% 115,61%
12 20 108,50% 110,83% 204,65% 116,13%
13 20 108,72% 110,70% 202,79% 115,54%
14 20 110,66% 110,95% 195,40% 116,30%
15 20 112,65% 113,22% 209,22% 117,37%
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Tabela 5.4. �rednie warto±ci proporcjonalne (w procentach odlegªo±ci od warto-
±ci optymalnej). Dane dla 2-15 produktów i 30 sklepów. 100% oznacza warto±¢
optymaln¡

Produktów Sklepów G1
B&B

G2
B&B

PCS
B&B

PCS+
B&B

2 30 102,86% 100,45% 175,81% 109,08%
3 30 102,89% 100,85% 187,81% 114,29%
4 30 104,66% 102,55% 208,95% 114,29%
5 30 103,23% 103,33% 206,54% 112,85%
6 30 105,91% 102,39% 195,28% 111,95%
7 30 106,58% 104,54% 209,89% 115,43%
8 30 106,65% 105,76% 218,37% 115,68%
9 30 106,76% 108,23% 220,63% 116,54%
10 30 106,63% 108,23% 199,77% 115,28%
11 30 107,98% 109,41% 210,42% 116,80%
12 30 109,14% 110,35% 220,19% 114,72%
13 30 110,86% 111,40% 215,91% 118,36%
14 30 111,37% 112,37% 220,55% 115,70%
15 30 110,55% 113,03% 219,70% 118,75%
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5.6 Algorytmy heurystyczne

Aby zaprezentowa¢ lepsze wyniki ni» uzyskiwane przez znane dotychczas [74],
proste heurystyki rozwi¡zuj¡ce problem ISOP i ISOPwD, opracowano nowy ze-
staw heurystycznych podej±¢ do rozwi¡zania problemu. Zestaw rozwi¡za« skªada
si¦ z nowej, wydajnej metaheurystyki opartej na procesie optymalizacji komór-
kowej (opracowanej w podobnym czasie zarówno dla podstawowego problemu
ISOP, jak i dla problemu zawieraj¡cego de�nicje rabatów � ISOPwD), rozbu-
dowanej wersji znanego ju» dla ISOP algorytmu heurystycznego, jak i dwóch
klasycznych algorytmów, zachªannego i jego rozbudowanej wersji. Zaprojekto-
wali±my now¡ heurystyk¦ jako rozwi¡zanie, które równowa»y czas i wyniki obli-
cze«, z zaªo»enia maj¡ce by¢ bliskie rozwi¡zaniom optymalnym. Co niezmiernie
istotne, obliczeniowe badania eksperymentalne przeprowadzone zostaªy na du-
»ym zbiorze rzeczywistych danych. Zestaw danych zostaª zebrany z 32 sklepów
i obj¡ª najwi¦ksze sklepy ameryka«skie, w tym: Amazon, BarnesandNoble.com,
Borders.com, Buy.com i Booksamillion, oraz czoªowych sprzedawców w±ród ksi¦-
gar« internetowych w Polsce, takich jak empik.com i merlin.pl. Wyniki prezen-
towane przez algorytmy heurystyczne porównywane s¡ mi¦dzy sob¡, jak i odno-
szone do warto±ci optymalnych. Optymalne rozwi¡zania dla maªych problemów
s¡ obliczane za pomoc¡ algorytmu B&B. Aby oceni¢ skalowalno±¢, stabilno±¢ i
zachowanie heurystyk stopniowo zwi¦kszano rozmiary problemu [73].

ISOPwD jest silnie NP-trudny [10]. Ponadto, wedªug naszej najlepszej wie-
dzy, nie jest to»samy z »adnym ze znanych problemów. Dlatego sªuszne wy-
daje si¦ zaproponowanie zbioru ró»nych rozwi¡za« heurystycznych, pocz¡wszy
od prostych efektywnych algorytmów zachªannych [22], które wykorzystuj¡ lo-
kaln¡ wiedz¦ i nie pozwalaj¡ na cofanie si¦ w celu zwi¦kszenia wydajno±ci. Warto
podkre±li¢, »e algorytmy zachªanne nie zawsze obliczaj¡ optymalne rozwi¡zania.
Mog¡ jednak zapewni¢ rozwi¡zanie o dopuszczalnej dla danych potrzeb jako±ci (a
w niektórych przypadkach jest to rozwi¡zanie optymalne), zu»ywaj¡c przy tym
znacznie mniej zasobów i czasu potrzebnego na dokonanie oblicze«. Ze wzgl¦du
na charakter problemu ISOP (opisywany szeroko w rozdziale 4) niski czas jed-
nostkowych oblicze« jest niezmiernie istotny.

W dalsze cz¦±ci rozdziaªu przedstawiono i krótko scharakteryzowano u»yte w
eksperymentach algorytmy.

5.6.1 Algorytm zachªanny Greedy

Jest to ten sam algorytm, który zostaª przedstawiony w podsekcji 4.4.4. Zostaªa
jedynie uwzgl¦dniona dodatkowa funkcja opisuj¡ca rabaty (odpowiadaj¡ca dla
ka»dego sklepu). Dla krótkiego przypomnienia � rozwa»amy, »e produkty s¡ sor-
towane rosn¡co 1, . . . ,mln. Warto±ci caªkowitej dostawy dla ka»dego sklepu s¡
wst¦pnie ustalone na dj , j = 1, . . . , n. yj jest wska¹nikiem wysyªki. Standardowa
cena ka»dego produktu i w sklepie j jest ustawiona jako pij . W ka»dej iteracji
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i produkt i jest wybierany w kwali�kuj¡cym si¦ sklepie j o minimalnej warto-
±ci T + fj(pij) + dj , a odpowiednia warto±¢ T jest ponownie przydzielana do
T = T + fj(pij)+dj . Nast¦pnie dj jest ustawiane na 0. Funkcja rabuj¡ca fj(pij)
zwraca warto±¢ produktu i po zastosowaniu zni»ki dla sklepu j.

5.6.2 Algorytm z prognozowaniem Forecasting

Ze wzgl¦du na opisywane ju» mo»liwe niekorzystne zachowanie algorytmu Gre-
edy (patrz podsekcj¦ 4.4.4 i tabel¦ 4.4) wykorzystano równie» zmody�kowan¡
wersj¦ algorytmu, któr¡ mo»emy nazwa¢ zachªannym z krokiem wprzód. Jest
to zmody�kowana wersja algorytmu Forecasting prezentowanego wcze±niej
(podsekcja 4.4.5). Gªówn¡ ide¡ jest sprawdzenie sytuacji o krok do przodu (wy-
krywanie zªych sytuacji). Od pierwszego kroku do przedostatniego, algorytm
oblicza wªasn¡ �ocen¦�, aby wybra¢ kwali�kuj¡cy si¦ sklep j do zakupu pro-
duktu i. Zamiast szuka¢ lokalnego optymalnego rozwi¡zania, analizuje równie»
krok do przodu (co zapobiega wyst¡pieniu opisywanego niekorzystnego przy-
padku) i oblicza wspóªczynnik wyboru jako Tj +

fj(pij+pij+1)+dj
2 dla ka»dego

sklepu j. Wybieraj¡c ten o najni»szej obliczonej warto±ci. W ka»dym kolejnym
kroku brany jest pod uwag¦ nast¦pny produkt i, i = i+1. T jest ustawiony jako
T = T + fj(pij) + dj . Nast¦pnie dj jest ustawiane na 0.

Ostatni krok algorytmu dziaªa w inny sposób (prognoza nie mo»e dziaªa¢ poza
zestawem produktów i). Ostatni produkt wybierany jest zatem w kwali�kuj¡cym
si¦ sklepie j przy minimalnej warto±ci T + fj(pij).

Funkcja rabatuj¡ca fj(pij + pij+1) zwraca ª¡czne koszty produktów i oraz
i+ 1 po zastosowaniu rabatu dla sklepu j.

5.6.3 Algorytm przetwarzania komórkowego Cellular

Algorytm oparty na przetwarzaniu komórkowym jest nowym pseudo-równolegªym
podej±ciem do optymalizacji [100]. Obejmuje on wiele komórek przetwarzaj¡-
cych, które badaj¡ ró»ne regiony przestrzeni wyszukiwania. Ka»da komórka prze-
twarzaj¡ca mo»e by¢ zaimplementowana przy u»yciu heurystyki populacyjnej lub
opartej na wyszukiwaniu albo ich hybrydyzacji. Gªówn¡ ide¡ i zasad¡ algorytmu
jest podzielenie algorytmu sekwencyjnego na kilka pseudo-równolegªych modu-
ªów przetwarzania (tj. komórki) tak, aby ka»da komórka mogªa bada¢ ró»ne
rejony przestrzeni wyszukiwania. Gªówn¡ cech¡ nowego podej±cia jest to, »e
iteracyjna wery�kacja warunków zastoju zapobiega marnowaniu czasu na nie-
potrzebne zadania.

Algorytm, który zostaª wykorzystany do eksperymentów obliczeniowych dla
problemu ISOPwD zostaª zaprezentowany w podsekcji 4.4.3.
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Rysunek 5.1. Algorytm Cellular-ILS � schemat blokowy
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5.6.4 Algorytm Min-Min

Algorytm Min-Min jest powszechnie i szeroko stosowany w kontek±cie planowa-
nia niezale»nych zada« w rozproszonych obliczeniach w celu zminimalizowania
caªkowitego czasu realizacji zada« [26, 76]. Jedn¡ z gªównych zalet tego podej-
±cia jest to, »e algorytm na ogóª jest w stanie uzyska¢ dobrej jako±ci rozwi¡zania
przy stosunkowo niewielkich kosztach obliczeniowych. Z drugiej strony, ponie-
wa» planuje te zadania lub procesy z preferencj¡ minimalnego kosztu, mo»e to
prowadzi¢ do niezrównowa»onego rozwi¡zania [109]. Braun i inni [15] opisywali
proces heurystycznego podej±cia do optymalizacji Min-Min. Algorytm Min-Min
przygotowany dla problemu ISOPwD zostaª rozszerzony i dopasowany do wy-
boru listy produktów z oferty sklepów internetowych. Nasz algorytm oznaczmy
jako Min-Min.

Proces rozpoczyna si¦ od wyszukania produktu na li±cie produktów nieprzy-
pisanych N , co minimalizuje caªkowity koszt TC w koszyku ró»nych sklepów
M , bior¡c pod uwag¦ koszt produktu Cij plus koszt dostawy Di. W przypadku
remisu wybierany jest produkt o ni»szym koszcie dostawy, a w przypadku, gdy
oba sklepy maj¡ ten sam koszt dostawy, wybierany jest on losowo.

Po przypisaniu, caªkowity koszt koszyka jest aktualizowany o wybrany pro-
dukt i jest usuwany z nieprzypisanej listy produktówN . Proces trwa do momentu
opró»nienia listy produktów, które nie zostaªy przypisane.

Ró»ne warianty i mo»liwo±ci algorytmu Min-Min zostaªy ju» szerzej opisane
w podsekcji 4.4.2.

5.7 Eksperymenty obliczeniowe

Eksperymenty obliczeniowe zostaªy przeprowadzone i podzielone na dwie grupy
(ze wzgl¦du na wielko±¢ instancji i czas oblicze«) � zestaw eksperymentów zawie-
raj¡cy dokªadny algorytm B&B, oraz zestaw eksperymentów bez optymalnego
rozwi¡zania � jako porównanie wszystkich heurystyk w celu oceny ich skalowal-
no±ci i jako±ci oblicze« dla du»ych warto±ci danych.

Wszystkie algorytmy zostaªy zaimplementowane w j¦zyku programowania
PHP w wersji 5.2. Celem wykorzystania PHP byªo ªatwe osadzenie algorytmów
na stronie internetowej tak, aby dziaªaªy w warunkach podobnych do ich przy-
szªej wersji ostatecznej.

Eksperymenty przeprowadzono na komputerze Apple MacBook Pro w wersji
8.1 z procesorem Intel pracuj¡cym na cz¦stotliwo±ci 2,3 GHz, dwoma rdzeniami
�zycznymi i dwoma wirtualnymi rdzeniami dla ka»dej pami¦ci gªównej 4GB
DDR3 pracuj¡cej z cz¦stotliwo±ci¡ 1333 MHz. Eksperymenty przeprowadzono
na wirtualnej maszynie z GNU/Linuksem Mint 11 na ho±cie Mac OS X 10.7,
na której zostaªy przypisane dwa wirtualne rdzenie i pami¦¢ gªówna o pojemno±ci
2 GB.
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5.7.1 Modelowanie danych i generator instancji

Wyzwaniem w badaniach eksperymentalnych byªo stworzenie modelu, który byªby
jak najbli»szy rzeczywistym warunkom zakupów w Internecie. Eksperyment z
danymi z rzeczywistego ±wiata byªby kolejnym etapem bada«, które wyma-
gaj¡ znacznie szerszego dialogu ze ±rodowiskiem biznesowym. Jako badane pro-
dukty w naszym eksperymencie obliczeniowym wybrali±my ksi¡»ki, ze wzgl¦du
na ich szeroki wybór w sklepach internetowych oraz cz¦stotliwo±¢ zakupów przez
tego typu kanaª zakupowy. Wykorzystali±my niektóre informacje z [19, 18]. Po-
nadto dla usprawnienia modelu, który wcze±niej wykorzystano przeanalizowa-
li±my wiele sklepów internetowych (m.in. Amazon, BarnesandNoble, Borders,
Buy, Booksamillion oraz czoªowych sprzedawców w±ród ksi¦gar« internetowych
w Polsce, takich jak empik.com i merlin.pl), aby stworzy¢ wªasny model z gene-
ratorem instancji jak najbardziej zbli»ony do rzeczywisto±ci.

Model roboczy zostaª przygotowany w nast¦puj¡cy sposób. W eksperymen-
tach obliczeniowych zakªadamy, »e liczba sklepów n ∈ {20, 40}, a liczba kupo-
wanych produktów m ∈ {2, 3, . . . , 10, 15, . . . , 100}. Dla ka»dej pary n,m wyge-
nerowano 100 instancji problemu. W ka»dym przypadku nast¦puj¡ce warto±ci
zostaªy wygenerowane losowo dla wszystkich i i j w odpowiednich przedzia-
ªach. Cena dostawy: dj ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30}, rekomendowana cena ksi¡»ki i:
ri ∈ {5, 10, 15, 20, 25}, a cena ksi¡»ki i w ksi¦garni j ustalona jako pij ∈ [aij , bij ],
gdzie aij ≥ 0, 69rj , bij ≤ 1, 47rj , a struktura przedziaªów [aij , bij ] jest przygoto-
wana w nast¦puj¡cy sposób:

[32%]
minimum

minimum+ (median−minimum)
4

[9%]
minimum+ (median−minimum)

2
[9%]

minimum+ (median−minimum)
1.33

[8%]
median

[13%]
median+ (maximum−median)

4
[6%]

median+ (maximum−median)
2

[11%]
median+ (maximum−median)

1.33
[12%]

maximum

gdzie minimum = 0, 69r i maximum = 1, 47r.

Zaproponowano równie» nast¦puj¡cy ksztaªt funkcji opisuj¡cej rabaty dla danego
sklepu.
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f(x) =



x je»eli x ≤ 25;

0, 95x je»eli 25 < x ≤ 50;

0, 90x je»eli 50 < x ≤ 100;

0, 85x je»eli 100 < x ≤ 200;

0, 80x je»eli 200 < x.

Obowi¡zuje zatem prosta, realna zasada � im wi¦cej pieni¦dzy wydasz, tym
wi¦ksze zni»ki mo»esz uzyska¢.

5.7.2 Zbiór eksperymentów obliczeniowych obejmuj¡cy roz-

wi¡zanie optymalne

Pierwsza grupa eksperymentów to ta, w której optymalne rozwi¡zania otrzymane
za pomoc¡ dokªadnego algorytmu B&B zostaªy porównane ze wszystkimi pre-
zentowanymi rozwi¡zaniami heurystycznymi, tj. Greedy, Forecasting, Cel-
lular i Min-Min. W rzeczonym eksperymencie przyj¦to, »e liczba sklepów n ∈
{20}, a liczba kupowanych produktów m ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Dla ka»dej
pary (n,m) wygenerowano 100 instancji wedªug modelu opisanego w podsekcji
5.7.1. Liczba przeanalizowanych instancji wynosi zatem 900.

Algorytmy porównano przy u»yciu trzech miar: wspóªczynnika aproksyma-
cji, czasu dziaªania i wska¹nika dyspersji opartego na odchyleniu standardowym.
Wspóªczynnik aproksymacji jest zde�niowany jako ρ = F (X)

F (X)∗ gdzie F (X) repre-
zentuje rozwi¡zanie znalezione przez dany algorytm, a F (X)∗ oznacza rozwi¡-
zanie optymalne.

Na rysunku 5.2 przedstawiono u±rednione (dla 100 instancji) wyniki dla ze-
stawu 2-10 produktów kupowanych spo±ród oferty 20 sklepów.

Spo±ród wszystkich heurystyk algorytm komórkowy Cellular zapewnia
najlepsz¡ jako±¢ rozwi¡za« (najbardziej zbli»on¡ do optymalnej), bez wzgl¦du na
wielko±¢ instancji. W najgorszym przypadku rozwi¡zanie zaproponowane przez
ten algorytm byªo zaledwie 1,47% dro»sze od najta«szego mo»liwego. Dla wielu
pojedynczych przypadków algorytm komórkowy oblicza optymalne rozwi¡zanie
(nale»y przypomnie¢, »e dane na wykresie reprezentuj¡ warto±ci u±rednione dla
100 instancji problemu przy tej samej liczbie sklepów i produktów). Algorytm
komórkowy obliczyª optymalne rozwi¡zanie dla 62% instancji. Nale»y zauwa»y¢,
»e algorytm jest bardzo stabilny pod wzgl¦dem jako±ci rozwi¡za« (w wi¦kszo±ci
przypadków jest to rozwi¡zanie mi¦dzy 1,24% � 1,47% gorsze od optymalnego).

Zarówno algorytmyGreedy, jak i Forecasting zapewniaj¡ podobn¡ jako±¢
rozwi¡za«. Dla mniejszej liczby produktówm, ten drugi byª lepszy, a dla wi¦kszej
liczby produktów m > 5, lepszy okazuje si¦ algorytm Greedy. �atwo zauwa»y¢,
»e jako±¢ rozwi¡zania pogarsza si¦ wraz z rosn¡c¡ liczb¡ produktów m. Prosty
algorytm zachªanny Greedy byª w stanie znale¹¢ optymalne rozwi¡zanie dla
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Rysunek 5.2. U±rednione (dla 100 instancji) wyniki dla 2-10 produktów kupo-
wanych z 20 sklepów

6% instancji, podczas gdy algorytm Forecasting obliczyª warto±¢ optymaln¡
dla 7% instancji.

Ostatni wykorzystany algorytm heurystyczny Min-Min dostarcza najgor-
szych rozwi¡za« dla mniejszej liczby produktów. Algorytm jest jednak do±¢ sta-
bilny pod wzgl¦dem jako±ciowym, dlatego dla wi¦kszej liczby produktów zapew-
nia lepsze rozwi¡zania ni»Greedy i Forecasting. Algorytm znalazª optymalne
rozwi¡zanie dla 20% badanych instancji.

Je±li zale»y nam wyª¡cznie na jako±ci rozwi¡za«, niekwestionowanym liderem
w±ród algorytmów heurystycznych jest algorytm komórkowy Cellular. Korzy-
staj¡c z tego algorytmu klient jest w stanie zaoszcz¦dzi¢ odpowiednio 5,88%,
6,30% i 6,64% w stosunku do rozwi¡za« proponowanych przez algorytmy Min-
Min, Greedy i Forecasting.

Rysunek 5.3 przedstawia wyniki rozwa»a« nad dyspersj¡ (ª¡cznie z rozwi¡za-
niem optymalnym) zobrazowane za pomoc¡ odchylenia standardowego. Ka»dy
punkt reprezentuje warto±¢ odchylenia standardowego (odchylenie od warto±ci
optymalnej) ze 100 testów obliczeniowych dla 20 sklepów, gdzie ka»da warto±¢
dla ka»dego testu jest przedstawiana jako korelacja wyniku z warto±ci¡ opty-
maln¡ (GreedyBB , ForecastingBB , CellularBB , Min

BB ). Wy»sze odchylenie standardowe ozna-
cza bardziej niestabiln¡ prac¦ (du»a ró»nica odlegªo±ci od rozwi¡zania optymal-
nego). Jako warto±¢ referencyjn¡ wykorzystano wyniki algorytmu B&B, który
zawsze oblicza rozwi¡zanie optymalne. Wykres dostarcza bardzo przydatnych
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Rysunek 5.3. Wyniki odchylenia standardowego dla eksperymentu z 20 sklepami
i 2-10 produktami

informacji na temat stabilno±ci wyników algorytmów.
Dla uzupeªnienia informacji zawartej na skomentowanym rysunku 5.3 warto

odwoªa¢ si¦ równie» do tabeli 5.5, która zawiera dane reprezentowane przez
wspóªczynnik zmienno±ci (CV) znormalizowanej miary (warto±¢ procentowa).
Ka»da komórka reprezentuje wspóªczynnik zmienno±ci (CV) ze 100 testów obli-
czeniowych dla 20 sklepów, gdzie ka»da warto±¢ dla ka»dego testu jest przedsta-
wiana jako korelacja wyniku z warto±ci¡ optymaln¡. Wy»sza warto±¢ CV oznacza
bardziej niestabiln¡ prac¦ (du»a ró»nica odlegªo±ci od optymalnego rozwi¡zania)
dla ponad 100 testów danego przypadku (czasami optymalnych lub bliskich, cza-
sami do±¢ odlegªych). Jako warto±¢ referencyjn¡ wykorzystali±my wyniki algo-
rytmu B&B. W ka»dej komórce prezentowana jest warto±¢ CV dla tych samych
ilo±ci n sklepów i m produktów � przy 100 testach obliczeniowych.

Wa»nym czynnikiem, który nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ w kontek±cie zakupów
internetowych, jest czas potrzebny ka»demu algorytmowi na obliczenie rozwi¡za-
nia. Rysunek 5.4 zawiera zobrazowane wyniki dotycz¡ce porównania czasu dzia-
ªania algorytmów, wyra»one w milisekundach [ms]. Ka»da komórka reprezentuje
±redni¡ warto±¢ ze 100 testów obliczeniowych dla 20 sklepów.

Dla niewielkiej liczby produktów (m ≤ 5) Min-Min jest najszybszym algo-
rytmem. Mo»na zauwa»y¢, »e gdy liczba produktów jest wi¦ksza ni» pi¦¢ (m > 5)
algorytm Greedy jest szybszy ni» pozostaªe. Ró»nice pomi¦dzy wszystkimi al-
gorytmami s¡ bardzo znacz¡ce.
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Tabela 5.5. Porównanie dyspersji algorytmów � przedstawienie wspóªczynnika
zmienno±ci (CV). Dane dla 20 sklepów i 2-10 produktów

produktów Greedy Forecasting Cellular Min-Min B&B
2 2,62% 1,02% 0,78% 6,33% 0,00%
3 3,96% 2,11% 4,23% 7,67% 0,00%
4 3,63% 2,53% 1,68% 7,21% 0,00%
5 3,72% 3,61% 2,33% 6,55% 0,00%
6 3,27% 3,31% 2,17% 5,69% 0,00%
7 3,62% 3,70% 2,71% 6,32% 0,00%
8 3,78% 3,81% 2,54% 5,93% 0,00%
9 2,67% 2,93% 1,82% 4,84% 0,00%
10 3,64% 3,28% 1,84% 4,48% 0,00%

Czas dziaªania algorytmu dokªadnego B&B ro±nie wykªadniczo i nie byªo
mo»liwe przygotowanie eksperymentów dla wi¦kszej liczby produktów. Z dru-
giej strony, wszystkie heurystyki s¡ bardzo szybkie, wi¦c postanowiono wykona¢
dalsze testy, znacznie zwi¦kszaj¡c liczb¦ produktów m.

5.7.3 Eksperymenty obliczeniowe dla du»ego zestawu da-

nych

W drugiej grupie eksperymentów dokonano porównania pomi¦dzy algorytmami
heurystycznymi, rozwi¡zuj¡cymi zadanie zªo»one z du»o wi¦kszego rozmiaru pro-
blemu. W tych przykªadach zwi¦kszono rozmiar instancji w nast¦puj¡cy sposób:
n ∈ {20, 40}, m ∈ {5, 10, 15, . . . , 100}, natomiast funkcja rabatuj¡ca pozostaªa
zgodna z opisem w podsekcji 5.7.1.

Dla ka»dej pary wygenerowano 100 instancji. Instancje zostaªy wygenerowane
przy u»yciu tej samej procedury, która zostaªa opisana w sekcji 5.7.2.

Poniewa» nie jeste±my w stanie obliczy¢ optymalnej warto±ci rozwi¡zania w
rozs¡dnym czasie, bior¡c pod uwag¦ wielko±¢ instancji, jako gªówn¡ miar¦ wyzna-
czamy bª¡d wzgl¦dny γ. Miara jest formalnie zde�niowana jako γ = F (X)

F (X)best
,

gdzie F (X) reprezentuje rozwi¡zanie znalezione przez heurystyk¦, a F (X)best
oznacza najlepsze rozwi¡zanie spo±ród wszystkich heurystyk.

Zestaw eksperymentów zawieraj¡cych dane z 20 sklepów

Rysunek 5.5 przedstawia ±rednie warto±ci bª¦du wzgl¦dnego dla 100 instancji
problemu.

Mo»na zauwa»y¢, »e algorytm komórkowy przewy»sza jako±ci¡ rozwi¡zania
wszystkie pozostaªe algorytmy. We wszystkich przypadkach n,m gdzie m =
{5, 10, 15, . . . , 100} (n jest staªe = 20), jest to najlepsze rozwi¡zanie.
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Rysunek 5.4. Porównanie czasu dziaªania algorytmów. Eksperyment przeprowa-
dzony dla 20 sklepów

AlgorytmGreedy w porównaniu doMin-Min i Forecasting oferuje lepsz¡
skalowalno±¢, zapewniaj¡c drugie co do jako±ci rozwi¡zanie. Dla ilo±ci produktów
ponad m > 15 miara bª¦du wzgl¦dnego ustabilizowaªa si¦ w granicach 10-11%
ponad najlepsze rozwi¡zanie Cellular.

Dla niewielkiej liczby produktów m = 5 Forecasting proponuje prawie
tak¡ sam¡ jako±¢ rozwi¡zania jak najlepszy algorytm Cellular (0,48% dro»-
szy). Od m > 15 produktów staje si¦ jednak najgorszym algorytmem spo±ród
testowanych. Ponadto, ªatwo zauwa»y¢, »e jako±¢ rozwi¡zania pogarsza si¦ wraz
z rosn¡c¡ liczb¡ produktów m.

Ostatni algorytm heurystyczny Min-Min dostarcza najgorszych rozwi¡za«
dla mniejszej liczby produktów (m < 15). Dla wi¦kszej liczby produktów za-
pewnia jednak lepsze rozwi¡zania ni» algorytm Forecasting (ale gorsze ni»
Greedy). Min-Min dostarcza rozwi¡zania od 6% do 16% (±rednio) gorsze ni»
najlepsze rozwi¡zanie.

Rysunek 5.6 zawiera porównanie rozproszenia uzyskiwanych wyników dla al-
gorytmów heurystycznych. Ka»dy punkt reprezentuje warto±¢ odchylenia stan-
dardowego ze 100 testów obliczeniowych dla 20 sklepów. Ka»da warto±¢ dla ka»-
dego testu jest przedstawiana jako korelacja pomi¦dzy aktualnym wynikiem algo-
rytmu, a najlepszym wynikiem dla tego obliczenia (Greedybest , Forecastingbest , Cellularbest ,
Min−Min

best ). W ka»dym punkcie prezentowana jest warto±¢ odchylenia standar-
dowego dla tego samego przykªadu n sklepów i m produktów.
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Tabela 5.6. Porównanie dyspersji algorytmów � przedstawienie wspóªczynnika
zmienno±ci (CV). Dane z 20 sklepów dla 5-100 produktów

produktów Greedy Forecasting Cellular Min-Min
5 4,45% 2,92% 2,62% 6,58%
10 3,75% 3,73% 0,94% 5,24%
15 2,79% 3,17% 0,00% 3,86%
20 3,18% 3,19% 0,00% 3,93%
25 2,65% 2,65% 0,00% 3,74%
30 2,71% 3,09% 0,00% 3,26%
35 2,36% 2,47% 0,00% 3,50%
40 3,42% 2,36% 0,00% 3,82%
45 3,04% 2,38% 0,00% 3,62%
50 3,09% 2,40% 0,00% 3,61%
55 2,69% 2,06% 0,00% 3,29%
60 2,51% 2,27% 0,00% 3,40%
65 2,10% 2,17% 0,00% 3,72%
70 3,77% 2,12% 0,00% 3,62%
75 2,57% 2,35% 0,00% 3,37%
80 2,73% 1,98% 0,00% 3,23%
85 3,48% 2,36% 0,00% 3,56%
90 2,06% 1,99% 0,00% 3,05%
95 3,47% 1,98% 0,00% 3,49%
100 2,71% 3,09% 0,00% 3,26%

Tabela 5.6 zawiera informacje w postaci znormalizowanej miary wspóªczyn-
nika zmienno±ci.

Rysunek 5.7 przedstawia informacje dotycz¡ce porównania czasu dziaªania
algorytmów [ms]. Ka»da komórka reprezentuje ±redni¡ warto±¢ ze 100 testów
obliczeniowych dla danych pochodz¡cych z 20 sklepów. Mo»na zauwa»y¢, »e dla
maªej liczby produktów m = 5 najszybszym algorytmem jest Min-Min. W in-
nych przypadkach (liczba produktów m > 5) algorytm Greedy jest najszybszy.
Ró»nice pomi¦dzy wszystkimi algorytmami s¡ bardzo znacz¡ce.

Zestaw eksperymentów zawieraj¡cych dane z 40 sklepów

Przy dwukrotnym zwi¦kszeniu liczby sklepów (do warto±ci 40) algorytm komór-
kowy ponownie zapewniaª najlepsz¡ jako±¢ rozwi¡za«. Oznacza to, »e w ka»dym
przypadku n,m byªo to najlepsze rozwi¡zanie.

Rysunek 5.8 przedstawia u±rednione wyniki dla bª¦du wzgl¦dnego. Zauwa»my,
»e charakterystyka wyników nie jest daleka od wyników eksperymentu wykorzy-
stuj¡cego dane z m = 20 sklepami.
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Algorytm Greedy zapewnia drug¡ najwy»sz¡ jako±¢ rozwi¡za«. Dla m > 25
produktów ustabilizowaª si¦ w granicach 9,6-10,8% od najlepszego rozwi¡zania.

Dla niewielkiej liczby produktów m = 5 Forecasting prezentuje prawie
tak¡ sam¡ jako±¢ rozwi¡za« jak najlepszy algorytm Cellular (jest 1,55% dro»-
szy). Od m > 10 produktów staje si¦ najgorszym algorytmem spo±ród testowa-
nych. Ponadto ªatwo zauwa»y¢, »e jako±¢ rozwi¡zania pogarsza si¦ wraz z rosn¡c¡
liczb¡ produktów m od 1,55% do 15,83%.

Min-Min oferuje najgorsze rozwi¡zania dla mniejszej liczby produktów (m =
5). Dla wi¦kszej liczby produktów zapewnia jednak lepsze rozwi¡zania ni» algo-
rytm Forecasting (ale gorsze ni»Greedy). Algorytm zapewnia równie» lepsz¡
stabilno±¢ ni» w poprzednim eksperymencie dla mniejszej liczby sklepów inter-
netowych.

Rysunek 5.9 zawiera porównanie rozproszenia wyników (prezentuj¡c warto±ci
odchylenia standardowego).

W przypadku do±wiadczenia z u»yciem danych pochodz¡cych z 40 sklepów
internetowych obserwacje ogólne s¡ podobne do tych z eksperymentu przepro-
wadzonego dla danych z 20 sklepów. Jednak pewne ró»nice s¡ znacz¡ce i warte
zauwa»enia. Wszystkie odchylenia standardowe i warto±ci CV s¡ ni»sze w przy-
padku eksperymentu z u»yciem danych z 40 sklepów. Algorytm Greedy za-
pewnia ni»szy poziom rozproszenia ni» Forecasting (nieznacznie, ale wci¡»).
Obserwacje dla algorytmów komórkowego Cellular iMin-Min s¡ podobne do
tych z eksperymentu dla danych z ofertami 20 sklepów internetowymi.

Je±li przeanalizujemy czas oblicze« (patrz rysunek 5.10), dla wszystkich in-
stancji (n = 40 sklepów), algorytm Greedy jest najszybszy. Ró»nice pomi¦dzy
wszystkimi algorytmami s¡ bardzo znacz¡ce. Czas oblicze« jest tym wa»niej-
szy, poniewa» aplikacja docelowa b¦dzie dziaªa¢ jako strona internetowa. Istnieje
wiele bada« pokazuj¡cych, »e u»ytkownicy nie chc¡ czeka¢ na pojawienie si¦
zawarto±ci strony internetowej dªu»ej ni» kilka sekund, poniewa» szybko trac¡
zainteresowanie [63].

W odniesieniu do wszystkich wyników zebranych w eksperymencie obliczenio-
wym mo»na stwierdzi¢, »e algorytm Cellular zapewnia najlepsze rozwi¡zania
spo±ród wszystkich algorytmów heurystycznych. Dostarcza on równie» bardziej
stabilne rozwi¡zania ni» pozostaªe porównywane algorytmy. Z drugiej strony,
jest od pozostaªych wolniejszy. Warto zauwa»y¢, »e mo»e on by¢ znacznie bar-
dziej wydajny, gdy b¦dzie zaimplementowany wspóªbie»nie na pi¦ciu maszynach
(ka»da komórka mo»e przetwarza¢ na innej maszynie). Innym wa»nym aspek-
tem jest to, »e w prawdziwej sytuacji rynku e-commerce algorytmy b¦d¡ wy-
konywane na wydajnych urz¡dzeniach serwerowych (np. w serwerze centrum
danych), które zwykle s¡ znacznie pot¦»niejsze (pod k¡tem mocy obliczeniowej)
od pojedynczych komputerów klientów.

Algorytm Greedy mo»e wzbudzi¢ du»e zainteresowanie ze wzgl¦du na bar-
dzo krótki czas oblicze«, w którym mo»e zapewni¢ caªkiem dobr¡ jako±¢ roz-
wi¡za«. Oba algorytmy Greedy i Forecasting mog¡ by¢ implementowanie
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wspóªbie»nie na dwóch maszynach / procesorach / niezale»nych w¡tkach. Oba
algorytmy tworz¡ dwa oddzielne wykonania i wybieraj¡ najlepsze z nich na ostat-
nim etapie.

Wydajno±¢ Min-Min mo»na poprawi¢ za pomoc¡ lokalnego algorytmu wy-
szukiwania [82]. Aby usprawni¢ wykonanie czasu pracy, Min-Min mo»na ªatwo
zrównolegli¢. Istniej¡ ró»ne równolegªe implementacje algorytmu [82, 29]. S¡ to
implementacje zarówno procesora CPU, jak i procesora ukªadu gra�cznego.

Bior¡c pod uwag¦ szybki czas realizacji i dobr¡ jako±¢ rozwi¡za«, które Gre-
edy, Forecasting i Min-Min mog¡ zaoferowa¢, sensowne wydaje si¦ ich wy-
korzystanie jako pocz¡tkowego ziarna dla algorytmu Cellular. Ponadto, warto
zwróci¢ uwag¦, »e mo»e by¢ wykonana specjalna optymalizacja systemu baz da-
nych w celu skrócenia czasu oblicze« [62].
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Rysunek 5.5. Wyniki dziaªania algorytmów (eksperyment zawieraj¡cy dane z 20
sklepów)

Rysunek 5.6. Warto±ci odchylenia standardowego (dane z 20 sklepów)
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Rysunek 5.7. Czas dziaªania algorytmów (dane z 20 sklepów)

Rysunek 5.8. Wyniki dziaªania algorytmów (bª¡d wzgl¦dny). Eksperyment za-
wieraj¡cy dane z 40 sklepów
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Rysunek 5.9. Warto±ci odchylenia standardowego (dane z 40 sklepów)

Rysunek 5.10. Czasy oblicze« algorytmów (eksperyment obliczeniowy z wyko-
rzystaniem danych z 40 sklepów)
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5.8 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono bardziej rozbudowan¡ wersj¦ problemu
optymalizacji zakupów internetowych. Oryginalny problem obrazowaª sytuacj¦,
w której klient chce zrealizowa¢ list¦ zakupów korzystaj¡c z oferty sklepów inter-
netowych. Celem jest dokonanie zakupów przy najni»szym mo»liwym rachunku
ko«cowym bior¡c pod uwag¦ ró»ne oferty, jak i zró»nicowane koszty dostaw. Zde-
cydowano si¦ przedstawi¢ bardziej rozbudowan¡, bardziej realistyczn¡ i jeszcze
ciekawsz¡ wersj¦ problemu ISOP. Dodano mianowicie funkcj¦ okre±laj¡c¡ rabaty
cenowe, jakie mog¡ zosta¢ zaproponowane przez sprzedawców. Jest to cz¦sto sto-
sowana praktyka w sklepach internetowych, maj¡ca zach¦ci¢ klientów do doko-
nania wi¦kszych zakupów w ramach ich sklepu internetowego. Ma to tym wi¦ksze
znaczenie, »e kupuj¡c wi¦ksz¡ ilo±¢ produktów z jednego sklepu oszcz¦dzamy na
kosztach wysyªki � jak to byªo podkre±lone ju» przy de�nicji oryginalnego, pod-
stawowego problemu ISOP. Nowa wersja problemu obejmuj¡ca rabaty zostaªa
oznaczona jako ISOPwD (ang. Internet Shopping Optimization Problem with
Price Sensitive Discounts).

W ramach prac nad problemem dowiedziono jego trudno±ci obliczeniowej
(przedstawiono dowód przynale»no±ci do klasy problemów silnie NP-trudnych).
Nast¦pnie opracowano szereg algorytmów rozwi¡zuj¡cych problem. Dziaªanie i
jako±¢ algorytmów zostaªy zbadane na podstawie wyczerpuj¡cych i zªo»onych
eksperymentów obliczeniowych. Problem zostaª rozwi¡zany ponad 22,5 tys. razy.
Co istotne, do eksperymentów zostaªy u»yte realistyczne modele danych (przy-
gotowano generator oparty o zªo»on¡ analiz¦ cen rynków). Eksperymenty zostaªy
dogª¦bnie przeanalizowane i szeroko skomentowane. Do±wiadczenia byªy na tyle
rozbudowane, »e dla porz¡dku podzielono ich opis na kilka sekcji w zale»no±ci
od u»ytych algorytmów, jak i wielko±ci problemu.

Warto zauwa»y¢, »e problem ISOP (a tak»e wynikaj¡cy z niego ISOPwD)
mo»e by¢ jeszcze bardziej skomplikowany po dodaniu kolejnych funkcji czy atry-
butów. B¦d¡ one czyni¢ problem jeszcze bli»szym aktualnym wymaganiom u»yt-
kownika i pozwol¡ jeszcze lepiej odwzorowa¢ sytuacj¦ panuj¡c¡ na rynku zaku-
pów internetowych. Ka»dy kolejny krok przy badaniach nad problemem ISOP
pozwala czyni¢ go jeszcze bardziej realnym i jeszcze bli»szym oczekiwaniom klien-
tów.



Rozdziaª 6

Problem optymalizacji

zakupów z wieloma rabatami

Kolejnym wa»nym rozszerzeniem problemu optymalizacji zakupów interneto-
wych jest problem, w którym mamy do czynienia z dwoma niezale»nymi funk-
cjami zmieniaj¡cymi koszty zakupów. W niniejszym rozdziale chcemy przedsta-
wi¢ problem, który nazwano Dual Discounting Functions for Internet Shopping
Optimization Problem [11]. Oznaczmy go jako ISOPwDD. Poza powszechn¡ i
ciekaw¡ praktyk¡ stosowania przez sklepy rabatów (sytuacja, która zostaªa przed-
stawiona w poprzednim rozdziale 5) cz¦sto wykorzystuje si¦ równie» zró»nico-
wane koszty wysyªki. Ró»nice wynikaj¡ najcz¦±ciej z kwoty, któr¡ mamy zamiar
zapªaci¢. Im wi¦cej wydanych pieni¦dzy, tym ta«sza (lub darmowa) wysyªka.
Praktyka ma na celu przyci¡gn¡¢ klientów i zach¦ci¢ ich do kupowania wi¦kszej
ilo±ci produktów w ramach jednego sklepu.

W kolejnych sekcjach niniejszego rozdziaªu zaprezentowany zostanie model
matematyczny problemu. Opracowane i zaimplementowane algorytmy opisane
zostan¡ w dalszej cz¦±ci. Obszerne testy (eksperymenty obliczeniowe) pozwol¡
podda¢ ocenie proponowane rozwi¡zania. Analiza i dyskusja dopeªni¡ rozdziaª.

6.1 De�nicja formalna � model matematyczny

Typowym przykªadem jest nast¦puj¡ca reklama w sklepie internetowym sprze-
daj¡cym ksi¡»ki i pªyty CD: Je±li warto±¢ Twojego zakupu wynosi co najmniej
125 zª, wówczas wy±lemy Ci produkty za poªow¦ standardowych kosztów wy-
syªki poczt¡; 200 zª � poªow¦ ceny dostawy przez kuriera; 250 zª � bezpªatna
przesyªka poczt¡; 350 zª � bezpªatna przesyªka kurierska. Jest to tylko przykªad
dla zobrazowania sytuacji. Warto±ci i progi (a tak»e ich znacznie wi¦ksza mno-
go±¢) mog¡ si¦ ró»ni¢ w zale»no±ci od sprzedawcy. Aby przyci¡gn¡¢ klientów, w
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sklepach internetowych cz¦sto stosuje si¦ równie» rabaty uzale»nione od ª¡cznej
ceny produktów, które chcemy zakupi¢. Przykªadem jest nast¦puj¡ca praktyka
zaobserwowana w sklepie internetowym sprzedaj¡cym cz¦±ci komputerowe: Je-
±li warto±¢ zakupu jest wi¦ksza ni» 50 zª, wówczas rabat wynosi 3%; 100-7%;
150-10%, 250-15%. Zauwa»my, i» mimo »e obie dodatkowe wªa±ciwo±ci zale»¡ od
kwoty zakupów, to jedna nie wpªywa bezpo±rednio na drug¡.

Problem ISOP mo»na zatem rozbudowa¢ i opisa¢ dwoma dodatkowymi funk-
cjami wra»liwymi na ª¡czn¡ cen¦ kupowanych produktów. Przyjmijmy sytu-
acj¦, w której chcieliby±my kupi¢ kilka produktów (n). Produkty oferowane
s¡ w wielu sklepach (m) � lokalizacja sklepów nie jest dla nas istotna. Cena
ka»dego produktu n w ka»dym sklepie m mo»e by¢ zapisana jako pij , gdzie
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Dla ka»dego sklepu m zde�niowana jest charaktery-
styczna dla niego funkcja rabatowa (na podstawie caªkowitego kosztu zakupów
w tym sklepie i) � fi(Ti). Ponadto, koszt wysyªki d dla ka»dego sklepu m jest
zmienny i równie» zale»y (chocia» charakterystyka zale»no±ci mo»e by¢ zupeªnie
inna) od kwoty zakupów. Naszym celem jest dowiedzie¢ si¦, jak zapªaci¢ naj-
ni»szy rachunek za wszystkie produkty. Matematyczne sformuªowanie problemu
mo»e by¢ zapisane w nast¦puj¡cy sposób:

min
m∑
i=1

fi(
∑
j∈Ni

pijxij) +

m∑
i=1

di(
∑
j∈Ni

pijxij) (6.1)

p.o.
∑
i∈M

xij = 1, j = 1, . . . , n, (6.2)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Zarówno funkcja rabatowa (f), jak i koszt wysyªki (d) mog¡ by¢ agregowane
w celu zaprezentowania jednej wspólnej funkcji (fd) w oparciu o oba kryteria.
Sformuªowanie mo»na zapisa¢ wi¦c w nast¦puj¡cy sposób:

min
m∑
i=1

fdi(
∑
j∈Ni

pijxij) (6.3)

p.o.
∑
i∈M

xij = 1, j = 1, . . . , n, (6.4)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Funkcja rabatowa mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co (przykªad):

fi(Ti) =


Ti je»eli 0 < Ti ≤ 50;

50 + 0, 97(Ti − 50) je»eli 50 < Ti ≤ 100;

50 + 0, 97 ∗ 50 + 0, 93(Ti − 100) je»eli 100 < Ti ≤ 150;

50 + 0, 97 ∗ 50 + 0, 93 ∗ 50 + 0, 9(Ti − 150) je»eli 150 < Ti ≤ 250.
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Dostawa Pªatno±¢ Ti < 25 25 ≤ Ti < 50
Poczta Karta 10 5
Poczta Pobranie 15 10
Kurier Karta 15 15
Kurier Pobranie 20 20

Dostawa Pªatno±¢ 50 ≤ Ti < 75 Ti ≥ 75
Poczta Karta 0 0
Poczta Pobranie 5 0
Kurier Karta 5 0
Kurier Pobranie 10 0

Tabela 6.1. Przykªadowe ceny wysyªki dla pewnego sklepu

Mo»na zauwa»y¢, »e Ti to caªkowita standardowa cena produktów wybranych
w danym sklepie i ∈ M . Funkcja kosztów przesyªki jest bardziej skompliko-
wana, gdy» jej ksztaªt zale»y dodatkowo od pó¹niejszego wyboru klienta (rodzaj
dostawy � np. poczta, kurier, sposób pªatno±ci). Mo»emy j¡ zde�niowa¢ jako
di(Ti, dv1, dv2), i = 1, . . . ,m. Dlatego te», w niniejszej dyskusji mo»emy przy-
j¡¢, »e klient zawsze podejmuje te same decyzje dv1,dv2. Przykªadowy cennik
kosztów wysyªki znajduje si¦ w tabeli 6.1.

Do rozwi¡zania problemu ISOPwDD mo»na wykorzysta¢ ju» istniej¡ce heu-
rystyki opracowane dla prostszych odmian problemu ISOP. Jednak przed za-
ko«czeniem eksperymentów obliczeniowych nie mo»na stwierdzi¢, »e b¦d¡ one
równie efektywne jak w przypadku prostszych wersji problemu ISOP. Ponadto,
mo»na przypuszcza¢, »e dla tak rozbudowanego problemu jakim si¦ przedsta-
wia ISOPwDD, rozs¡dne wydaje si¦ zaproponowanie zupeªnie nowej, autorskiej,
wyra�nowanej heurystyki. Odpowiednio opracowana ma szanse umo»liwi¢ uzy-
skiwanie jeszcze lepszych rezultatów oblicze«.

6.2 Algorytmy

Znalezienie dokªadnego rozwi¡zania problemu ISOPwDD wymaga czasu wykªad-
niczego, ale aby móc porówna¢ wyniki heurystyk do rozwi¡zania optymalnego,
zaimplementowano dokªadny algorytm B&B z kilkoma jego ulepszeniami prowa-
dz¡cymi do szybszego obliczenia najlepszego, mo»liwego rozwi¡zania.

Ponadto, opracowany i zaproponowany zostanie nowy, zaawansowany algo-
rytm heurystyczny. Co wi¦cej, wa»ne wydaje si¦ porównanie nowej heurystyki
z istniej¡cymi ju» algorytmami ISOP (oczywi±cie algorytmy mog¡ by¢ dostoso-
wane / przebudowane do odpowiadaj¡cej specy�ki problemu). Do analizy wª¡-
czone zostan¡ równie» rozwi¡zania, które s¡ wykorzystywane na stronach inter-
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netowych porównywarek cen. Te ostatnie nazwijmy odpowiednio PCS (od Price
Comparison Site) i jego poprawion¡ wersj¦ PCS+. PCS zawsze wybiera sklep,
w którym produkt jest najta«szy, natomiast PCS+ wybiera sklep z minimaln¡
cen¡ ª¡czn¡ produktu i kosztu wysyªki.

Algorytm 9 G1

Require:

Liczba sklepów m
Liczba produktów n
Zbiór dost¦pnych produktów dla sklepu i, Ni
Funkcja kolejno±ci produktów σ
Funkcja fdi
Ceny pij
Koszty wysyªek di

Ensure: Tablica koszyków zakupów S

1: N := {1..n}
2: for i := 1 to m do

3: S[i] := ∅
4: end for

5: for j := 1 to n do

6: Wybierz k ∈M takie, »e
∑
i∈M fdi(Ti(S[i])+δikpkσ(j)) jest minimalne i σ(j) ∈

Nk
7: S[k] := S[k] ∪ {σ(j)}
8: end for

9: return S

6.2.1 Proste algorytmy zachªanne G1 i G2

W celu wykonania pierwszych eksperymentów obliczeniowych dla nowego pro-
blemu ISOPwDD postanowiono przetestowa¢ dwie proste heurystyki znane z wy-
korzystania w problemie ISOP. Badanie uzupeªnione o rozwi¡zanie optymalne,
jak i dwie odmiany algorytmu dziaªaj¡cego w porównywarkach cen.

W naszym pierwszym algorytmie heurystycznym oznaczonym jako G1, pro-
dukty rozpatrywane s¡ w okre±lonej kolejno±ci. Algorytm jest uruchamiany dla
ró»nych wariantów zbioru (ró»ni si¦ kolejno±¢ umieszczonych produktów) pro-
duktów. Niech produkty zostan¡ okre±lone w kolejno±ci 1, . . . , n. Warto±¢ caª-
kowita kosztów dostawy i standardowych cen (ofert) dla wszystkich sklepów s¡
pocz¡tkowo ustalone na Ti = di, i = 1, . . . ,m. W ka»dej iteracji algorytmu G1
produkt j jest wybrany w sklepie i ∈Mj przy minimalnej warto±ci fi(Ti+pij), a
odpowiednia warto±¢ Ti jest ponownie przypisywana do Ti := Ti+pij . Algorytm
zostaª pocz¡tkowo opisany w podsekcji 4.4.4, natomiast jego zaktualizowan¡ wer-
sj¦ z zaprezentowanym pseudokodem obrazuje algorytm 9.
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Drugim przebadanym algorytmem jest algorytm G2, który posiada mecha-
nizm zapobiegania wyst¦powania niekorzystnej dla G1 sytuacji. Ogóln¡ ide¦
pierwszej wersji algorytmu opisuje podsekcja 4.4.5. Natomiast dla problemu
ISOPwDD wykorzystali±my zaktualizowan¡, inaczej przygotowan¡ wersj¦ tego
algorytmu, gdzie ogólna zasada szybkiego dziaªania i zapobiegania mo»liwej zªej
sytuacji wyst¦puj¡cej w przypadku G1 s¡ zachowane (patrz algorytm 10). G2, w
odró»nieniu odG1, rozpoczyna dziaªanie od wyboru sklepu, w którym nale»y ku-
pi¢ produkty. Wybrany ma najni»sz¡ ±redni¡ cen¦ produktów ª¡cznie z opªatami
za dostaw¦. Dla ka»dego sklepu wyliczana jest wycena Vi = (di+

∑
j∈Ni

pij)/|Ni|.
Nast¦pnie ze sklepu k, który ma najni»sz¡ wycen¦ Vk, wybierany jest zbiór S
produktów zgodnie z zasad¡ α% najta«szych dost¦pnych produktów. Nast¦pnie,
przedmioty te s¡ usuwane ze sklepów ∀i ∈ M,Ni := Ni\S, a dk jest aktualizo-
wane do warto±ci dk = 0, poniewa» opªata za dostaw¦ do sklepu k zostaªa ju»
uiszczona.

Obie wymienione heurystyki zapewniaj¡ wydajn¡ prac¦ (szybkie dziaªanie)
i dobre wyniki. Jednak, aby uzyska¢ jeszcze lepsze rozwi¡zania dla problemu
ISOPwDD podj¦to prób¦ stworzenia nowego, jeszcze wydajniejszego algorytmu
heurystycznego.

6.2.2 Algorytm heurystyczny G3

Ide¡ nowo proponowanej heurystyki, oznaczonej jako G3 (algorytm 11), jest
stworzenie grup produktów. Produkty s¡ tak pogrupowane, aby maksymalizowa¢
stosunek wyceny Vi okre±laj¡cy relacje oszcz¦dno±ci do maksymalnego kosztu we
wszystkich sklepach.

W celu realizacji zadania dla ka»dego sklepu wybierany jest towar o najwi¦k-
szym wska¹niku Vi i jest odkªadany do koszyka tymczasowego Ci. Je±li przez
dodanie innego produktu istnieje mo»liwo±¢ zwi¦kszenia wska¹nika, produkt jest
równie» brany pod uwag¦ w Ci. Proces ten trwa do momentu, gdy w sklepie nie
ma ju» dost¦pnego produktu lub gdy wska¹nik nie mo»e by¢ poprawiony (zwi¦k-
szony). Nast¦pnie wybierany jest sklep k o najwy»szej warto±ci Vk i wszystkie
pozycje w Ck umieszczane s¡ w Bi � li±cie produktów do kupienia w tym sklepie.
Krok ten jest powtarzany do momentu zakupu wszystkich produktów znajduj¡-
cych si¦ na li±cie zakupów.

Wyra»enie Vi uwzgl¦dnia koszyk Bi zawieraj¡cy wszystko to, co zostaªo ju»
wcze±niej wybrane dla sklepu i, oraz tymczasowy koszyk Ci:

Vi(Ci, Bi) = 1− fi(Ti(Bi ∪ Ci))− fi(Ti(Bi))
pmax(Ci)

G3 posiada zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n3m). Jest ona wi¦ksza od zªo»ono±ci
algorytmu G1 (algorytm 9) i G2 (algorytm 10), ale warto zauwa»y¢, »e G3 nie
wymaga »adnego dodatkowego strojenia i nie zale»y od kolejno±ci elementów.G3
ma natomiast kilka interesuj¡cych wªa±ciwo±ci, takich jak górne ograniczenie i
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Algorytm 10 G2

Require:

Liczba sklepów m
Liczba produktów n
Zbiór dost¦pnych produktów dla sklepu i, Ni
Funkcja fdi
Ceny pij
Koszty wysyªek di
Parametr α

Ensure: Tablica koszyków zakupów S

1: while N 6= ∅ do
2: for i ∈M do

3: if S[i] = ∅ then
4: V [i] := (di +

∑
j∈Ni∩N pij)/|Ni ∩N |

5: else

6: V [i] := (
∑
j∈Ni∩N pij)/|Ni ∩N |

7: end if

8: end for

9: Wybierz k takie, »e V [k] = min{i∈M|Ni∩N 6=∅}V [i]
10: for c := 1 to max(1, α ∗ |Nk ∩N |) do
11: Wybierz l takie, »e pil = minj∈Ni∩N pij
12: S[k] := S[k] ∪ {l}
13: N := N\{l}
14: end for

15: end while

16: return S

optymalno±¢ w niektórych szczególnych przypadkach, a w ogólno±ci mo»na si¦
spodziewa¢ lepszych wyników - co zostanie dokªadnie sprawdzone w ramach
eksperymentów obliczeniowych.
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Algorytm 11 G3

Require:

Liczba sklepów m
Liczba produktów n
Zbiór dost¦pnych produktów dla sklepu i, Ni
Funkcja fi
Ceny pij i pmax(j)
Koszty wysyªek di

Ensure: Tablica koszyków zakupów S

1: N := {1, .., n}
2: while N 6= ∅ do
3: for i = 1 to m do

4: Ci := ∅
5: vali := 0
6: ∀j ∈ N ∩Ni, r[j] := Vi({j}, S[i])
7: Wybierz k takie, »e r[k] = maxj∈Ni∩N rj
8: repeat

9: Ci := Ci ∪ {k}
10: vali := r[k]
11: ∀j ∈ N ∩Ni\Ci, r[j] := Vi(Ci ∪ {j}, S[i])
12: Wybierz k takie, »e r[k] = max{j∈Ni∩N\Ci} rj
13: until N ∩Ni\Ci = ∅ or r[k] < vali
14: end for

15: Wybierz k takie, »e valk = max{i∈{1..m}|Ci 6=∅} vali
16: S[k] := S[k] ∪ Ck
17: N := N\Ck
18: end while

19: return S

6.3 Analiza teoretyczna algorytmu G3

W tej sekcji zostan¡ przeanalizowane najbardziej interesuj¡ce wªa±ciwo±ci algo-
rytmu G3.

6.3.1 Górne ograniczenie aproksymacji

Twierdzenie 1 Dla zadanej instancji problemu ISOPwDD, gdzie istnieje n pro-
duktów i m sklepów, z optymalnym rozwi¡zaniem c∗, ∀i ∈M,
∀x ∈ [0,

∑
i∈M maxj∈Ni

pij ], fi(x) ≥ βx, koszt rozwi¡zania sugerowany przez G3
to cG3, gdzie:

cG3 ≤ (n− 1)max
i∈M

di +
c∗

β
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Dowód 7 Niech S∗ b¦dzie rozwi¡zaniem optymalnym.
Rozwa»my k-t¡ iteracj¦ algorytmu G3; dla ka»dej poprzedniej iteracji l pro-

dukty C(l) zostaªy wybrane ze sklepu i(l), pozostaªo wi¦c wybra¢ miejsce zakupu
produktów N (k) = N\

⋃
1<l<k C

(l).

Niech B(<k)
i =

⋃
q<k|i(q)=i C

(q) b¦dzie koszykiem produktów wybranych w skle-
pie i przed k-t¡ iteracj¡.

C
(k)
i jest zestawem przedmiotów wybranych w sklepie i w momencie k-tej ite-

racji. C(k) okre±la produkty wybrane po zako«czeniu tej iteracji w sklepie imax(k).
Dla uproszczenia notacji po zako«czeniu k-tej iteracji, (k) jest pomijane:
C

(k)
i = Ci

B
(<k)
i = Bi

imax(k) = imax

∀i ∈M,Vimax
(Cimax

, Bimax
) ≥ Vi(Ci, Bi)

Dla danego i ∈M , niech x1 b¦dzie pierwszym elementem budowy Ci:

• Vimax
(Cimax

, Bimax
) ≥ Vi({x1}, Bi)

• ∀x ∈ Ni ∩N (k), Vi({x1}, Bi) ≥ Vi({x}, Bi)

Niech i∗(x) b¦dzie sklepem, w którym x jest kupowane dla osi¡gni¦cia rozwi¡zania
optymalnego, tj. x ∈ Si∗(x)

Tak wi¦c,

∀x ∈ Cimax , Vimax(Cimax , Bimax)

≥ Vi∗(x)({x}, Bi∗(x)) (6.5)

i

Vimax(Cimax , Bimax)

≥
∑
x∈Cimax

pmax(x)Vi∗(x)({x}, Bi∗(x))∑
x∈Cimax

pmax(x)
(6.6)

tj.

fimax
(Cimax

∪Bimax
)− fimax

(Bimax
)

≤
∑

x∈Cimax

fi∗(x)(x) (6.7)

Niech q oznacza ª¡czn¡ liczb¦ iteracji algorytmu G3, dla danej instancji,
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q∑
k=1

fimax(k)

(
C

(k)
imax(k)

∪B(<k)
imax(k)

)
− fimax(k)

(
B

(<k)
imax(k)

)
≤

q∑
k=1

∑
x∈C(k)

imax(k)

fi∗(x)(x) (6.8)

cG3 ≤
q∑

k=1

∑
x∈C(k)

fi∗(x)(x)

cG3 ≤
q∑

k=1

∑
x∈C(k)

di∗(x) + pi∗(x)x

cG3 ≤
∑
x∈N

di∗(x) + pi∗(x)x

cG3 ≤ (n− 1)max
i∈M

di +
1

β
c∗

Warto scharakteryzowa¢ przypadek struktury najgorszego rozwi¡zania. Po-
niewa» ka»dy koszyk jest skonstruowany iteracyjnie, mog¡ wyst¡pi¢ przypadki
gdzie zakup dwóch produktów nie poprawia warto±ci wska¹nika Vi. W takich
przypadkach, algorytm mo»e na ka»dym etapie wybra¢ jeden obiekt w nowym
sklepie, w którym cena tego obiektu jest ni»sza ni» wsz¦dzie indziej (ª¡cznie z
kosztem dostawy).

Optymaln¡ strategi¡ mo»e by¢ kupno wszystkiego w jednym sklepie, w któ-
rym ceny pojedynczych przedmiotów s¡ nieco wy»sze ni» te wybrane przez al-
gorytm, ale za to sklep proponuje bardzo du»e rabaty przy zakupach o wi¦kszej
warto±ci. Prowadzi to do ograniczenia, w którym jego lewa strona wyra»ona
jest faktem, »e algorytm mógªby korzysta¢ z wielu ró»nych sklepów, za± prawa
strona pokazuje, »e optymalne rozwi¡zanie mogªoby korzysta¢ z wielkiego rabatu
jednego sklepu, inaczej ni» to proponuje algorytm.

6.3.2 Optymalno±¢ w uproszczonej formie

W przypadku, gdy wszystkie sklepy posiadaj¡ wszystkie produkty i oferuj¡ je
w tej samej cenie, problem mo»na rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym (O(n +
m)) za pomoc¡ okre±lonego algorytmu [10]. Przy tych zaªo»eniach optymalnym
rozwi¡zaniem jest równie» to wyliczone przez G3.

Twierdzenie 2 Je±li ∀i ∈ M,Ni = N i ∀j ∈ N i (j, j′) ∈ M2, pij = pij′ to G3
dostarcza rozwi¡zania optymalnego.
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Dowód 8 Dla danego i ∈ M , E ⊂ N i j ∈ N\E, niech zbiór s =
∑
k∈E pik,

zatem, korzystaj¡c z faktu, »e gi jest wkl¦sªe i niemalej¡ce, a tak»e, »e hi jest
malej¡ce:

Vi(E)− Vi(E ∪ {j})

≤ gi(Ti(E) + pij)

s+ pij
+
gi(Ti(E))

s
+
hi(s+ pij)

s+ pij
− hi(s)

s
(6.9)

Vi(E)− Vi(E ∪ {j})

≤
gi(Ti(E)) +

pij
s ∗ gi(s)−

s+pij
s ∗ gi(Ti(E))

s+ pij
(6.10)

tj.
Vi(E)− Vi(E ∪ {j}) ≤ 0

Tak wi¦c, dla wszystkich podzbiorów E nale»¡cych do N , dla ka»dego elementu
x ∈ N\E, Vi(E∪{x}) ≥ Vi(E). Analizuj¡c sposób przetwarzania algorytmu G3,
w pierwszej iteracji wybrane zostaj¡ wszystkie produkty spo±ród oferty wszystkich
sklepów aby maksymalizowa¢ Vi: ∀i, Ci = N .

Niech imax b¦dzie warto±ci¡ i która maksymalizuje Vi(Ci).

∀i ∈M,Vimax
(Cimax

) ≥ Vi(Cimax
)

∀i ∈M,Vimax(N) ≥ Vi(N)

∀i ∈M,fimax
(N) ≤ fi(N)

Przy tak zde�niowanym problemie udowodniono, »e wszystkie produkty s¡ ku-
powane tylko w jednym sklepie [10]. Tak wi¦c G3 oblicza rozwi¡zanie optymalne.

6.4 Aplikacja testowa z generatorem instancji

Wyzwaniem w badaniach eksperymentalnych byªo stworzenie modelu, który byªby
jak najbli»szy rzeczywistym warunkom zakupów w Internecie. Jako podstaw¦
u»yto pomysªów, które sªu»yªy budowaniu modeli dla problemów ISOP i ISO-
PwD. Dokonano jednak pewnych znacz¡cych mody�kacji struktury cen dla jesz-
cze lepszego odwzorowania sytuacji rynkowych. Dla naszego nowego modelu
przyj¦li±my pewne informacje i wyniki oblicze« zawarte w literaturze [81, 84,
80, 19]. Dane do naszej próby zostaªy zebrane z trzydziestu dwóch sklepów i
obj¦ªy najwi¦ksze sklepy ameryka«skie, w tym Amazon, BarnesandNoble.com,
Borders.com, Buy.com i Booksamillion, oraz czoªowych sprzedawców w±ród ksi¦-
gar« internetowych w Polsce, takich jak empik.com i merlin.pl.
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Zakªadamy, »e wszystkie testy powinny by¢ wykonane dla kilku zbiorów skle-
pów m ∈ {20, 30, 40}, z okre±lon¡ liczb¡ produktów w koszyku. Zakªada si¦, »e
ka»dy sklep posiada wszystkie wymagane produkty. W ka»dym przypadku na-
st¦puj¡ce warto±ci s¡ losowo generowane dla wszystkich i i j w odpowiednich
zakresach. Cena referencyjna (ref) produktu j: refj ∈ {2, 4, . . . , 100} z praw-
dopodobie«stwem wyst¡pienia: 40% mi¦dzy 0 a 20, 16% mi¦dzy 22 a 30, 12%
mi¦dzy 32 a 40, 16% mi¦dzy 42 a 60 i 16% mi¦dzy 62 a 100. Cena produktu j w
sklepie i wynosi pij ∈ [aij , bij ], gdzie aij ≥ 0, 75refj , bij ≤ 1, 36refj , a struktura
interwaªów [aij , bij ] wygl¡da nast¦puj¡co:

[8%]
minimum

minimum+ (ref−minimum)
4

[3%]
minimum+ (ref−minimum)

2
[9%]

minimum+ (ref−minimum)
1.25

[21%]
ref

[24%]
ref + (maximum−ref)

4
[9%]

ref + (maximum−ref)
2

[10%]
ref + (maximum−ref)

1.25
[16%]

maximum
Ka»dy sklep pobiera opªat¦ za dostaw¦, ustalon¡ z przedziaªu od 0 do 20. Funkcja
okre±laj¡ca rabaty jest generowana wedle poni»szej obserwacji:

• Na niektórych stronach internetowych mo»emy zauwa»y¢, »e np. je±li doko-
namy zakupów o warto±ci wi¦kszej ni» 150 zª, to zapªacimy poªow¦ kosztów
wysyªki. Je±li natomiast ª¡czna kwota zakupów przewy»szy 250 zª, to do-
stawa jest bezpªatna. Aby symulowa¢ podobne sytuacje, opªat¦ za dostaw¦
mo»na przykªadowo podzieli¢ na trzy progi: je±li koszt przesyªki jest po-
dany jako wielokrotno±¢ k, to istniej¡ progi k i ka»dorazowo odliczana jest
jedna kwota k od opªaty za przesyªk¦.

• Ponadto, powszechnie stosowane s¡ rabaty, które zale»¡ od ª¡cznej sumy
warto±ci produktów w koszyku. Przykªadowo sklep udziela 5% rabatu je±li
wydamy wi¦cej ni» 200 zª, 10%, je±li produkty s¡ warte ponad 400 zª, itd.,
itp.

Obie strategie mog¡ by¢ ª¡czone, a wszystkie progi wykorzystywane do ge-
nerowania danych s¡ wielokrotno±ci¡ 25, aby najlepiej odzwierciedli¢ obserwacje
prawdziwych stron (sklepów) internetowych.
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6.5 Eksperymenty obliczeniowe

Dla bardzo wielu grup produktów serwisy porównuj¡ce ceny przedstawiaj¡ oferty
dla okoªo 25 − 30 sklepów. Dlatego te» do naszych testów wykorzystali±my
trzy zbiory sklepów m o liczno±ci {20, 30, 40}. Podobnie, przeci¦tny klient kupi
tylko kilka ksi¡»ek w tym samym czasie, wi¦c przyj¦to, »e n nale»y do zbioru
{2, 3, 4, 5, 6, 7}. Wybory te uwzgl¦dniaj¡ równie» fakt, »e poszukiwanie optymal-
nego rozwi¡zania jest wykªadnicze w czasie.

Aby zbada¢, jak algorytmy dziaªaj¡ na znacznie wi¦kszych zbiorach danych,
za n przyj¦to warto±ci od 5 do 100 rosn¡ce o 5. Dla du»ego zestawu danych heu-
rystyki G1,G2,PCS i PCS+ b¦d¡ porównywane z wynikami G3. Dla ka»dego
eksperymentu przeprowadzono badania oparte na 400 wygenerowanych instan-
cjach problemu.

6.6 Wyniki eksperymentów obliczeniowych � ana-

liza i dyskusja

Niniejsza sekcja zawiera informacje dotycz¡ce wyników eksperymentów oblicze-
niowych. Przedstawiono analiz¦ wpªywu kolejno±ci produktów przy korzystaniu
z algorytmu G1, wra»liwo±¢ algorytmu G2 na dobór parametrów. Nast¦pnie
zaprezentowano wyniki eksperymentu wraz z komentarzem.

6.6.1 Wpªyw kolejno±ci produktów na wyniki oblicze« al-

gorytmu G1

G1 zostaª przetestowany z dwiema ró»nymi strategiami uszeregowania produk-
tów w koszyku wedle cen referencyjnych rosn¡cych i malej¡cych. Strategia wyko-
rzystuj¡ca ceny malej¡ce daje w ogólno±ci lepsze wyniki (rysunek 6.1). Ponadto,
G1 dostarcza przybli»one rozwi¡zania w zasi¦gu 2,5% warto±ci optymalnych.
Obrazuje to fakt, »e prosty algorytm zachªanny mo»e przedstawi¢ dobre rozwi¡-
zania w bardzo krótkim czasie. Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu G1 wynosi
O(nm), ale sortowanie produktów równie» zajmuje co najmniej O(n lnn).

6.6.2 Wra»liwo±¢ algorytmu G2 na dobór parametrów

W celu ustalenia wra»liwo±ci G2 na parametr α, przeprowadzono badanie z 4
ró»nymi warto±ciami: 25%, 50%, 75%, oraz 100%. Uwzgl¦dniono równie» mini-
maln¡ warto±¢ z 4 testów. Mo»na zatem wnioskowa¢, »e G2 wymaga strojenia,
aby móc zapewni¢ dobre przybli»enia (rysunek 6.2). Nawet najlepsze rozwi¡za-
nie wykazuje wynik o 5% gorszy od warto±ci optymalnej i to dla maªej liczby
elementów (n = 4). Wybór parametru α ma du»y wpªyw na wydajno±¢ G2 �
nale»y go zatem dobra¢ bardzo starannie.
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Rysunek 6.1. Wyniki algorytmów G1 rosn¡cy, G1 malej¡cy i B&B dla m = 30
(przedziaª ufno±ci = 0,95)

Rysunek 6.2. Wyniki ró»nych wersji (parametrów) algorytmów G2 i B&B dla m
= 30 (przedziaª ufno±ci = 0,95)

6.6.3 Wyniki oblicze«

Dla ka»dego zestawu par (n,m) algorytmy PCS+ i G3 zostaªy przetestowane
wzgl¦dem rozwi¡zania G1 przy strategii cen malej¡cych, a nast¦pnie porów-
nane do optymalnego rozwi¡zania. Poniewa» G2 wymaga dostrojenia, wzi¦to
pod uwag¦ najlepsze rozwi¡zanie dostarczone przez G2 przy u»yciu parametrów
25%,50%, 75% i 100%. Pomini¦to wyniki algorytmu PCS, poniewa» dostarczyª
rozwi¡zania, które byªy o co najmniej 15% gorsze od rozwi¡zania optymalnego.
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Rysunek 6.3. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS+, B&B dla m =
20 (przedziaª ufno±ci = 0,95)

Rysunek 6.4. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS+, B&B dla m =
30 (przedziaª ufno±ci = 0,95)

G3 dostarcza rozwi¡za«, które s¡ co najwy»ej o 0,59% gorsze od rozwi¡zania
optymalnego. To zdecydowanie najlepsza ze wszystkich testowanych heurystyk
(patrz rysunki 6.3, 6.4 i 6.5). Co ciekawe, prosty algorytmG1 zapewnia du»o lep-
sze rozwi¡zania ni» PCS+. Wspóªczynnik aproksymacji dla G3 wzrasta wraz ze
wzrostem liczby elementów, ale znacznie wolniej ni» to ma miejsce w przypadku
PCS+ i G1.

Warto podkre±li¢, »e G2 jest bardzo zale»ny od liczby sklepów: dla m = 20,
wska¹nik aproksymacji G2 nie przekracza 7% dla n w {2, 3, 4, 5, 6, 7}. Natomiast
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Rysunek 6.5. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS+, B&B dla m =
40 (przedziaª ufno±ci = 0,95)

dla m = 40 i m = 30, szybko przekracza t¦ warto±¢ i ro±nie dla n > 5. G3
zapewnia dobre rozwi¡zania zbli»one do optymalnych, a jednocze±nie lepsze od
wszystkich pozostaªych algorytmów heurystycznych.

6.6.4 Skalowalno±¢ algorytmów � eksperymenty na du»ych

zestawach danych

Rysunek 6.6. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS i PCS+ dla m =
20
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Rysunek 6.7. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS i PCS+ dla m =
30

Rysunek 6.8. Wyniki dziaªania algorytmów G1, G2, G3, PCS i PCS+ dla m =
40

Przy eksperymencie obliczeniowym dla instancji o wi¦kszych rozmiarach pro-
blemu porównano wyniki obliczeniowe wszystkich heurystyk. Zamieszczenie wy-
ników dziaªania algorytmu dokªadnego B&B byªo niemo»liwe ze wzgl¦du na
jego du»¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ i czasy zbyt du»e do zarejestrowania. Bez
poszukiwania optymalnego rozwi¡zania, parametr n mógª by¢ znacznie wi¦k-
szy ni» w poprzednich testach. Przyj¦to zatem, »e n jest wybierany ze zbioru
{5, 10, ..., 95, 100}, natomiast m pozostaje bez zmian.

G3 uzyskuje lepsze wyniki ni» inne heurystyki, nawet przy bardzo du»ej
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liczbie produktów (rysunki 6.6, 6.7 i 6.8). G1 oblicza rozwi¡zania, które s¡ co
najmniej 0, 7% gorsze, a te z PCS+ co najmniej 2, 5%. Ró»nice szybko rosn¡,
dla n wi¦kszego od 20. Ró»nica mi¦dzy G1 i G3 wynosi co najmniej 1, 3%.

Rozwi¡zania oferowane przez PCS staj¡ si¦ coraz lepsze wraz ze wzrostem
liczby produktów, gdy» wpªyw opªat za dostaw¦ na koszt caªkowity maleje wraz
ze wzrostem liczby pozycji w koszyku.

G3 zapewnia lepsze rozwi¡zania ni» inne algorytmy, nawet przy wi¦kszej licz-
bie elementów. Nale»y podkre±li¢, »e ró»nice mog¡ si¦ga¢ nawet znacznie ponad
30% na korzy±¢ algorytmu G3. Ponadto, lepiej radzi sobie w sytuacjach, gdy nie
wszystkie produkty s¡ dost¦pne, co czyni go najbardziej wszechstronn¡ heury-
styk¡. Niemniej jednak, nale»y zauwa»y¢, »e G3 ma wy»szy stopie« zªo»ono±ci
obliczeniowej (O(mn3)) ni» cho¢by G1 (O(nm)).

6.7 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono problem ISOPwDD, który jest znacznie
bardziej skomplikowan¡ odmian¡ problemu optymalizacji zakupów interneto-
wych. Zdecydowano si¦ przedstawi¢ bardziej rozbudowan¡, bardziej realistyczn¡
i jeszcze ciekawsz¡ wersj¦ problemu ISOP. Dodano dwie funkcje zmieniaj¡ce
dynamicznie koszt zakupu. Pierwsza z nich okre±la rabaty cenowe, jakie mog¡
zosta¢ zaproponowane przez sprzedawców. Jest to cz¦sto stosowana praktyka
w sklepach internetowych, maj¡ca zach¦ci¢ klientów do dokonania wi¦kszych
zakupów (nierzadko wi¦kszych ni» pocz¡tkowo zakªadali) w ramach ich sklepu
internetowego. Ma to tym wi¦ksze znaczenie, »e kupuj¡c wi¦ksz¡ ilo±¢ produk-
tów z jednego sklepu oszcz¦dzamy na kosztach wysyªki � jak to byªo podkre±lone
ju» przy de�nicji oryginalnego, podstawowego problemu ISOP. Kolejn¡, nieza-
le»n¡ od pierwszej, funkcj¡ jest ta opisuj¡ca koszty wysyªki. W zale»no±ci od
sposobu wysyªki, jak i kwoty przeznaczonej na zakupy w danym sklepie, war-
to±¢ wysyªki mo»e by¢ dowolnie mody�kowana. Powstaªy problem zbudowany
na bazie ISOP zostaª zatem wzbogacony o dwie niezale»ne funkcje wypªywaj¡ce
na �naln¡ kwot¦ zakupów.

W ramach prac opracowano zupeªnie nowy algorytm oznaczony jako G3,
a tak»e przygotowano nowe przebudowane wersje algorytmów G1 i G2. Szcze-
gólnej analizie poddano oczywi±cie now¡ heurystyk¦ G3. Okre±lono jej górne
ograniczenie oraz opisano optymalno±¢ w szczególnym przypadku, gdy problem
mo»na rozwi¡za¢ za pomoc¡ algorytmu wielomianowego. Przeprowadzono po-
nadto szereg eksperymentów obliczeniowych (dla samego �du»ego� zestawu da-
nych przeprowadzono 120 tys. pomiarów) z wykorzystaniem wielu heurystyk i
rozwi¡zania optymalnego. Warto zauwa»y¢, »e zaproponowano nowy, bardziej
realistyczny model danych. Wyniki z eksperymentów wykazaªy, »e G3 zapewnia
lepsze rozwi¡zania inne ni» istniej¡ce heurystyki, nawet je±li produkty mog¡ by¢
niedost¦pne.





Rozdziaª 7

Zaufanie w zakupach

internetowych

Prowadzenie sklepu internetowego mo»e skutkowa¢ uzyskaniem wielu korzy-
±ci wzgl¦dem tradycyjnego lokalnego modelu sprzeda»y (ang. brick-and-mortar
shops). Je±li chodzi o sprzedaj¡cego, gªówne korzy±ci ekonomiczne obejmuj¡ to,
»e mo»e on znacznie zmniejszy¢ koszty zwi¡zane z leasingiem i wynajmem lo-
kali, czy zatrudnianiem osób niezb¦dnych do efektywnego prowadzenia swojej
dziaªalno±ci handlowej. Ponadto, poniewa» zjawisko handlu elektronicznego jest
stosunkowo nowe i zazwyczaj transakcje zawierane s¡ w oparciu o inne loka-
lizacje ni» miejsce zamieszkania klienta, maj¡ oni wi¦ksz¡ swobod¦ dziaªania
w porównaniu do ich �zycznych odpowiedników. Te udogodnienia zarówno dla
klientów, jak i sprzedawców, które wynikaj¡ z handlu elektronicznego, sprawiªy,
»e liczba sklepów internetowych stale i dynamicznie ro±nie. Dla sprzedawców
wygodniejsze jest doª¡czenie do istniej¡cego rynku internetowego (aukcje lub
inne istniej¡ce platformy), lub wdro»enie wªasnej strony internetowej. Jak wspo-
mniano wcze±niej, wi¦ksza konkurencja oznacza ni»sze ceny, ale oznacza równie»,
»e klient mo»e zosta¢ przytªoczony ogromn¡ liczb¡ ofert, co sprawia, »e bardzo
trudno jest mu dokona¢ odpowiedniej analizy przed-zakupowej. Szczególnie je±li
zakupy dotycz¡ nie jednego, a wi¦kszej ilo±ci produktów. Problem ISOP (roz-
dziaª 4) rozwa»a opisywane kwestie. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e poza analiz¡
cen towarów pojawiaj¡ si¦ inne obawy wi¦kszo±ci u»ytkowników. Wynikaj¡ one
z charakteru dziaªania rynku e-commerce. Mo»na do nich zaliczy¢ m.in. brak
poczucia bezpiecze«stwa klienta, którego do±wiadcza przy podawaniu danych
osobowych i informacji �nansowych w celu realizacji transakcji, czy np. niemo»-
no±¢ sprawdzenia przedmiotów lub wypróbowania ich przed dokonaniem zakupu
[52].

Co niezmiernie istotne, klienci zwykle wol¡ rezygnowa¢ z ta«szych ofert, które
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s¡ proponowane przez mniej renomowanych sprzedawców, na rzecz zakupu dro»-
szego produktu, oferowanego przez znany i zaufany sklep o wi¦kszym presti»u
w±ród innych konsumentów [108, 45]. Maj¡c na uwadze takie zachowanie obser-
wowane w±ród wi¦kszo±ci klientów sklepów internetowych, zdecydowano o roz-
szerzeniu problemu optymalizacji zakupów internetowych o dodatkowe wska¹niki
zwi¡zane z renom¡ sklepów i czynnikiem zaufania.

Warto podkre±li¢, »e wedªug badania przeprowadzonego przez �rm¦ Nielsen
[77] w±ród ponad 27 000 konsumentów internetowych z 55 rynków na caªym
±wiecie, u»ytkownicy platform e-commerce doceniaj¡ opinie i recenzje innych
klientów. Traktuj¡ je nawet jako decyduj¡cy czynnik w procesie decyzyjnym
dotycz¡cym ewentualnych zakupów z danego sklepu. Zhang, Cheung i Lee [111]
zbadali interesuj¡cy problem (pytanie), w jaki sposób niespójne opinie odgrywaj¡
rol¦ w podejmowaniu przez konsumentów decyzji o zakupach online.

W pracy Flanagin et al. [30] odniesiono si¦ do problemu wykorzystywania
ocen sprzedawców internetowych oraz sposobu, w jaki klienci u»ywaj¡ ich do
wybierania sklepów internetowych o lepszej reputacji. Wykorzystanie tych wska¹-
ników mo»e pomóc w opracowaniu systemu, w ramach którego potencjalny na-
bywca mo»e kupi¢ list¦ produktów od renomowanych �rm internetowych po
najlepszej cenie.

Rysunek 7.1. Kluczowe aspekty podczas zakupów online

7.1 Badanie ankietowe

Przygotowuj¡c model ISOP z analiz¡ zaufania zdecydowali±my si¦ wykorzysta¢
informacje zawarte w literaturze [18] oraz wªasne badania, spostrze»enia i obser-
wacje. W zwi¡zku z tym opracowano ankiet¦ uzupeªniaj¡c¡ wspomniane ju» in-
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formacje. Celem byªo uzyskanie odpowiedzi na najwa»niejsze pytania dotycz¡ce
zaufania, jakim klient mo»e obdarzy¢ sprzedawców podczas zakupów interne-
towych. Udaªo nam si¦ zebra¢ 168 wypeªnionych ankiet. Nast¦pnie zostaªy one
dokªadnie przeanalizowane [78]. Odpowiedzi udzielone w ankiecie pozwalaj¡ na
zaobserwowanie nast¦puj¡cych wniosków:

Rysunek 7.2. Minimalna wymagana ocena sprzedawcy w skali 1-10. Na osi Y
oznaczono udziaª odpowiedzi dla populacji

Prawie 80% respondentów stwierdziªo, »e cena jest kluczowym czynnikiem
przy wyborze sklepu podczas dokonywania zakupów internetowych. Powszech-
nie wiadomo, »e bez wzgl¦du na to, z jakim rodzajem produktów mamy do
czynienia, cena jest bardzo wa»na. Zwªaszcza gdy patrzymy na rynek zakupów
internetowych, gdzie z pozycji naszego komputera dost¦pnych jest wiele ofert z
ró»nych sklepów. Dla nieco mniej ni» 20% uczestników badania czas dostawy
jest wa»nym elementem. Z jednej strony obserwacja ta mo»e by¢ zaskakuj¡ca.
Bardzo cz¦sto jednak stawiamy na jako±¢, oceny i cen¦ w zamian za jeden lub
dwa dodatkowe dni sp¦dzone w oczekiwaniu na dostaw¦ zamówienia. Dlatego
137 osób odpowiedziaªo, »e czas dostawy nie jest wa»nym czynnikiem. Dla 60%
reputacja sprzedawcy b¦dzie bardzo wa»nym / kluczowym czynnikiem. Rysunek
7.1 przedstawia procent odpowiedzi tak / nie, gdy pytamy o kluczowe czynniki
podczas zakupów online.

Czy ocena sklepu przedstawiona w postaci numerycznej jest wa»na? Czy
klienci zwracaj¡ na to uwag¦? 71% powiedziaªo tak. Wyniki te mog¡ by¢ zwi¡zane
z kolejnym pytaniem o ogóln¡ opini¦ / renom¦ sprzedawców. Czy to wa»ne i
jak bardzo? Dokªadnie dla 159 osób (co stanowi ogromn¡ grup¦ 95% badanej
populacji) opinie o sklepie s¡ albo bardzo wa»ne, albo znacz¡ce. Tylko jedna
osoba nie zwraca na to uwagi. W sumie te dwa pytania pokazaªy, »e podczas
zakupów w sklepach internetowych caªkowicie polegamy (i cenimy) na opiniach
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Rysunek 7.3. Wa»ne wa»ne aspekty gdy u»ytkownik zbiera informacje dotycz¡ce
sprzedawcy

innych ludzi, których nawet nie znamy. Uwa»amy to za jeden z najwa»niejszych
wniosków pªyn¡cych z tego badania.

Bardzo cz¦sto oceny sklepów s¡ wyró»niane gra�cznie (np. tzw. gwiazdki).
Tylko dla 32% respondentów czynnik ten jest bardzo istotny. Jak mo»na to wy-
tªumaczy¢? Oceny gra�czne s¡ znacznie mniej dokªadne ni» liczby. Ponadto nie
ma ±cisªych zasad dotycz¡cych sposobu, w jaki sprzedaj¡cy otrzymuj¡ inn¡ ocen¦
(kolejna �gwiazdka�, czy oznaczenie innego koloru) i na jakich warunkach. Ogól-
nie rzecz bior¡c, je±li co± jest niezrozumiaªe, to jest dla nas mniej interesuj¡ce.
Jednak 32% nie jest zupeªnie bez znaczenia, dlatego te» oceny gra�czne mog¡ by¢
bardzo dobrym uzupeªnieniem najwa»niejszych ocen liczbowych i opinii (nale»y
pami¦ta¢, »e znaczenie tego czynnika zostaªo podkre±lone przez wszystkie osoby).
Jako wynik uzupeªniaj¡cy mo»na zauwa»y¢, »e 75% respondentów czyta opinie
napisane przez innych klientów. Oznacza to, »e wolimy sp¦dzi¢ troch¦ wi¦cej
czasu, aby uzyska¢ bardziej szczegóªowe informacje o sklepach i sprzedawcach.
Okazuje si¦ równie», »e ludzie nie s¡ szczególnie mocno zwi¡zani z lokalnymi
sklepami (znajduj¡cym si¦ w ich kraju). Tylko dla 21% osób lokalizacja skle-
pów jest wa»na i wol¡ dokonywa¢ zakupy w sklepach lokalnych (w perspektywie
kraju). Mo»e to by¢ zwi¡zane z pewnym wsparciem dla lokalnych inicjatyw, albo
z rodzajem strachu / obawy � dostawy z innego kraju, dodatkowymi podatkami,
aspektami gwarancji itp. Nieco zaskakuj¡ce jest to, »e 38% osób, które wypeª-
niªy ankiet¦ stwierdziªo, »e dªugo±¢ czasu dziaªania sklepu jest wa»n¡ informacj¡
dotycz¡c¡ sprzedawcy. Nie spodziewali±my si¦, »e tak wiele osób doceni ten fakt.
Oczywiste jest jednak, »e do±wiadczenie zawodowe i obecno±¢ sklepu na rynku
zwi¦ksza jego warto±¢ / reputacj¦ (oczywi±cie, je±li reputacja ta jest poparta po-
zytywnymi opiniami). Wydaje si¦ równie», »e zarówno bardzo szeroki wachlarz
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metod wysyªki, jak i pªatno±ci nie s¡ a» tak znacz¡ce. Tylko dla odpowiednio
23% i 18% osób jest to istotne. Na rysunku 7.3 przedstawiono zestawienie naj-
wa»niejszych opisywanych aspektów.

Z obserwacji »ycia codziennego, jak równie» z niektórych znanych faktów z
literatury i ogólnych opinii wynika, »e ludzie nie ceni¡ sprzedawców, którzy po-
bieraj¡ wysokie opªaty za dostaw¦ (zauwa»alnie wy»sze stawki ni» reszta rynku).
Tez¦ t¦ potwierdzaj¡ odpowiedzi udzielone w ankietach. Ponad 69% responden-
tów twierdzi, »e zrezygnuje z zakupów w przypadku zbyt wysokich cen dostawy,
nawet je±li ceny produktów s¡ atrakcyjne. Uwa»amy to za bardzo wa»ny wynik
i spostrze»enie. Jak mo»na to wytªumaczy¢? Je±li trzeba zapªaci¢ za dostaw¦
znacznie wi¦cej ni» wynosi jej cena rynkowa, czujemy si¦ oszukani lub �naci¡-
gani�. Mamy wra»enie kontaktu z osob¡ nieszczer¡. Klient natychmiast traci
zainteresowanie, a nawet niskie ceny produktów nie zach¦caj¡ go do zakupów.

Jaka powinna by¢ minimalna ocena sprzedawców, aby pozosta¢ w spektrum
zainteresowania klientów? Ocena poni»ej 5, w skali 1-10 (precyzja pomiaru 0,5)
jest wystarczaj¡ca tylko dla 3 osób (≈ 2%). Ocena na poziomie równym 5 wy-
starczy tylko dla bardzo maªej grupy (2%). Kolejnym progiem jest ocena równa
6. Sklepy z co najmniej 6 punktami wzbudzaj¡ zainteresowanie 5% responden-
tów (nie liczymy tu wcze±niej wspomnianych osób, a jedynie nowe). Kolejne 4%
stwierdziªo, »e wska¹nik powinien wynosi¢ co najmniej 6,5. Zatrzymajmy si¦
na chwil¦ i sporz¡d¹my podsumowanie. Sklep, który uzyskuje prawie 2

3 mak-
symalnej oceny (widzimy, »e np. w systemach rezerwacji hoteli nie jest to ju»
zªy wynik) jest interesuj¡cy tylko dla 13 osób (tj. 8% klientów). Kontynuuj¡c
analiz¦ mo»na zauwa»y¢, »e 19% respondentów wymaga oceny numerycznej 7,
a ponadto 16% deklaruje, »e ocena sprzedawców powinna wynosi¢ co najmniej
7,5. Najwi¦ksza grupa respondentów (dokªadnie 26%) chciaªaby zobaczy¢ wska¹-
nik na poziomie 8 lub wy»szym. Dla okoªo 9% klientów wynik co najmniej 8,5
b¦dzie godny zaufania. Bardzo wysoka ocena, wynosz¡ca co najmniej 9 punk-
tów, jest obowi¡zkowa dla 12% respondentów. Oceny na poziomach 9,5 i 10 s¡
wymaganiem odpowiednio dla 0,5% i 3%.

Rozproszenie (dystrybucja) powy»szych wyników jest bardzo klarowne i sta-
bilne. Nale»y zauwa»y¢, »e 3 najwi¦ksze grupy popieraj¡ trzy s¡siednie warto±ci
ratingowe (7; 7,5; 8), co obejmuje ponad 61% badanych osób. Warto wspomnie¢
o dwóch dodatkowych uwagach. Sklepy posiadaj¡ce ocen¦ na poziomie 2

3 skali
maksymalnej (co daje wynik 6,5) s¡ interesuj¡ce tylko dla 14% klientów. Na-
st¦pnie, ponad 16% akceptuje tylko najlepsze sklepy (z ocen¡ 9 lub wy»sz¡).
Generalnie obrazuje to fakt, »e ludzie maj¡ bardzo wysokie wymagania w sto-
sunku do reputacji / rankingów sklepów internetowych. Rysunek 7.2 ilustruje
aktualne wyniki, które przybieraj¡ ksztaªt rozkªadu normalnego.

Prawie 73% osób zdyskredytuje sprzedawców posiadaj¡cych odsetek zdecy-
dowanie negatywnych opinii, nawet je±li stanowi¡ oni mniejszo±¢. Pokazuje to, »e
jedna zªa opinia ma znacznie wi¦ksz¡ warto±¢ wa»on¡ (ujemn¡) ni» jedna opinia
pozytywna.
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Bardzo ciekawym aspektem byªo kluczowe pytanie dotycz¡ce relacji ceny do
wska¹nika oceny sklepu. 83% respondentów ch¦tnie pªaci wi¦cej za produkty
kupowane od ciesz¡cych si¦ dobr¡ reputacj¡ sprzedawców. Najwi¦ksza grupa
(powy»ej 36%) mo»e dodatkowo zapªaci¢ 10%. Nieco mniejsza grupa 31% osób
deklaruje za ten komfort przepªaci¢ 5%. Natomiast 12% populacji mo»e zapªaci¢
20% wi¦cej, a niewiele ponad 2% osób zadeklarowaªo, »e wyda nawet 30% wi¦cej,
aby mie¢ pewno±¢ zakupu u renomowanego sprzedawcy. Nale»y jednak zauwa»y¢,
»e 17% badanych nie chce pªaci¢ »adnej dodatkowej kwoty.

36% respondentów zrezygnuje z zakupów, je±li sprzedawca nie obsªuguje ich
ulubionej formy wysyªki. Jednak na obecnym rynku zakupów internetowych
wiele sklepów oferuje podobny, szeroki wybór metod wysyªki.

Ostatnie pytanie dotyczyªo wªasnej opinii klientów (na podstawie poprzed-
nich zakupów lub po prostu wra»enia o sklepie). Dystrybucja odpowiedzi jest
prawie taka sama, jak w przypadku pytania o ogóln¡ opini¦ sklepu � ogromna
grupa 90% zadeklarowaªa, »e ich opinia jest albo bardzo wa»na, albo istotna.
Tylko dla 7% jest to w ogóle niewa»ne (dla ostatnich 3% jest mniej wa»ne).

Cena jest nadal jednym z najwa»niejszych czynników wpªywaj¡cych na de-
cyzje zakupowe. Jeste±my jednak pewni, »e zaufanie, reputacja i gªos klientów s¡
nie mniej wa»ne. Klienci s¡ gotowi zapªaci¢ znacznie wi¦cej (10-30%) za produkty
od dobrze ocenionych sprzedawców o nienagannej (lub prawie nienagannej) re-
putacji.

Dane demogra�czne

Poni»ej zamieszczono dane demogra�czne respondentów.

• Pªe¢: 99 m¦»czyzn, 69 kobiet.

• Wyksztaªcenie: 73 ±rednie, 95 wy»sze.

• Przedziaª wiekowy: liczba przedstawicieli; <18: 2; 18-25: 92; 26-35: 58; 36-
45: 13; 56-65: 2; >65: 1.

• Miejsce zamieszkania: liczba przedstawicieli; miejscowo±¢: 18; maªe mia-
steczko: 10; miasto 10-100 tys.: 29; miasto 100-500 tys.: 36; miasto 500-1000
tys.: 50; miasto > 1 milion: 26.

7.2 De�nicja formalna � model matematyczny

Problem optymalizacji zakupów internetowych pojawia si¦, gdy klient chce kupi¢
pewn¡ liczb¦ produktów w sklepach internetowych (patrz rozdziaª 4).

Zde�niowano nowy, bardziej wyra�nowany model, który dokªadniej oddaje
rzeczywiste sytuacje zakupowe zwi¡zane z wa»nym czynnikiem zaufania. Pro-
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blem optymalizacji Trusted Internet Shopping Optimization Problem (T-ISOP)
przedstawiony jest w nast¦puj¡cy sposób:

min
m∑
i=1

n∑
j=1

xij
pij

OPayj
vj +

n∑
j=1

yjdj (7.1)

p.o.
n∑
j=1

xij = 1 ∀i ∈M, (7.2)

m∑
i=1

n∑
j=1

xij = m, (7.3)

m ∗ yj −
m∑
i=1

xij ≥ 0 ∀j ∈ N, (7.4)

xij ∈ {0, 1} ∀i ∈M, ∀j ∈ N, (7.5)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ N, (7.6)

OPayj = (1, . . . ,maxOp) ∀j ∈ N, (7.7)

vj ∈ {1,∞} ∀j ∈ N. (7.8)

gdzie wszystkie zmienne i u»yte we wzorach symbole zostaªy zestawione w tabeli
7.1.

Tabela 7.1. Notacja dla problemu T-ISOP

Oznaczenie Opis

m liczba produktów
n liczba sklepów
i wska¹nik produktu
j wska¹nik sklepu
dj ª¡czne koszty wysyªki dla sklepu j
yj wska¹nik u»ycia wysyªki ze sklepu j
pij cena produktu i w sklepie j
xij wska¹nik wyboru produktu i w sklepie j

OPayj funkcja nadpªaty dla sklepu j
vj wska¹nik veto dla sklepu j

Po przeprowadzeniu analizy literatury, ankiety i zebraniu wªasnych do±wiad-
cze«, powy»szy ogólny model mo»na zaprezentowa¢ w nast¦puj¡cy sposób. Wpro-
wadzono dwie nowe funkcje: nadpªata (OPay) i veto (v). Nale»y zwróci¢ uwag¦,
»e powy»sze równania optymalizuj¡ proces wyboru sklepu dokonuj¡c zmian w
cenach produktów, niezb¦dnych z punktu widzenia oblicze«. Kiedy proces si¦
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zako«czy i zostanie wyznaczone rozwi¡zanie (przydziaª produktów do sklepów),
klient zostanie obci¡»ony opªat¡ za ceny podstawowe, w przypadku których czyn-
nik zaufania nie ma znaczenia �

∑m
i=1

∑n
j=1 xijpij+

∑n
j=1 yjdj . Zarówno funkcja

OPay, jak i wspóªczynnik v mog¡ by¢ konstruowane zgodnie z konkretnymi wy-
maganiami okre±lonymi dla danego typu odbiorcy. Funkcja OPay reprezentuje
poª¡czone czynniki zaufania i de�niuje ich wpªyw na cen¦. Przyjmuje warto±ci
od 1 do maxOp i odzwierciedla skumulowan¡ warto±¢ nadpªaconej kwoty � ile
klient mo»e dodatkowo zapªaci¢ (Opay ∗ 100%) za zakup produktów w sklepie
o bardzo dobrej reputacji. Teoretycznie maxOp → ∞. Jest to jednak oczywi-
±cie zupeªnie nierealna sytuacja. Z analizy przeprowadzonej ankiety wynika, »e
warto±¢ maxOp dla caªej populacji powinna wynosi¢ 1,4 (t.j. 40% nadpªaty � i
warto±¢ ta byªa akceptowalna tylko dla jednej osoby). Funkcj¦ OPay nale»y jed-
nak opisa¢ bardziej szczegóªowo. Funkcja OPay mo»e by¢ zamodelowana jako:

OPayj = overpricej +Othersj ∀j ∈ N (7.9)

Othersj = dT imeij ∗ isLj ∗ durj ∗ payRj ∗ dOptj ∀i ∈M, ∀j ∈ N (7.10)

gdzie dla ka»dego sklepu j obliczany jest wspóªczynnik overprice, aby przedsta-
wi¢, jaka jest warto±¢ nadpªacenia dedykowana sklepowi. dT ime to czas dostawy,
isL odpowiada na pytanie, czy sprzedaj¡cy jest sklepem lokalnym (ten sam kraj),
dur to sta» dziaªania na rynku, payR opisuje zakres opcji pªatno±ci, a dOpt to
zakres opcji dostawy. W przyszªo±ci funkcje OPay i veto b¦d¡ spersonalizo-
wane dla ka»dego u»ytkownika. Proces personalizacji mo»e by¢ realizowany jako
dodatkowe narz¦dzie decyzyjne udost¦pnione dla klientów. Do ogólnych celów
przedstawienia problemu (zwªaszcza, »e tematyka i caªe zagadnienie problemu
s¡ bardzo innowacyjne) mo»na wykorzysta¢ dane zebrane z ankiety i literatury
w celu przygotowania pocz¡tkowych warto±ci dla prezentowanego modelu. Bio-
r¡c pod uwag¦, »e najwa»niejszymi czynnikami s¡ wska¹niki oceny sklepów i
ceny, czynnik overprice zostanie przygotowany w nast¦puj¡cy sposób. Nale»y
stworzy¢ zbiór par warto±ci ratingowych i nadpªaty. Wszystkie pary warto±ci
nale»y obliczy¢ na podstawie zebranych informacji. Ponadto, obliczona zostanie
warto±¢ ±rednia i odchylenie standardowe. Dla normalnej dystrybucji, warto±ci
wi¦ksze ni» dwa odchylenia standardowe od ±redniej (µ − 2σ, µ + 2σ) zostan¡
usuni¦te jako warto±ci progowe i nieistotne. Do �nalnej analizy pozostawiaj¡c
95,45% populacji (par), które zostan¡ wª¡czone do modelu i b¦d¡ wykorzystane
zgodnie z ich obliczonym rozkªadem.

Czynnik veto zwraca tylko dwie warto±ci: negatywn¡ (bez veto), która wynosi
1 i pozytywn¡ (veto), która wynosi∞. W przypadku pozytywnego wyniku oferta
nie powinna by¢ brana pod uwag¦, poniewa» klienci maj¡ powa»ne zastrze»enia
do tego sprzedawcy. Nale»y pami¦ta¢, »e czynnik v mo»e by¢ spersonalizowany
zgodnie z wymaganiami klienta i mo»e by¢ zamodelowany jako:

vj = ratj ∗ delj ∗ negj ∗ dFormj ∀j ∈ N (7.11)

ratj , delj , negj , dFormj ∈ {1,∞} ∀j ∈ N (7.12)
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gdzie rat jest ogólnym wska¹nikiem oceny sprzedawcy, del dotyczy kosztu wy-
syªki, neg okre±la wypªyw negatywnych opinii, a dFrom oznacza wachlarz do-
st¦pnych form wysyªki.

Problem 1 Problem ISOP [13] mo»na ªatwo przetransformowa¢ do problemu
T-ISOP. Tym samym mo»na przeprowadzi¢ dowód zawarty w sekcji 4.2 przedsta-
wiaj¡cy transformacj¦ pseudo-wielomianow¡ ze znanego powszechnie silnie NP-
zupeªnego problemu Exact Cover by 3-sets (X3C) [33].

Twierdzenie 7 Problem T-ISOP jest silnie NP-trudny.

Dowód 9 Zaªó»my sytuacj¦, w której obie funkcje zwi¡zane z zaufaniem (OPay)
i (v) wynosz¡ 1 dla ka»dego sklepu j (∀nj=1OPayj = 1, ∀nj=1vj = 1). Istnieje za-
tem prosta bezpo±rednia transformacja z problemu ISOP do problemu T-ISOP.
Tym samym mo»na przeprowadzi¢ taki sam dowód jak w twierdzeniu 1. Tak wi¦c
problem T-ISOP jest silnie NP-trudny, a dodatkowo nie istnieje wielomianowe
(c · lnn)-aproksymacyjne rozwi¡zanie dla problemu T-ISOP, chyba »e P = NP.

Wyniki przeprowadzonego badania ankietowego wykazaªy, »e w wi¦kszo±ci
przypadków u»ytkownicy ceni¡ sobie, poza �nalnym niskim kosztem, wi¦ksz¡
renom¦. Obok ocen i opinii klientów zaufanie opiera si¦ na solidnych zabezpie-
czeniach metod pªatno±ci, spójno±ci jako±ci produktów prezentowanych w sklepie
internetowym z tymi otrzymanymi przez u»ytkownika, oraz efektywnych mo»li-
wo±ciach dostawy.

Wcze±niej opisan¡ sytuacj¦ mo»na zauwa»y¢, gdy sklepy o ni»szej renomie
staraj¡ si¦ przyci¡ga¢ nowych klientów poprzez redukcj¦ kosztów. W przeciwie«-
stwie do bardziej renomowanych i zaufanych sprzedawców, którzy mog¡ sobie
pozwoli¢ na utrzymanie lub nawet podniesienie cen oferowanych produktów. W
przypadku podobnych ofert, sklep o ni»szej renomie mógªby zosta¢ zawetowany
lub wybrane zostan¡ sklepy posiadaj¡ce wy»sze wska¹niki ocen.

7.3 Algorytmy

Pocz¡tkowym podej±ciem, które mo»na zastosowa¢ do rozwi¡zania problemu T-
ISOP, uwzgl¦dniaj¡cego czynnik zaufania i opinie klientów, mo»e by¢ u»ycie
algorytmu genetycznego (GA). Metoda zainspirowana jest naturalnym procesem
ewolucji w wyniku selekcji naturalnej opisanej przez Charlesa Darwina w 1858
roku. Obecna posta¢ GA zostaªa sformalizowana przez Johna Hollanda w latach
70 [41]. Aktualny zapis algorytmu genetycznego wykorzystywanego do celów
niniejszych bada« jest zobrazowany poprzez algorytm 12.

GA rozpoczyna dziaªanie od wygenerowania populacji przypadkowych loso-
wych rozwi¡za«, a nast¦pnie rozpoczyna wykonywanie p¦tli, która ko«czy si¦,
gdy warunek zako«czenia jest speªniony � tutaj maksymalna liczba wygenero-
wanych pokole«. Wewn¡trz p¦tli, dwa osobniki p1 i p2 z populacji s¡ wybierane
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metod¡ selekcji. Wybrane osobniki bior¡ udziaª w etapie tworzenia nowego po-
kolenia poprzez krzy»owanie � powstaj¡ potomkowie. Nowo powstaªe osobniki s¡
poddawane mutacji, a nast¦pnie wyznaczona zostaje warto±¢ funkcji przystoso-
wania. Je±li dla danego potomka warto±¢ funkcji przystosowania jest lepsza ni»
dla najgorszego rozwi¡zania w populacji, to dane potomstwo je zast¦puje (stra-
tegia z cz¦±ciow¡ reprodukcj¡, elityzm). Po speªnieniu warunku zako«czenia,
najlepsze rozwi¡zanie z populacji jest zwracane, a GA ko«czy swoje dziaªanie.

Algorytm 12 Genetic Algorithm (GA)

1: Inicjalizacja population o rozmiarze populationSize rozwi¡za« losowych
2: while currentGeneration < maxGenerations do
3: Wybierz p1 and p2 z population poprzez selection()
4: Uzyskaj offspring poprzez zastosowanie crossover() do p1 i p2
5: Zastosuj mutation() na offspring
6: Oce« fitness() dla offspring
7: if offspring jest lepszy ni» worst then
8: Usu« worst z population
9: Dodaj offspring do population
10: end if
11: end while
12: return best z population

7.4 Eksperymenty obliczeniowe

Dane eksperymentalne skªadaj¡ si¦ z dwóch zestawów:

• 10 produktów i 20 sklepów 10n20m (10_20_1125, 10_20_1343, 10_20_1729,
10_20_2094, 10_20_3596, 10_20_4069, 10_20_4186, 10_20_4590, 10_20_5339,
10_20_5721),

• 20 produktów i 20 sklepów 20n20m (20_20_1085, 20_20_1207, 20_20_1413,
20_20_1535, 20_20_1817, 20_20_2321, 20_20_2329, 20_20_3361, 20_20_3869,
20_20_4207).

Ostatnia warto±¢ przy ka»dej nazwie instancji zostaªa u»yta jako ziarno do wy-
generowania losowo rozªo»onych ocen liczbowych dla ka»dego sklepu, z ±redni¡
warto±ci¡ 7 i odchyleniem standardowym 2. Odpowiada to wynikom wcze±niej
przeprowadzonych analiz.

Do eksperymentów zastosowano trzy warto±ci veta (3,6,9). Sklepy o warto±ci
wy»szej lub równej warto±ci veta s¡ uwzgl¦dniane przy zakupie produktów znaj-
duj¡cych si¦ na li±cie zakupów. Warto±¢ veta wynosz¡ca 0 zostaªa wykorzystana
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jako kontrolna, w ramach której uwzgl¦dniono wszystkie sklepy, niezale»nie od
ich wska¹ników oceny.

Funkcja nadpªaty T zostaªa zde�niowana za pomoc¡ nast¦puj¡cych warto±ci:

T (x) =



prodCost(x) ∗ 1.0, je»eli 0 ≤ rating(x) ≤ 1;

prodCost(x) ∗ 1.05, je»eli 1 < rating(x) ≤ 4;

prodCost(x) ∗ 1.1, je»eli 4 < rating(x) ≤ 7;

prodCost(x) ∗ 1.2, je»eli 7 < rating(x) ≤ 9;

prodCost(x) ∗ 1.3, je»eli 9 < rating(x) ≤ 10.

gdzie x reprezentuje sklep, prodCost(x) produkty z listy zakupów, które zo-
staªy zakupione w sklepie x i rating(x) jako wska¹nik oceny sklepu x.

Populacja GA zostaªa ustalona na 50 osobników, z maksymaln¡ liczb¡ 25
000 pokole«. Operatorem selekcji byª Binary Tournament Selection [67]. Za-
stosowanym operatorem krzy»owania byª Integer Simulated Binary Crossover
(SBX [8, 24]) z prawdopodobie«stwem wymiany 0,9. Wykorzystanym operato-
rem mutacji byªa mutacja wielomianowa (Integer Polynomial Mutation [79]) o
prawdopodobie«stwie mutacji pm = 0, 05. Nie byªo limitu czasowego na rozwi¡-
zanie instancji w eksperymencie obliczeniowym.

W tabeli 7.2 zaprezentowano wyniki eksperymentu obliczeniowego. W pierw-
szej kolumnie podano ró»ne, brane pod uwag¦ warto±ci veta. Dla ka»dego zestawu
warto±ci veta obliczono skumulowany czas w milisekundach, który wykorzystaª
GA na rozwi¡zanie wszystkich instancji w zestawie. Ponadto, zaznaczono ±redni¡
ocen¦ sklepów wybranych do ostatecznych rozwi¡za«, oraz ±redni¡ obiektywn¡
warto±¢ (OW) lub caªkowity koszt listy zakupów ka»dego zestawu.

Mo»na zauwa»y¢, »e ª¡czny koszt listy zakupów wzrasta wraz ze ±redni¡ ocen¡
wybranych sklepów. Wskazuje to, »e T-ISOP mo»na w przyszªo±ci modelowa¢
jako wieloobiektowy problem optymalizacyjny (dwie funkcje celu). Eksperyment
powinien by¢ postrzegany jako wa»ny pierwszy krok otwieraj¡cy szerokie mo»li-
wo±ci dla przyszªych bada«. Rzeczywiste dane zgromadzone w procesie dogª¦b-
nej analizy rynku (niezmiernie trudne zadanie) mog¡ by¢ wykorzystane do udo-
skonalenia projektu algorytmu, procesu optymalizacji i wykorzystania bardziej
szczegóªowego modelu T-ISOP.
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Tabela 7.2. Wyniki eksperymentu obliczeniowego

10n20m 20n20m

veto = 9
Czas(ms) 2279 2613
�rednia ocena 9.49 9.42
OW 133.73 330.49

veto = 6
Czas(ms) 2085 2493
�rednia ocena 7.65 7.71
OW 100.51 155.18

veto = 3
Czas(ms) 2049 2567
�rednia ocena 5.84 6.72
OW 83.43 157.89

veto = 0
Czas(ms) 2209 2594
�rednia ocena 6.35 6.76
OW 87.59 172.58

7.5 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przeanalizowano rozszerzenie ISOP formuªuj¡c problem
optymalizacji Trusted Internet Shopping Optimization Problem (T-ISOP). Czyn-
niki zaufania zostaªy dokªadnie przeanalizowane z punktu widzenia klienta. Ana-
liza opiera si¦ na specjalnie przygotowanej ankiecie, uzupeªnionej o informacje
z literatury oraz wªasne spostrze»enia. W ten sposób mo»liwe byªo zapropono-
wanie de�nicji nowego modelu matematycznego problemu i udowodnienie jego
przynale»no±ci do klasy problemów silnie NP-trudnych. W dalszej cz¦±ci roz-
dziaªu przedstawiono wiele interesuj¡cych spostrze»e« i dyskusji dotycz¡cych
zarówno natury problemu, jak i jego mo»liwych rozwi¡za«.

Zaproponowany zostaª algorytm, który mo»e by¢ wykorzystany do skutecz-
nego rozwi¡zania problemu. Nale»y podkre±li¢, »e jest to dopiero pierwszy krok
i pierwsza próba zde�niowania problemu T-ISOP. Przyszªe prace b¦d¡ pole-
gaªy na dogª¦bnej analizie czynnika zaufania i poª¡czeniu go z optymalizacj¡
problemu (tak»e z bardziej technicznego punktu widzenia [62]). Interesuj¡cym
pomysªem badawczym na przyszªo±¢ jest przygotowanie eksperymentów oblicze-
niowych na podstawie rzeczywistych danych. Ponadto naturalne i inspiruj¡ce
wydaje si¦ wzbogacenie problemu Cloud Brokeringu [37] o analiz¦ czynnika za-
ufania. Cloud Brokering jest niezwykle interesuj¡cym zagadnieniem i zgodnie z
nasz¡ najlepsz¡ wiedz¡ cierpi z powodu braku analizy zaufania i wpªywu czynni-
ków reputacji na rynek. S¡ to gªosy pojawiaj¡ce si¦ zarówno w±ród naukowców,
jak i wielu �rm dziaªaj¡cych na rynku e-commerce w zakresie Cloud Brokeringu.



Rozdziaª 8

Podsumowanie i perspektywa

dalszych prac

Rozwój obecnie znanej sieci Internet rozpocz¡ª si¦ w latach 60-tych ubiegªego
wieku. Po drodze przeszedª wiele zmian i ewoluowaª, aby osi¡gn¡¢ znan¡ przez
nas, dzisiejsz¡ form¦. Znacznie trudniej jest obecnie powiedzie¢, czego nie znaj-
dziemy w Internecie. Ilo±¢ informacji kr¡»¡cych w ró»nych zak¡tkach sieci jest
wr¦cz przytªaczaj¡ca i coraz trudniejsza do przeanalizowania. Internet jest nie
tylko ¹ródªem informacji, ale praktycznie sposobem na »ycie. Mo»na dzi¦ki niemu
pracowa¢, uczy¢ si¦, sprawnie komunikowa¢ si¦ (równie» wideo) z odlegªymi kra-
jami, ogl¡da¢ �lmy, sªucha¢ muzyki, gra¢ w gry, robi¢ zakupy, itd. Rozwój rynku
e-commerce post¦puje równie» od wielu lat. Na dzie« dzisiejszy, w±ród niektó-
rych asortymentów produktów, sklepy internetowe zaczynaj¡ wypiera¢ trady-
cyjny model handlu. �atwo±¢ dotarcia do znacznie szerszego grona odbiorców,
czy pozyskania wielu ofert na ten sam produkt stymuluje wzrost rynku handlu
elektronicznego. Obserwowany w ostatnich latach bardzo dynamiczny rozwój e-
commerce powoduje pojawianie si¦ przytªaczaj¡cej dla klienta ilo±ci informacji
handlowych. Pojawiaj¡ si¦ zatem rozwi¡zania maj¡ce wspomaga¢ zakupy inter-
netowe. W±ród istniej¡cych, warto na pewno wymieni¢ porównywarki cen, czy
systemy rekomenduj¡ce. Szeroka oferta mo»liwych form dostawy, czy pªatno±ci
jeszcze bardziej zach¦ca do zakupów online. Niestety, wedªug mojej najlepszej
wiedzy, do dzi± nie powstaªo sprawnie dziaªaj¡ce rozwi¡zanie, które b¦dzie w sta-
nie dokona¢ analizy kupowanych przez nas wielu produktów. Takiej, aby mo»-
liwy byª zakup przy najni»szej mo»liwej cenie i mógª speªnia¢ ponadto szereg
wymaga« i dodatkowych kryteriów.

Problem optymalizacji zakupów internetowych obrazuje sytuacj¦, gdzie klient
ma zamiar zakupi¢ kilka produktów ze sklepów internetowych. W najprostszej
formie ma uzyska¢ odpowied¹ gdzie nale»y dokona¢ zakupów (mo»e to by¢ wiele
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sklepów, b¡d¹ jeden), aby zapªaci¢ najni»sz¡ mo»liw¡ kwot¦. Kolejne wersje /
rozwini¦cia problemu opisuj¡ dodatkowe atrybuty i przedstawiaj¡ coraz bar-
dziej skomplikowane (aczkolwiek, co nale»y podkre±li¢ coraz bli»sze wymaga-
niom klienta) wersje problemu ISOP. Dodatkowe kwestie mog¡ dotyczy¢ np.
zmiennych cen wysyªki, rabatów udzielanych przez sklepy, czynników zaufania,
mo»liwo±ci ulubionej formy wysyªki, czy pªatno±ci. Mog¡ równie» obejmowa¢
wymagania na produkty krótkotrwaªe, czy ograniczony bud»et kupuj¡cego.

W niniejszej ksi¡»ce skrótowo przedstawiono obecn¡ sytuacj¦ / kondycj¦
rynku e-commerce, jako wprowadzenie do gªównego tematu. Jest nim prezen-
tacja ró»nych (wszystkich jego najwa»niejszych odmian) wariantów problemu
ISOP. Przytoczono modele matematyczne, opisy, prezentacje autorskich algo-
rytmów i wyniki eksperymentów obliczeniowych.

Warto podkre±li¢, »e ze wzgl¦du na aplikowalny charakter bada« tematyka
znajduje spore zainteresowanie w±ród ±rodowisk naukowych czy biznesowych.
Przykªadem mo»e by¢ fakt uzyskania grantu naukowo-badawczego na mi¦dzyna-
rodowy projekt Internet Shopping Optimization Project1 (wspóª�nansowanego
przez NCBR2 i FNR3), który byª z wielkim sukcesem realizowany w latach 2014-
2017. Uzyskane wyniki znacznie przekroczyªy wymagania postawione zespoªowi
realizuj¡cemu zadania projektowe. Autor niniejszej publikacji byª jednym z gªów-
nych naukowców bior¡cych udziaª w badaniach. Obecnie trwaj¡ rozmowy doty-
cz¡ce mo»liwych wdro»e« tematyki ISOP.

Problem ISOP caªy czas ewoluuje. Istnieje wiele sytuacji rynkowych, które
nadal warto zamodelowa¢. Poza odmianami problemu ±ci±le zwi¡zanymi z te-
matyk¡ problemu ISOP, innym interesuj¡cym punktem badawczym mogªoby
by¢ proste narz¦dzie symulacji wspomagaj¡ce podejmowanie decyzji. Ponadto
korzystne mogªoby by¢ zastosowanie podej±¢ inspirowanych biologi¡, wykorzy-
stanych w tym zakresie modeli [83] i wyników oblicze« [97, 4]. Ponadto, wiele
funkcji dodatkowych (jak np. te dotycz¡ce czynników zaufania) mog¡ by¢ sperso-
nalizowane dla ka»dego u»ytkownika. Proces personalizacji mo»e by¢ realizowany
jako pomocnicze narz¦dzie decyzyjne dla kupuj¡cych. Pozwoli to na przygoto-
wanie analizy eksperymentalnej dedykowanej ka»demu u»ytkownikowi zgodnie
z jego szczegóªowymi potrzebami i wymaganiami. Wszystkie wspomniane kroki
wymagaj¡ jednak ogromnej ilo±ci nadchodz¡cej, ekscytuj¡cej pracy.

Zdecydowanie nale»y te» wspomnie¢ o szerokiej tematyce Cloud Brokreingu
[37]. Problemy po±redników uczestnicz¡cych w handlu usªug chmurowych s¡ w
wielu sytuacjach zbie»ne z problemami opisanymi w niniejszym wydawnictwie.
Z pewno±ci¡ warto zgª¦bi¢ tematyk¦ Cloud Brokeringu z punktu widzenia pro-
blemów ISOP i przedsi¦biorstw uczestnicz¡cych w szeroko poj¦tym handlu in-
ternetowym. Mo»e to da¢ pole do nowych, bardzo ciekawych bada« naukowych,
jak i szeroko zakrojonej wspóªpracy na linii nauka-biznes.

1http://www.cs.put.poznan.pl/ishop/
2Narodowe Centrum Bada« i Rozwoju � http://www.ncbr.gov.pl
3Fonds National de la Recherche � https://www.fnr.lu
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