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Rozdzial 1

Modele liniowe

Programowanie liniowe jest najczesciej stosowanym modelem optymali-
zacji ze wzgledu na istnienie sprawnych algorytmow znajdowania rozwigza-
nia optymalnego, a takze intuicyjnos¢ liniowych zaleznosci wystepujacych w
modelu.

1.1. Ogéblna posta¢ modelu decyzyjnego

Model matematyczny jest konstrukcja formalna [2] odwzorowujaca istot-
ne cechy sytuacji decyzyjnej. Budowa modelu decyzyjnego jest jednym z naj-
trudniejszych etapéw w metodzie badan operacyjnych. Wyrdznienie istot-
nych cech sytuacji decyzyjnej jest na ogoét trudne i wymaga starannej anali-
zy. Zwykle nie wystarcza ograniczenie sie¢ do opisu sytuacji przedstawionego
przez decydenta. Wazne jest rowniez, aby przy budowie modelu braé¢ pod
uwage dostepno$¢ wymaganych danych liczbowych oraz mozliwosé rozwia-
zania problemu w rozsadnym czasie.

Ogdlna postaé matematyczna modelu decyzyjnego jest nastepujaca:

zmaksymalizowaé (zminimalizowac)
z=f(x1,...,2p) (1.1)
przy ograniczeniach
gi(x1,...,zn) =0, i=1,....,m (1.2)

Funkcje (1.1) nazywa sie funkcjg celu lub funkcja kryterium. Warto$é
z jest miarg oceny podjetej decyzji. Kierunek optymalizacyt wskazuje, czy

poszukujemy maksimum, czy minimum funkcji celu. Zmienne z1,...,x, to
zmienne decyzyjne. Okreslaja one alternatywne decyzje. Warunki (1.2) na-
zywamy warunkami ograniczajgcymi. Zbior {(x1, ..., xn) : gi(x1, ..., xy) =
0,i=1,...,m} nazywamy zbiorem rozwigzarn dopuszczalnych.

W szczegdlnych wypadkach zbidér ograniczen moze byé zbiorem pustym.
Wtedy kazde rozwiazanie z dziedziny funkcji f jest rozwigzaniem dopusz-
czalnym. W sytuacjach, gdy wyboru decyzji nalezy dokonaé¢ z punktu widze-
nia wielu r6znych kryteriéw (miar oceny) wprowadza sie wiele funkcji celu,
a problem nazywa sie wielokryterialnym.

Wazna klasa modeli decyzyjnych sa modele liniowe. W modelu liniowym
zarowno funkcja celu, jak i ograniczenia sg funkcjami liniowymi. Model li-
niowy przyjmuje postac:

zmaksymalizowaé (zminimalizowac)

z:f(ml,...,xn):chxj (1.3)
j=1
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przy ograniczeniach
n
gi(ml,...,mn):Zaijxj<bi, i:1,...,m (1.4)
j=1

Modele liniowe maja dwie wazne zalety: po pierwsze istniejg sprawne
pod wzgledem obliczeniowym algorytmy znajdujace rozwiazania optymalne
zadan programowania liniowego, po drugie zaleznosci liniowe sa tatwe do
sformutowania. Co prawda adekwatno$é¢ modeli liniowych nie zawsze jest
zadowalajaca, ale zwykle stanowig one wystarczajaco dobre przyblizenie sy-
tuacji decyzyjnej. Nastepujace aksjomaty liniowos$ci pomagaja rozstrzygnad,
czy dany element sytuacji decyzyjnej moze by¢ modelowany za pomoca za-
leznosci liniowych [3]:

— Aksjomat podzielno$ci. Ogdlna wielkos¢ kazdego naktadu i odpowiada-
jacy mu efekt (zysk) sa doktadnie proporcjonalne do poziomu nakladu.
W konsekwencji zwickszenie naktadu skutkuje zawsze proporcjonalnym
zwiekszeniem efektu.

— Aksjomat addytywnodci. Przy danych poziomach dziatalnodci dla kazdej
ze zmniennych decyzyjnych, ogélna wielko$é¢ kazdego z nakladéw oraz
wynik ogdtem sg sumami naktadéw i wynikéw dla kazdego procesu in-
dywidualnego.

Zauwazmy, ze efekt w postaci wielkosci sprzedazy czesto jest mniej niz
proporcjonalny do naktadéw na promocje, zatem w takiej sytuacji aksjomat
podzielnoéci nie jest spelniony. Podobnie czesto spotykany efekt synergiit
jest przykladem, gdzie nie jest spelniony aksjomat addytywnosci.

1.2. Przyktad

Mala firma South American Coffee Ltd. (SAC Ltd.) produkuje na ry-
nek polski cztery mieszanki kawy: Northwest Passage Blend, Sunrise Blend,
Harbormaster oraz French Ezpedition. Kazda mieszanka zawiera trzy pod-
stawowe sktadniki: kawe brazylijska, kolumbijska i peruwianska. Firma po-
siada ograniczone zapasy poszczegdlnych gatunkow kawy. Popyt na kazda
z mieszanek jest wiekszy niz mozliwoéci produkcyjne firmy SAC Ltd. Jak
zaplanowaé produkcje poszczegélnych mieszanek, aby uzyska¢ maksymalny
zysk z ich sprzedazy?

1.2.1. Analiza sytuacji decyzyjnej

Mieszanki sa sprzedawane w paczkach po 100g. Tablica 1.1 przedstawia
sktad (w dag na paczke) kazdej z mieszanek, zysk w [z1/kg] z ich sprzedazy
oraz posiadane przez firme zapasy kawy poszczegdlnych gatunkéw.

Ile paczek kazdej z mieszanek nalezy wyprodukowaé z posiadanych za-
pasow surowca, aby catkowity zysk ze sprzedazy byl maksymalny?

! Synergia - zjawisko polegajace na tym, ze wspétdzialajace elementy dajg wypad-
kowy wynik pod jakim$ wzgledem wigkszy niz suma skutkéw wywotanych przez kazdy z
elementéw z osobna.
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Tablica 1.1. Sklad mieszanek kawy

Kawa
Mieszanka brazylijska  kolumbijska peruwianska zysk
[dag] [dag] [dag] [z1/kg]
Northwest Passage 2 4 4 80
Sunrise Blend 4 5 1 60
Harbormaster 3 3 4 40
French Expedition 7 2 1 50
zapas [kg] 80 64 60

1.2.2. Budowa modelu matematycznego

Oznaczmy przez x1 liczbe planowanych do produkcji paczek mieszanki
Northwest Passage Blend, zs - liczbe paczek mieszanki Sunrise Blend, x3
- liczbe paczek mieszanki Harbormaste i przez x4 liczbe paczek mieszanki
French Expedition. Skoro zysk ze sprzedazy 1 kg kawy Northwest Passage
Blend wynosi 80 z1, to tatwo obliczy¢, ze zysk ze sprzedazy jednej paczki wy-
nosi 8 zt. Podobnie przeliczamy zysk dla pozostatych mieszanek. Catkowity
zysk ze sprzedazy tych mieszanek obliczamy jako sume zyskow ze sprzedazy
kazdej mieszanki z = 8x1 + 6x2 + 3x3+ 5x4. Zysk ten jest funkcja zmiennych
decyzyjnych z;,1 = 1,...,4. Szukamy maksymalnej wartosci tej funkcji, co
zapisujemy nastepujaco:

zmaksymalizowaé  f(z1, x2, x3,x4) = 81 + 6x2 + 323 + Sy (1.5)

Wartos$é zysku, ktéry firma SAC Ltd. moze uzyskaé jest jednak ogra-
niczona od gory ze wzgledu na ograniczone zapasy kawy. Ograniczenia te
formutlujemy osobno dla kazdego gatunku kawy. llos¢ kawy brazylijskiej we
wszystkich mieszankach nie moze przekroczy¢ 80 kg.

2x1 + 4xo + 3x, + Txg4 < 8000 (1.6)

Podobnie budujemy ograniczenia dla pozostalych gatunkow kawy: ko-
lumbijskiej (1.7) i peruwianskiej (1.8).

4x1 4 5o + 3x4 + 224 < 6400 (1.7)

dx1 4 x9 + 4z, + 24 < 6000 (1.8)

Ponadto, logiczne jest zalozenie, ze zmienne x;,7 = 1,...,4 przyjmuja
wartosci nieujemne:

x; 2 0,i=1,2,3,4 (1.9)

Zmienne x; to zmienne decyzyjne, funkcja (1.5) jest funkcjq celu, a nie-
réwnosci (1.6)-(1.9) - ograniczeniami. Latwo zauwazy¢, ze zaréwno funkcja
celu, jak 1 prawe strony ograniczen sa funkcjami liniowymi.

Sformutowane zadanie jest zatem zadaniem programowania liniowego.

1.2.3. Rozwiazanie zadania decyzyjnego

Zanim przejdziemy do omoéwienia metod rozwiazywania zadan progra-
mowania liniowego, rozwiazemy nasze zadanie korzystajac z solwera, np.
oprogramowania ExploreLP. Program uruchamiamy z wiersza polecen. W
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pierwszym kroku podajemy liczbe ograniczen (bez ograniczen brzegowych)
oraz liczbe zmiennych decyzyjnych. W naszym przyktadzie mamy 4 zmienne
i 3 ograniczenia (Rys. 1.1).

Size of Problem Dialog _|

Enter S5ize of Problem

Mumber of Constraints
o< M < 19

|3
Mumber of Yariables
[Hot Including Slacks, Surplus, |..-,|,|
or Acrtificial Yariables]
o< M <« 51

Cancel OK

Rysunek 1.1. Wprowadzanie liczby zmiennych i ograniczen w programie ExploreLP.

Na rysunku 1.2 przedstawiono ekran programu podczas wprowadzania
danych. Wprowadzamy wspélczynniki przy zmiennych w ograniczeniach oraz
funkeji celu (ostatni wiersz), kierunek oraz prawe strony ograniczen. Po-
niewaz szukamy maksimum funkcji, ustawiamy przycisk Positive values
indicate column to enter, a nastepnie wybieramy polecenie Show initial
tableau. Teraz nalezy zapisaé¢ plik z danymi.

#* Formulated Problem - MoMam... [= |[E3 ||
Inserk
Enter symmbol: either < or = or = . Then taly, arrocw

or click to anocther cell.

Mames “arl YWar? Yard YWard Rel RHS
Rowl - 4 3 F < 8000
R owe? 4 5 3 2 < G400
Row3 4 1 4 1 < 6000
O bj 8 B 3 5 |=| 1]
Sign Conwvention
= MHegative Yalues Indicate Columns To Enter
- Positiwve YWalues Indicate Columns To Enter
Cancel Show Irital Tableau

Rysunek 1.2. Wprowadzanie danych w programie ExplorelLP.

W kolejnym kroku w zaktadce Compute wybieramy opcje Find optimal
solution, a po wykonaniu obliczen rozwigzanie mozemy odczytaé¢ wybiera-



1.8. Metoda sympleks 9

jac w zakladce View opcje Solution. Wyglad ekranu na tym etapie przed-
stawia Rys. 1.3

Enter symbol: either < or > or =. Then tab, arrow
or ¢lick to another cell.

Mames Varl Va2 Va3 Vard Rel | RHS

2 4 k] i«
Ll 5 k] 2«
4 1 4 1 <
8 [ 3 5 =

Sign Convention
" Megative Yalues Indicate Columns To Enter

# Positive Values Indicate Columns To Enter

Show Inital Tableau |

1200 /* Current Solution - NoNameAWA.... [5[=] b

51
176
02

Cancel ‘

7124

| A74 134 0 /6 2312 0| -13800 Symbol | Vaistle [ Stats | Ve |
A1 Warl Basic 1200
X2 Ward Nonbasic i
Column [Entering] Yariable Pi %3 Vard Nonbasic 0
- b Ward Basic 00
K1: Varl 51 SlackRowl  Nonbasic 0
RRE W e 52 Slack RowZ  Nonbasic 0
R EaTIng ) s aratie - 53 Slack Row3 Basic 400
53: Slack Row3 . OBJ (b Basic -13600

Rysunek 1.3. Odczytywanie rozwiazania w programie ExploreLLP.

Odczytujemy wartosci zmiennych w rozwiazaniu optymalnym: z; = 1200,
xo =0, x3 =0, £4 = 800 oraz warto$é¢ zysku z = 13600.

1.2.4. Ocena poprawnosci i realnosci uzyskanych rozwigzan oraz
ewentualna korekta modelu

Optymalny plan produkcji wynikajacy z rozwiazania zadania programo-
wania liniowego to 1200 paczek mieszanki Northwest Passage Blend oraz
800 paczek mieszanki French Fxpedition, co pozwala osiagnaé zysk 13600 zt.
Rozwigzanie to jest mozliwe do przyjecia, a zatem mozna je zaproponowad
do realizacji. Metoda programowania liniowego pozwala na znacznie glebsza
analize tego rozwiazania, bedziemy ja kontynuowaé¢ w kolejnych rozdziatach.
Przedtem jednak zapoznamy sie z metoda sympleks, aby lepiej wykorzystaé
mozliwoéci dostepnego oprogramowania.

1.3. Metoda sympleks

Istnieje kilka metod rozwiazywania zadan programowania liniowego. Naj-
prostszg jest metoda graficzna, jednak jej praktyczne zastosowanie ogra-
nicza sie do zadan z dwiema zmiennymi decyzyjnymi. Druga, najczedciej
stosowana metoda jest metoda sympleks, zaproponowana w roku 1947 przez
Amerykanina George’a Dantziga. Metoda ta bazuje na wlasnosciach zbio-
row rozwiazan optymalnych i wynikach algebry liniowej. Jej nazwa pochodzi
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od sympleksu, czyli figury liniowo wypuktej, jaka jest zbiér rozwigzan do-
puszczalnych problemu programowania liniowego. Wada metody sympleks
jest wysoka ztozono$¢ obliczeniowa w najgorszym wypadku. W wiekszoéci
zastosowan praktycznych jednak metoda ta pozwala znalezé rozwiazanie za-
dania programowania liniowego w stosunkowo krétkim czasie (liniowo za-
leznym od rozmiaru zadania), dzigki czemu jest zastosowana w wiekszosci
popularnych solweréw. Pod koniec lat siedemdziesiatych dwudziestego wieku
zaproponowano pierwsza metode o ztozonosci wielomianowej, tzw. metode
elipsoidalng. Autorem tej metody byl matematyk ormianskiego pochodzenia
Leonid Chaczijan (Khachiyan). Dzisiaj jej znaczenie jest gléwnie teoretycz-
ne, gdyz szacuje sie, ze przewaga metody elipsoidalnej nad sympleksowa
ujawnia sie dopiero przy 1000 ograniczeniach i 50 000 zmiennych [1]. W
roku 1984 informatyk hinduski Narendra Karmarkar opracowal kolejny al-
gorytm wielomianowy, tzw. metode punktu wewnetrznego. Jest to obecnie
najszybszy asymptotycznie algorytm rozwigzywania zadan programowania
liniowego, ale jego przewage nad algorytmem sympleks mozna réwniez za-
uwazy¢ dopiero przy duzej liczbie zmiennych i ograniczen. W roku 2000
metode sympleksowa uznano za jeden z 10 czotowych algorytméw ubiegtego
stulecia [1].

1.3.1. Ogodlne sformulowanie problemu programowania liniowego

Sformutowanie problemu rozwazanego w punkcie 1.2 mozna uogdélnié¢ na
n zmiennych i m ograniczen nastepujaco:

zmaksymalizowaé (zminimalizowac)

n
z:f(xl,...,a:n):chxj (1.10)
j=1
przy ograniczeniach
n
gi(x1, ... wn) = Y ajjzj < b, i=1,...,m (1.11)
j=1
Wspdtezynniki ¢;, bj, a:5,1 = 1,...,n,j = 1,...,m sy parametrami pro-
blemu, a x;,i = 1,...,n, zmiennymi decyzyjnymi.

Algorytm sympleks wymaga sprowadzenia zadania programowania linio-
wego do postaci standardowej, w ktérej ograniczenia maja postaé¢ réwnan,
wszystkie zmienne sa nieujemne, a takze prawe strony ograniczen sg licz-
bami nieujemnymi. Zalozymy ponadto, ze w postaci standardowej funkcja
celu jest maksymalizowana.

Ogodlne sformutowanie zadania programowania liniowego w postaci stan-
dardowej przedstawiono ponizej:

n
zmaksymalizowaé z = f(z1,...,2,) = Zc]mj (1.12)
j=1
n
przy ograniczeniach Z ajjrj =bj,i=1,...,m (1.13)
j=1

Tlyeoo,Zp 20 (1.14)
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Kazde zadanie programowania liniowego mozna sprowadzi¢ do réwno-
waznej postaci standardowej. W tym celu w nieréwnosciach wprowadzamy
tzw. zmienne uzupelniajgce. Zaleznie od kierunku nieréwnosci zmienne te
dodajemy badz odejmujemy od prawej strony ograniczen. Zmienne uzupet-
niajace w funkcji celu maja wspotczynniki réwne zero. Nastepnie, jezeli po
prawej stronie wystepuja liczby ujemne, to odpowiednia réwno$é mnozymy
obustronnie przez (-1).

Zadanie z przykladu 1.2 sprowadzamy do postaci standardowej wprowa-
dzajac zmienne sy, s 1 s3, odpowiednio w ograniczeniach (1.6)-(1.8). Zadanie
w postaci standardowej przedstawiaja réwnania (1.15)-(1.20).

zmaksymalizowaé 81 + 6x9 + 3x3 + Hxy (1.15)

przy ograniczeniach:

2z1 + 4x2 + 3z, + T4 + 51 = 8000 (1.16)
421 4 bxa + 35 + 224 + 52 = 6400 (1.17)
4x1 + xo + 4x; + 24 + 53 = 6000 (1.18)
2;>0,i=1,2,3,4 (1.19)
$i>0,i=1,2,3 (1.20)

1.3.2. Wtasnosci rozwigzan optymalnych

Zbiér punktéw n-wymiarowej przestrzeni R" spelniajacych réwnania (1.13)-(1.14)
nazywamy zbiorem rozwigzan dopuszczalnych zadania i oznaczymy jako X.
7Zbioér ten jest liniowo wypuktly, co oznacza, ze jezeli punkty x,y naleza do
X, to kazda kombinacja wypukla tych punktéw: ax+ (1 —a)y, gdzie a > 0,
rowniez nalezy do X.

7 twierdzenia Kroneckera-Capellego w algebrze liniowej wynika, ze jezeli
liczba zmiennych jest mniejsza lub réwna od liczby ograniczen (dla réw-
nan wzajemnie niezaleznych), to uktad réwnan (1.13) ma co najwyzej jedno
rozwigzanie. W takim wypadku albo zbiér rozwiazan dopuszczalnych jest
zbiorem pustym albo jednoelementowym i znalezienie optimum jest trywial-
ne. W sytuacji, gdy n > m, rozwiazanie uktadu réwnan powstalego przez
przyréwnanie do zera (n—m) zmiennych nazywa si¢ rozwigzaniem bazowym i
odpowiada wierzchotkowi wieloScianu X'. Zadanie programowania liniowego
z dowolng liczba zmiennych mozna zatem rozwiazaé, wyznaczajac wszystkie
wierzchotkowe punkty wieloscianu &', a nastepnie poréwnujac wartosci funk-
cji w punktach wierzchotkowych. Liczba wierzchotkéw wieloscianu jest rzedu
m', a zatem bylby to sposéb bardzo pracochlonny. Istota metody symplek-
sowej sprowadza sie¢ do tego, ze jezeli jest znany jakikolwiek wierzchotkowy
punkt i warto$é¢ funkcji celu w tym punkcie, to w kolejnym kroku iteracji
przechodzimy do wierzchotka, znajdujacego si¢ na jednej krawedzi z odnale-
zionym juz punktem, w ktorym funkcja celu osiaga lepsza wartosé. Iteracja
konczy sie, gdy kolejny przegladany punkt wierzchotkowy jest najlepszy pod
wzgledem odpowiednich wartoéci funkcji celu.
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Zaobserwujmy nastepujace wlasnosci wynikajace bezposrednio z liniowej

wypuklosci zbioru rozwiazan dopuszczalnych:

— Jezeli X jest zbiorem pustym, to zadanie programowania liniowego nie
ma rozwiazan.

— Jezeli X jest wielo$cianem wypuklym (sympleksem), to zadanie ma roz-
wiazanie 1 wartos¢ funkcji celu jest skonczona.

— Jezeli zbior X jest nieograniczony, to zadanie ma rozwigzanie, ale wartosé
funkcji celu moze byé nieograniczona.

— Jezeli zadanie ma wiecej niz jedno rozwiazanie, to ma ich nieskonczenie
wiele.

1.3.3. Tablica sympleks

Obliczenia zwigzane z kolejnymi krokami algorytmu sympleks wygod-
nie jest prowadzi¢ w tablicy, nazywanej tablica sympleks. Tablica sympleks
reprezentuje bazowe rozwiagzanie dopuszczalne problemu w postaci standar-
dowej i zawiera (m -+ 1) wierszy i n kolumn, gdzie m jest liczba ograniczen, a
n liczba zmiennych (lacznie ze zmiennymi uzupelniajacymi) w rozwiazywa-
nym problemie. Wiersze 1 + m odpowiadaja zmiennym bazowym. Ostatni,
(m + 1)-wszy wiersz nazywa sie wierszem wskaznikowym i zawiera wartosé
wyrazenia ¢; — zj = ¢j — ) ;cp Ci%ij, j = 1,...,n.

Tablica 1.2 przedstawia poczatkows tablice sympleks dla zadania z przy-
ktadu 1.2

Tablica 1.2. Poczatkowa tablica sympleks dla zadania z przykladu 1.2

il Bl B 8 6 3 5 0 0 0 RHS
x1 T2 x3 x4 S1 52 S3
4 3 7 1 0 0 | 8000

S2 0 5 3 2 0 1 0 | 6400

2
4

31s3] 0 @ 1 4 1 0 0 1 | 6000
8

(4] [ [8f6]3[s5]ofJoJof 0 |

1 S1 0

1.3.4. Algorytm sympleks

Algorytm sympleks

Krok 1. sprowadzié¢ problem do postaci standardowej;

Krok 2. znalez¢ dopuszczalne rozwiazanie bazowe;

Krok 3. zbudowaé poczatkowa tablice sympleks;

Krok 4. wybra¢ najwiekszy element wiersza wskaznikowego (2,41 .1);
Krok 5. jezeli 2,114 < 0, to STOP; w przeciwnym razie

a) wyznaczy¢ element zy; o najmniejszym ilorazie by /x;, dla x; > 0,
i1 € B;

b) usunaé z bazy wektor [; wprowadzi¢ do bazy wektor k; przeksztalcié
tablice sympleks przyjmujac element x;;, za element centralny prze-
ksztalcenia i stosujac nastepujace wzory:

xyj = %; Tij 1= Tij — Z:xlj (dlai#£1),j=1,...,n;
Krok 6. wrocié¢ do kroku 4.
Tablica 1.2 przedstawia poczatkows tablice sympleks dla zadania z przy-
ktadu 1.2.

Znajdujemy najwiekszy element w wierszu wskaznikowym (z41) element

centralny przeksztalcenia (z13), zgodnie z krokiem 5a algorytmu. Stosujac
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Tablica 1.3. Tablica sympleks dla zadania z przykladu 1.2 po pierwszej iteracji

‘ 5| 8] 6 [3 5 JoJoJ] o

¢ B ¢ X1 i) X3 Ta S1 S2 S3 RHS

ILlss[o]of[7/2]1[132[1][0]-1/2] 5000

2 s | 0] 0 @ -1 1 Jo | 1] -1 400

3lan [ 8 [ 1 [1/a] 1 [1/4]0o 0] 1/4 | 1500
(4] ] Jo] 4 5] 3 Jof[o] —2 [-12000 |

odpowiednio wzory z kroku 5b algorytmu otrzymujemy tablice 1.3. Tablice
1.2-1.6 przedstawiaja kolejne etapy rozwiazania problemu (1.15)-(1.20). W

kazdej tablicy zaznaczono element centralny przeksztalcenia

Tk

Tablica 1.4. Tablica sympleks dla zadania z przyktadu 1.2 po drugiej iteracji

gl 86 3 5 0 0 0 RHS
T1 T2 T3 T4 S1 S2 S3

1[si | 0] o0 0] 15/8 ] 45/8 | 1 | —7/8 | 3/8 | 4650

2 @ | 6 0| 1 | —1/4 0| 1/4 | -1/4| 100

3|a | 8 [ 1] o0 ]17/16| 3/16 | 0 | —1/16 | 5/16 [ 1475

(4] | JoJo] -4 ] 2 Jo] -1 [ -1 [-12400 |

Tablica 1.5. Tablica sympleks dla zadania z przyktadu 1.2 po trzeciej iteracji

‘ 5| 8 6 3 [ 5]0 0 0

| Be T T2 T3 T4 | S1 52 53 RHS
1[si | 0] 0| —45/2]15/2| 0 | 1 |—13/2 @ 2400
2z | 5] 0 4 -1 [17]0 1 —1/4 | 400
3lan [ 8 [ 1] 34 [5/4 0[]0 -1/4 ] 1/2 | 1400
(4] | Jo] -8 [ —2JofJo] -3 [ 1 [-13200 ]

Koncowa tablica sympleks to tablica 1.6. Jak widaé, jest to ta sama tabli-
ca, ktdra otrzymaliSmy za pomoca programu ExploreXP (rys. 1.3). Warto-
$ci zmiennych decyzyjnych odczytujemy w ostatniej kolumnie, w wierszach
odpowiadajacych zmiennym bazowym: s3 = 400,z4 = 800,xz; = 1200, a
wartos¢ funkcji celu wynosi 13600. Zmienne niebazowe przyjmuja wartosci

réwne zero: xo = x3 = §1 = S9 = 0.

1.3.5. Metoda sztucznej bazy

Nie zawsze znalezienie dopuszczalnego rozwigzania poczatkowego jest tak
tatwe, jak w przykladzie 1.2.1. Rozwazmy przyktad (1.21) -(1.25).

zminimalizowaé 2x1 4+ 29 + 23
przy ograniczeniach 7 + 3z + 23 > 3
2x1 + a2+ 223 <5
201 4+ 2x0 + 3 > 2

x1, 22,73 =0

Po sprowadzeniu do postaci standardowej otrzymujemy:
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Tablica 1.6. Koncowa tablica sympleks dla zadania z przyktadu 1.2

il B | B 8 6 3 5 0 0 0 RHS
x1 X2 xs3 T4 S1 52 S3
1| s3 0 0 —15/4 5/4 0 1/6 —13/12 | 1 400
2 | x4 5 0 1/4 1/4 1 1/6 —-1/12 0 800
3| x1 8 1 9/8 5/8 0 —-1/12 7/24 0 1200
(4] [ Jo[-17/a]-9/4a] 0 ] —-1/6 | —23/12 ] 0 [ —13600
zmaksymalizowaé —2x1 — To — T3 1.26

(1.26)

przy ograniczeniach x4 3z2 + 23 — 51 =3 (1.27)
201+ 190+ 2x3+ 59 =25 (1.28)

2z1 4+ 220 + 23 — 53 = 2 ( )

(1.30)

T1,T2,3,51,82,83 = 0

Metoda sztucznej bazy polega na wprowadzeniu do bazy zmiennych
sztucznych odpowiadajacych wierszom, w ktérych zmienne uzupelniajace
nie tworza bazy. Zmienne sztuczne majg w funkcji celu ujemne wspoétczyn-
niki o bardzo duzej wartosci bezwzglednej. Otrzymang w ten sposob tablice
poczatkowa przeksztalcamy zgodnie z algorytmem sympleks. Jezeli zada-
nie ma rozwigzanie dopuszczalne, to zmienne sztuczne opuszcza baze, w
przeciwnym razie co najmniej jedna zmienna sztuczna pozostanie w bazie.
Szczegdlowo algorytm sztucznej bazy przedstawiamy ponizej.

Metoda sztucznej bazy

Krok 1. Wprowadzamy k < m zmiennych sztucznych. Zmienne te sa nie-
ujemne, a ich wspolczynniki w funkeji celu przyjmuja wartosé (—M),
gdzie M jest duza liczba dodatnia.

Krok 2. Tablice sympleks ze sztucznymi wektorami przeksztalcamy jak
zwykla tablice, dopoki:
a) wszystkie sztuczne wektory zostana wyeliminowane z bazy, tj. mamy

baze dopuszczalng pierwotnego zagadnienia;

b) brak dodatnich wspétczynnikéw przy M w wierszu wskaznikowym

— jezeli sztuczna cze$é¢ funkcji celu jest dodatnia, to zagadnienie nie
ma rozwiazania dopuszczalnego;

— jedli sztuczna czes¢ funkcji celu jest rowna zero, to mamy zdegene-
rowane rozwigzanie dopuszczalne pierwotnego zagadnienia, ktére
zawiera co najwyzej jeden sztuczny wektor. Przeksztalcamy tabli-
ce sympleks wprowadzajac do bazy wektor, ktéry odpowiada naj-
wiekszemu dodatniemu elementowi wiersza wskaznikowego przy
zerowej wartosci wspotczynnika przy M.

Krok 3. Po otrzymaniu bazy dopuszczalnej zagadnienia pierwotnego kon-
tynuujemy realizacje algorytmu sympleks az do otrzymania rozwiazania
problemu pierwotnego.

Kolumny odpowiadajace zmiennym sztucznym, ktore opuscity baze moz-
na eliminowaé z obliczen.

W zadaniu (1.21)-(1.30) dodajemy zmienne sztuczne a; i as (indeksy
wskazuja, w ktérych ograniczeniach pojawia si¢ zmienne sztuczne).
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zmaksymalizowaé —2x1 —x9 —x3 — May, — Mao (1.31)
przy ograniczeniach  x7 + 3x2 + 23 —s1 +a; =3 (1.32)
2r1 + 22+ 223+ 52 =5 (1.33)

221 + 2x9 + 13 — S3 +az = 2 (1.34)

T1,T9,T3,51,52,53 = 0 (1.35)

Poczatkowa tablice sympleks dla tego zadania przedstawia tablica 1.7.

Tablica 1.7. Poczatkowa tablica sympleks ze zmiennymi sztucznymi

Bl e -2 -1 -1 0 0 0 [-M|-M] oys
X1 i) X3 S1 S2 S3 al as
1]a | -M 1 3 1 -1 10 0 1 0 3
2 s | O 2 1 2 0 1 0 0 0 5
3as | —M 2 2 1 0 0| —1 0 1 2
[ 4] \ [3M -2 [5M—-1[4M—-1[-M [0 [ -M] 0 [ 0 [ 5M

Po wyeliminowaniu z bazy zmiennych sztucznych otrzymujemy tablice
1.8.

Tablica 1.8. Tablica sympleks po wyeliminowaniu z bazy zmiennych sztucznych

5] -2 [-1]-1] o0 0 0 M M

‘ B ¢ 1 X2 xrs3 S1 S2 S3 al as RHS
1| ae | =2 1/7 1 0 | -3/7]0 1/7 3/7 -1/7 1
21 s2| O 5/7 0 o [ —1/7]1 5/7 1/7 —5/7 4
3wy | -1 4/7 0 1 2/7 | 0 | =3/7 —2/7 3/7 0

[ 4] \ |-9/7] o Jo]-1/r[o[=2/7[1/1-M[2/7T-M] 1 |

Jest to rozwigzanie dopuszczalne. Kolumny odpowiadajace zmiennym
sztucznym mozna usunaé z tablicy i kontynuowaé obliczenia stosujac algo-
rytm sympleks.

1.4. Zagadnienie dualne

Wréémy do firmy South American Coffee Ltd. i przypusémy, ze firma
Warehouses Inc. (WI) chce odkupié zasoby firmy SAC, czyli zapasy kawy
kolumbijskiej, brazylijskiej i peruwianskiej. Oczywiscie WI chce zminimali-
zowaé catkowite koszty transakcji, jednak SAC stawia warunek, ze na trans-
akcji musi zarobié¢ co najmniej tyle, ile na produkcji kazdej z mieszanek.
W tym zadaniu decyzja polega na ustaleniu cen sprzedazy poszczegdlnych
SUrowcow.

1.4.1. Model matematyczny

Oznaczmy, przez y1, y2, y3 odpowiednio ceny 1 dag kawy brazylijskiej, ko-
lumbijskiej i peruwianskiej. Catkowity koszt zakupu wynosi wtedy: 8000y +
6400y2 + 6000y3. Ograniczenia mozemy sformulowaé jako zadanie, aby zysk
ze sprzedazy surowca do produkcji 100g kazdej mieszanki byt nie mniej-
szy niz zysk ze sprzedazy 1 paczki odpowiedniej mieszanki. Sformutowanie
problemu przedstawiono ponizej.

zminimalizowa¢ 8000y; + 6400y2 + 6000ys3 (1.36)
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przy ograniczeniach 2y; + 4y + 4y3 > 8 (1.37)
dy1 +5y2 +y3 > 6 (1.38)

3y1 +3y2 +4y3 > 3 (1.39)

Ty1 + 2y + lys > 5 (1.40)

Y1, y2,y3 > 0 (1.41)

Zadanie (1.36) - (1.41) nazywa si¢ zadaniem dualnym do zadania (1.5) -
(1.9). Zadanie (1.5) - (1.9) nazywa sie wtedy pierwotnym albo prymalnym.
Zadanie dualne mozna rozwiazaé¢ za pomocg algorytmu sympleks, ale jego
rozwiazanie optymalne mozna rowniez odczytaé z koncowej tablicy sympleks
zadania prymalnego, korzystajac z pewnych wlasnoéci pary zadan dualnych.
Wiasnoéci te podamy w kolejnym podrozdziale.

W rozwiazaniu optymalnym zadania dualnego y; = 1/6, yo = 23/12,
ys = 0, a wartos$¢ funkcji celu wynosi z* = 13600. Wartos¢ ta nieprzypadko-
wo jest réwna wartosci optymalnej funkcji celu zadania prymalnego. Rozwia-
zanie zadania dualnego mozna réwniez interpretowaé jako cene, ktérg SAC
jest gotowa zaptacié¢ za dodatkowa jednostke kazdego zasobu. Zauwazmy, ze
w wypadku kawy peruwianskiej, dodatkowa iloéé surowca nie ma dla ACE
zadnej wartosci (y3 = 0). Jest to uzasadnione, gdyz w optymalnym planie
produkecji zasob kawy peruwianskiej nie zostanie zuzyty w catosci (s3 = 400).
Ewentualna dodatkowa ilosé tego zasobu nie spowoduje zwigkszenia zysku.
Natomiast w wypadku np. kawy brazylijskiej cena, jaka warto zaptaci¢ za
dodatkowe 1 dag surowca wynosi 1/6. Jezeli zwickszymy zapas tego surowca
do 8001 dag, to zysk wyniesie 8160/6 = 13600%, czyli wzrosnie o 1/6 zt. Stad
cena jaka warto zaptaci¢ za dodatkows jednostke kawy brazylijskiej wynosi
1/6 zt. Zmienna dualna y; nazywa sie niekiedy ceng ukrytq zasobu i.

1.4.2. Wlasnos$ci zagadnien dualnych

Zacznijmy od zdefiniowania ogdlnej postaci zadania dualnego. Niech za-
dania pierwotne ma postaé¢ (1.12) - (1.14). Zadanie dualne ma postac:

m
zminimalizowa¢ w(y1,...,Ym) = Z biy; (1.42)
i=1
m
przy ograniczeniach Z aijy; = cj,j=1,...,n (1.43)
i=1
Yly s Ym = 0 (1.44)

Zachodza nastepujace wlasnosci:

Wtasnoséé 1.1
Zadanie pierwotne jest zadaniem dualnym do swojego zadania dualnego.

Ze wzgledu na wlasnoéé 1.1 méwimy zwykle o parze zadan dualnych
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lub sprzezonych. Zadania dualne wzgledem siebie nazywamy symetrycznymsi
zadaniami dualnymi.

Wlasnosé 1.2

Jezeli (z1,...,2,) 1 (y1,--.,Ym) sa dowolnymi rozwiazaniami dopuszczalny-
mi, odpowiednio zadania pierwotnego i dualnego, to wartosci funkcji celu w
tych zadaniach spelniaja nieréwnosé: z(x1,...,2n) < w(Y1, ... Ym)-

Rozwiazanie optymalne zadania dualnego mozna wyznaczy¢ na podsta-
wie znajomosci rozwigzania optymalnego zadania pierwotnego.

Wtasnosé 1.3
Dla optymalnych rozwiazan zadan pierwotnego i dualnego zachodzg naste-
pujace zwiazki:

n

yi(bi — Y agxl) =0,i=1,....m (1.45)
j=1
m

:r:;f(cj—Zaijy;):0,j:1,...,n (1.46)
=1

Praktycznym wnioskiem z wtasnosci 1.3 jest fakt, ze rozwigzanie opty-
malne zadania dualnego mozna odczytaé¢ z koncowej tablicy sympleks za-
dania pierwotnego w wierszu wskaznikowym. Wartosci zmiennych dualnych
sg rowne warto$ciom réznic dopetniajacych w odpowiednich ograniczeniach.
Rozwiazanie optymalne zadania (1.42)-(1.41) z koncowej tablicy sympleks
zadania pierwotnego (1.5)-(1.9): y1 = 1/6,y2 = 23/12,y3 = 0, a wartos¢
funkcji celu wynosi oczywiscie 13600.

Wtasnosé 1.4
Jezeli jedno z zadan dualnych ma skoniczone rozwiazanie optymalne, to dru-
gie z zadan réwniez ma skoficzone rozwiazanie optymalne oraz z(z7, ..., z}) =

WYl Yp)-

Wtlasnosé 1.5
Jezeli jedno z zadan dualnych nie ma ograniczonego rozwiazania optymal-
nego, to drugie z zadan nie ma rozwigzan dopuszczalnych.

Wtasnosé odwrotna do wlasnosci 1.5 nie jest prawdziwa. Jezeli jedno z
zadan jest sprzeczne, to zachodzi kolejna wlasnosé.

Wtlasnosé 1.6
Jezeli jedno z zadan dualnych jest sprzeczne, to drugie z zadan jest albo
sprzeczne, albo nie ma skoficzonego rozwigzania optymalnego.

Podsumowujac wlasnoéci (1.1 )-( 1.6) w parze zadan wzajemnie dualnych
moze wystapié¢ jedna z nastepujacych sytuacji:
— obydwa zadania maja skoficzone rozwiazania optymalne i z(x7, ..., z5) =
Wy, Ym),
— obydwa zadania sa sprzeczne (nie maja rozwiazan dopuszczalnych),
— jedno z zadan jest sprzeczne, a drugie ma nieograniczone rozwigzanie
optymalne.
W przypadku, gdy w jednym z zadan wystepuja ograniczenia w postaci
roéwnosci, to zmienne dualne zwigzane z tym ograniczeniem moga przyjmo-
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waé warto$ci dowolne co do znaku (nie muszg by¢ nieujemne). Zatem zadania
dualne przyjmuja nastepujaca postac:

n m
zmaksymalizowaé Z CjT; zminimalizowacé Z biy;
j=1 i=1
przy ograniczeniach przy ograniczeniach
n m
Zaijxj:bi,izl,...,m Zaijyi>cj,j:1,...,n
j=1 i=1
L1y, T =0 Ylyo- oy Ym € R

W tym wypadku méwimy o niesymetrycznych zadaniach dualnych.
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