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Estymator

Estymator A parametru 6 to funkcja préby 6 = O(Xq, ..., X,), ktéra
szacuje nieznang warto$¢ parametru rozktadu 6.

Estymator 0 jest wiec (jako funkcja préby) zmienng losowa.

Oznacza to, ze ma swéj rozkfad, wartos¢ oczekiwang, wariancje, itp. (jak
kazda zmienna losowa).

0 nie jest zmienng losowq.
Jest parametrem (nieznanym), ktéry chcemy oszacowaé (estymowac).



Estymator nieobcigzony

Estymator # parametru 6 jest nieobcigzony, jesli

E[6] = 0,

czyli obciazenie § — E[0] jest réwne 0.



Estymator nieobcigzony

Przyktad 1 o
Pokazmy, ze estymator j1 = X = %27:1 X; wartosci oczekiwanej p jest
nieobcigzony.



Estymator nieobcigzony

Przyktad 1 o
Pokazmy, ze estymator j1 = X = %27:1 X; wartosci oczekiwanej p jest
nieobcigzony.

E[X] = E[%Zx,} = %ZM =
i=1 i=1



Estymator nieobcigzony

Przyktad 2

Pokazmy, ze estymator 62 = S2 = % >

©1(Xi = X)? wariancji 02 jest

=

obciazony.



Estymator nieobcigzony

Przyktad 2 .
Pokazmy, ze estymator 62 = S2 = % > i X — X)? wariancji o? jest
obciazony.



Estymator nieobcigzony

Przyktad 2
Pokazmy, ze estymator 62 = S2 = 1 3!
obciazony.

51 =GR o

B[S — 1 > B - BXY] - )
i=1

_ %nE[X2] _EB[X?] = E[X?] - E[X]] (3)



Estymator nieobcigzony

Przyktad 2 o
Pokazmy, ze estymator 62 = 52 = 2 37 | (X; — X)? wariancji 02 jest
obciazony.

B[SZ] = - > E[X?] - BX’] = @

= LrE[X?] - E[X’] = E[X?] - E[X’] (5)

poniewaz Var(X) = E[X?] — (E[X])?

E[S7] = Var(X) + (E[X])? — Var(X) — (E[X])* (6)



Estymator nieobcigzony

Przykfad 2

Pokazmy, ze estymator 62 = S2 = %ZIZI(X,- — X)? wariancji 02 jest

obciazony.
E[S?] = Var(X) + (E[X])? — Var(X) — (E[X])? = (7)
==yt = ©
e (9)



Estymator nieobcigzony

Przykfad 3 -

Pokazmy, ze estymator 62 = 5% = L 3"7  (X; — X)? wariancji 02 jest

nieobciazony.



Estymator nieobcigzony

Przykfad 3 -

Pokazmy, ze estymator 62 = 5% = L 3"7  (X; — X)? wariancji 02 jest

nieobciazony.

1 - 1 _
S2 = S~ X)? = o= 1><2 (10)

i=1 i=1



Estymator nieobcigzony

Przykfad 3 -
Pokazmy, ze estymator §2 = §%2 = -1 Yo (Xi— X)? wariancji 0 jest

nieobciazony.

n

1 — 1 a n —2

2 _ %) 2 _

Sn*,,_lz(x' X) 7n_1ZX,- — X (10)
i=1 i=1

i=1
= - i - (zn:E[x,?] - n]E[Yz]) = (12)
i=1
- ni . (n]E[x,?] - nE[Yz]) (13)



Estymator nieobcigzony

Przykfad 3 -
Pokazmy, ze estymator 6% = §2 = L3 (X; — X)? wariancji o jest
nieobcigzony.
2 1 2 72
E[S?] = — (nE[X?] - nE[X]) (14)

poniewaz Var(X) = E[X?] — (E[X])?

E[S3] = — (Var(X) + (E[X])? — Var(X) — (EX]?) (1)



Estymator nieobcigzony

Przyktad 3 -
Pokazmy, ze estymator 62 = 5% = L 37 (X; — X)? wariancji 0 jest
nieobcigzony.
E[S3] = — (Var(X) + (E[X])* - Var(X) — (EIX]?) = (16)
2 2
_ 2 a_ @ A\ __0 2_ 97\ _
_nfl(a Tt n M) nfl(a n) ()
no? o? no?—-o% o*(n-1)
— _ = = = 18
n—1 n-1 n—1 (n—1) 7 (18)



Estymator przedziatowy

Zamiast punktowego (pojedynczego) estymatora 0 tworzy sie przedziat
ufnosci [A;, Op] tak, aby prawdziwa wartoé¢ parametru 6 znajdowata sie
w stworzonym przedziale z prawdopodobienstwem 1 — «

(zwanym poziomem ufnosci):

Pr(éLSQSéP):].*a.

Co tu jest losowe?
Przedziat ufnosci tworzy sie zwykle poprzez rozpiecie przedziatu wokét
estymatora punktowego o:

é/_:é\fA, ép:é+A.
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej p gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(j, o) ze znana wariancja o2.

X ~ N, 7), X ~ N(u, \%)
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej p gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(j, o) ze znana wariancja o2.

X ~ N, 7), X ~ N(u, \%)

Tworzymy przedziat ufnoéci [X — A, X + A] taki, ze:

PX—A<pu<X+A)=1-a
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej i1 gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(u, o) ze znana wariancja 0.
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej i1 gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(u, o) ze znana wariancja 0.

Doprowadzmy do tego aby wyrazenie “w Srodku” nieréwnosci miato

rozktad N(0,1)
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej i1 gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(u, o) ze znana wariancja 0.

PX-A<u<X+A)=P-A<X-—pu<A)

Doprowadzmy do tego aby wyrazenie “w Srodku” nieréwnosci miato

rozktad N(0,1)

QD
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej p1 gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(u, o) ze znana wariancja 0.
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej p1 gdy dane
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Estymator przedziatowy

Zbudujmy estymator przedziatowy dla wartosci oczekiwanej p1 gdy dane
pochodza z rozktadu normalnego N(u, o) ze znana wariancja 0.

=2./n, czyli A = Zo 7.

Stad z, =711 - ). z,
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Efektywnos¢ estymatoréw

WezZmy dwa nieobcigzone estymatory 0, i 0, parametru 6.

Méwimy, ze 0 jest efektywniejszy® 0o, jesli Var(fy) < Var(,) przy
kazdej wartosci parametru 6.

Estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji, czyli efektywniejszy od
wszystkich nieobcigzonych estymatoréw, nazywamy estymatorem
efektywnym.

14ciélej, powinno byé: ,.co najmniej tak efektywny jak’.
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Zgodnos¢ estymatoréw

Estymator 0 parametru @ jest zgodny, jesli gdy n — oo, to b — 0, czyli
estymator zbiega® do prawdziwej wartosci parametru 6.

2 Jesdli zbieznoé¢ jest prawie na pewno (z prawdoopodobiefistwem 1), to estymator
nazywa sie¢ silnie zgodnym, gdy zbiezno$¢ jest wedtug prawdopodobieristwa, to
estymator nazywa sie stabo zgodnym.
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