Gtowne problematyki WWD (MCDA)

« MCDA (multicriteria decision analysis) definiuje cztery
gtowne problematyki
— o — ,wybor’ — wybor najlepszego
— B — ,sortowanie” — przydziat do klas jakosci
— v —,ranking” — porzadkowanie od najlepszego do najgorszego
— 0 — ,0pis” — pozyskiwanie przydatnych charakterystyk
* Problematyki definiowane przez MCDA mozna podzieli¢
na dwie grupy
— problematyki porzgdkujgce (a, B, )
— problematyka opisowa (3)

Several slides courtesy of Robert Susmaga ©



Aspekty psychologiczne

 Podejmowanie decyzji moze wystepowac w roznych
sytuacjach decyzyjnych, ktdore mozna podzielic
— Z jednej strony na:
* pewne
* ryzykowne/niepewne
— z drugiej strony na:
 konfliktowe
 niekonfliktowe

« Cechy sytuacji decyzyjnych determinujg
jednoznacznosc/niejednoznacznosc¢ osiggniecia
zamierzonego celu

przejscie do sedna sprawy :)




Aspekty psychologiczne

* Przyjmuje sie, ze na podejmowanie decyzji w warunkach
ryzykownych najwiekszy wptyw majg dwie zmienne:
— uzytecznos¢ wynikow
* uzytecznosc: subiektywna wartosc

— prawdopodobienstwo subiektywne otrzymania wynikow
» prawdopodobienstwo subiektywne: stopien przekonania



Aspekty psychologiczne

Pojecia uzytecznosci wynikow i prawdopodobienstwo
subiektywnego otrzymania wynikow wigzg sie z
pojeciem poziomu ryzyka
— w trakcie czynnosci decyzyjnej cztowiek stara sie minimalizowac
poziom ryzyka
— metody okreslania poziomu ryzyka sg bardzo zréznicowane

« ,maksymalne straty”: ryzyko tym wieksze, im wieksze sg
maksymalne straty

« ,0czekiwane straty”: ryzyko tym wieksze, im wicksze sg oczekiwane
straty

« rozpietos¢ wynikow”: ryzyko tym wieksze, im wieksza jest roznica
pomiedzy maksymalnym zyskiem a maksymalng stratg

« ,wariancja wynikow”: ryzyko tym wieksze, im wieksza jest wariancja
wartosci uzyskiwanych wynikow



Aspekty psychologiczne

« ChecC uczestniczenia w sytuacjach ryzykownych
— ryzyko moze w ogolnosci charakteryzowac sie uzytecznoscig
pozytywng (,kto nie ryzykuje, ten nie je”)
— W rezultacie mozna stwierdzi¢ rozne podejscia do uczestniczenia
w dobrowolnych sytuacjach wymagajgcych podejmowania
decyzji ryzykownych
» sktonnosc¢/chec do ryzyka (hazardzisci)
» awersja/niechec¢ do ryzyka (asekuranci)
* neutralnos¢ w stosunku do ryzyka



Aspekty psychologiczne

« Czynnosc podejmowania decyzji sktada sie z trzech
gtownych etapow
— ¢zynnosc¢ okreslania uzytecznosci wynikow
— czynnosc okreslania subiektywnego prawdopodobienstwa
wynikow
— czynnosc wyboru najkorzystniejszego dziatania



Aspekty psychologiczne

« QOkreslanie uzytecznosci wynikow

— przyjmuje sie, ze cztowiek mierzy uzytecznosc¢ w skali
przedziatowej

« Badania nad okreslaniem uzytecznosci wynikow

— dokonywane przez cztowieka okreslanie uzytecznosci jest
procesem trudnym do badania/sledzenia ze wzgledu na wysoki
poziom zindywidualizowania, dlatego udato sie je przeprowadzic
jedynie dla rzeczy najprostszych (pienigdze, przedmioty
codziennego uzytku)

— najwiekszg popularnoscig cieszg sie badania okreslania
uzytecznosci pieniedzy



Aspekty psychologiczne

« Wyniki badan nad uzytecznoscig pieniedzy
— uzytecznosc¢ zyskow pienieznych

» jednakowym przyrostom zysku odpowiadajg coraz to mniejsze
przyrosty uzytecznosci

« ocena liberalna/konserwatywna (funkcja rosngca wypukta)
» przyjmowany czesto model: u(x) = x&, gdzie a<1 (czesto a=0.5)
— uzytecznosc strat pienieznych

« jednakowym przyrostom straty odpowiadajg coraz to wieksze
przyrosty uzytecznosci

» ocena radykalna (funkcja malejgca wypukta)
» przyjmowany czesto model: u(x) = x&, gdzie a>1 (czesto a=1.2)



Aspekty psychologiczne

« QOkreslanie prawdopodobienstwa subiektywnego

— przyjmuje sie, ze cztowiek mierzy prawdopodobienstwo w skali
llorazowej

— Jednostki:
 skala niemianowana
— od 0 (niemozliwos¢) do 1 (pewnosc¢)
— od 0% (niemozliwosc) do 100% (pewnosé)
* tzw. terminy szansy, np. M:N
« Badania nad okreslaniem prawdopodobienstwa
subiektywnego

— odkrywa sie umiejetnosc ustalania prawdopodobienstwa
w procesach z doptywem nowych informacji

— porownania rozwigzan z rozwigzaniami optymalnymi



Aspekty psychologiczne

« Wyniki badan nad prawdopodobienstwem subiektywnym
w procesach z doptywem informac;i

— cztowiek nieprawidtowo okresla prawdopodobienstwa zdarzen

— W szczegolnosci cztowiek nieprawidtowo okresla (zaniza)
prawdopodobienstwa zdarzen warunkowych o duzym
prawdopodobienstwie

— whniosek:

» cztowiek postepuje nieoptymalnie w poréwnaniu z modelem
optymalnym Bayes’a (konserwatyzm poznawczy)

* wyjasnienie: hipoteza transformacyjna — brak odpowiednich

umiejetnosci (do przetworzenia /czyli transformaciji/ posiadanych
danych)



Aspekty psychologiczne

* WYybor najkorzystniejszego dziatania

— optymalna strategia dziatania: maksymalizacja subiektywnie
oczekiwanej uzytecznosci (ang. SEU — ,subjectively expected
utility”)

* jezeli d jest dziataniem prowadzgcym do wygenerowania
wynikow wy, ..., W,,, to SEU dziatania d wynosi
SEU(d) = u(wy)y(Wy) + ... + u(Wy)y(w,).
gdzie u(w;) jest uzytecznoscig wyniku w,
a y(w;) prawdopodobienstwem subiektywnym tego wyniku

« Badania nad wyborem najkorzystniejszego dziatania

— wiele wynikow potwierdza stosowanie maksymalizacji
subiektywnie oczekiwanej uzytecznosci (60%—70%),
co swiadczy o duzej skutecznosci dziatania cztowieka

— skutecznosc¢ ta obniza sie wraz z poziomem trudnosci
problemu decyzyjnego



Elementy teorii uzytecznosci

« Pojecie loterii L(A, p, B)
— petne oznaczenie: L(A, p, B, 1)
* A, p: zdarzenie korzystne dla gracza i jego prawdopodobienstwo
» B, r: zdarzenie niekorzystne dla gracza i jego prawdopodobienstwo
* poniewaz zakfada sie, ze A i B sg zdarzeniami przeciwnymi,
to zawsze r = 1 — p (zostaje wiec pomijane w zapisie loterii)
— ostatecznie uzywane oznaczenie: L(A, p, B)
— uwaga na kolejnosc¢ w zapisie: A jest zawsze zdarzeniem
korzystnym (wygrang), a B zdarzeniem niekorzystnym
(przegrang) dla gracza



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktady loterii

— Przyktad 1

* Opis: gra w orta i reszke, w ktorej stawkg jest 5z, gra jest wygrana
gdy wypadnie orzet

« oznaczenie: L(5, 1/2, -5)
» (komentarz: gra ,uczciwa”)

— Przykfad 2

» opis: gra z uzyciem kostki do gry, w ktérej stawkg jest 5zt, gra jest
wygrana gdy wynikowa liczba oczek jest parzysta

» oznaczenie: L(5, 1/2, -5)
» (komentarz: gra ,uczciwa”)



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktady loterii — cd.
— Przykiad 3

opis: gra w orfa i reszke, w ktorej w razie wygranej otrzymuje sie 5zt
a w przypadku przegranej ptaci sie 25zt , gra jest wygrana gdy
wypadnie orzet

oznaczenie: L(5, 1/2, -25)
(komentarz: gra ,nieuczciwa”)

— Przykiad 4

opis: gra z uzyciem kostki do gry, w ktorej w razie wygrane;
otrzymuje sie 5zt a w przypadku przegranej ptaci sie 25zt , gra jest
wygrana gdy wynikowa liczba oczek jest wieksza od 1
oznaczenie: L(5, 5/6, —25)

(komentarz: gra ,uczciwa”)



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktady loterii — cd.

— Przyktad 5

» opis: gra w teleturnieju ,Milionerzy” w sytuac;ji, w ktorej ktos gra o
najwyzszg stawke (milion), nie zna odpowiedzi na postawione
pytanie i wyczerpat wszystkie tzw. ,kota ratunkowe”, oczywiscie
nadal moze udzieli¢ wtasciwej odpowiedzi metodg na ,chybit—trafit’,
w razie wygranej otrzymuje sie 1000000zt, w razie przegranej
32000zt (a wiec w obu przypadkach sie wygrywa)

* 0znaczenie: L(1000000, 1/4, 32000)
» (komentarz: gra ,nieuczciwa”)



Elementy teorii uzytecznosci

* Pewnik jako szczegolny przypadek loterii
— z zapisu loterii postaci L(A, 1, B) wynika, ze zdarzenie A jest
zdarzeniem pewnym (nie ma szans na zaistnienie B)

— tego rodzaju loterie sg w skrocie zapisywane jako A i nazywane
pewnikami



Elementy teorii uzytecznosci

* Pojecie uzytecznosci

— uzytecznosC w kontekscie teorii uzytecznosci jest liczbg
z przedziatu <0, 1>, ktéra charakteryzuje nastawienie
(wole/preferencje) gracza/decydenta w stosunku do
pojec/obiektow z pewnego wybranego zbioru

— przyjecie przedziatu <0, 1> do wyrazania wszystkich
uzytecznosci jest pewnym uproszczeniem, w porownaniu
Z uzytecznosciami stosowanymi w psychologii, ktére mierzy
sie w skali przedziatowe;

* przedziat <0, 1> implikuje istnienie uzytecznosci ekstremalnych,
tzn. uzytecznosci minimalnej (0) i maksymalnej (1)



Elementy teorii uzytecznosci

* Pojecie uzytecznosci — cd.

— poniewaz mozna sobie wyobraziC, ze uzytecznosc jest
przypisana kazdemu obiektowi z rozwazanego zbioru obiektow,
zaleznosc ta jest formalnie przedstawiana w postaci funkc;ji

— definiuje sie wiec tzw. funkcje uzytecznosci U, ktéra pewnym
obiektom ze zbioru Z przyporzgdkowuje wartosci z przedziatu
<0, 1>
U: Z - <0, 1>

— przy czym

« Z jest zbiorem pewnych obiektow/zdarzen (np. sum wygrywanych
W pewnej grze)
+ <0, 1> jest domknietym przedziatem liczb rzeczywistych



Elementy teorii uzytecznosci

« Uzytecznosc jest uzywana do formalnego okreslenia
preferencji gracza/decydenta (czyli np. tego, co
gracz/decydent woli)

— jezeli decydent woli, aby zaszto zdarzenie A raczej niz zdarzenie
B to oznacza to, ze U(A) > U(B), gdzie U(x) jest funkcja
uzytecznosci tego gracza/decydenta

— funkcja uzytecznosci jest wiec rzeczg indywidualng/subiektywna
(inng dla kazdego gracza/decydenta)




Elementy teorii uzytecznosci

* Poniewaz w teorii uzytecznosci do okreslania preferenc;i
wykorzystuje sie pojecia loterii oraz pewnika wymagane
jest okreslenie uzytecznosci dla obu tych pojec

— uzytecznosc¢ pewnika

» jezeli pewnik C jest elementem zbioru Z, to mozna okresli¢ jego
uzytecznosc: U(C)

— uzytecznos¢ U(C) pewnika C wyraza chec¢/niechec¢ decydenta
w stosunku do zdarzenia opisanego w pewniku

— uzytecznosc¢ loterii

* loterie sktada sie z dwoch zdarzen, jej uzytecznosc¢ daje sie wiec
takze wyrazi¢ poprzez uzytecznosci zdarzehn w niej opisanych

» zaleznosc¢ ta jest nastepujgca:
U(L(A, p, B)) = p*U(A) + (1 - p)*U(B)
(kombinacja wypukia)



Elementy teorii uzytecznosci

« Rownowaznosc pewnikow i loterii
* Przykfad ,Milionerow”

— gracz stoi przed dylematem:

* moze wzigC udziat w grze o milion, ktérg mozna opisac loterig
(1000000, 1/4, 32000)

* moze zrezygnowac z dalszej gdy, otrzymujgc dotychczas wygrang
kwote, czyli 500000zt

— sytuacje te mozna opisaC w nastepujgcy sposob:
500000 ? L(1000000, 1/4, 32000)
— powstaje pytanie:
* na co zdecyduje sie gracz?



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktad ,Milionerow” — cd.

— zatdézmy, ze gracz zdecydowat sie na pobranie dotychczasowe;
wygranej, co oznacza, ze woli pewnik niz loterie

— sytuacje te mozna opisac nastepujgco:
500000 > L(1000000, 1/4, 32000) « relacja preferencii

— wynika z tego, ze w przypadku tego gracza uzytecznosc
pewnika przewyzsza uzytecznosc loterii

U(500000) > U(L(1000000, 1/4, 32000)) «— zwykta wiekszosc



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktad ,Milionerow” — cd.

— czy tak jest zawsze?
» tzn. czy gracze zawsze preferujg pewniki nad loteriami?
— oczywiscie nie, wszystko zalezy od konkretnych loterii
| konkretnych pewnikow
» gdyby sukcesywnie zmniejszac atrakcyjnosc¢ pewnika, to w pewnym
momencie gracz zdecydowatby sie na udziat w loterii

 dla réznych graczy moment ten bedzie prawdopodobnie rézny,
dlatego mozna go wykorzysta¢ do charakteryzowania
subiektywnych uzytecznosci graczy



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktad ,Milionerow” — cd.

— wracamy do sytuacji, w ktorej gracz udzielit odpowiedzi, ze woli
pewnik 500000 od loterii L(1000000,1/4,32000), czyli:

500000 > L(1000000, 1/4, 32000)
— zmniejszamy wiec atrakcyjnosc pewnika
« czynimy to obnizajgc jego wartosc¢ z 500000zt do 400000zt
400000 ? L(1000000, 1/4, 32000)
 jaka teraz bedzie decyzja?
— jezeli gracz ponownie wybierze pewnik, to ponownie obnizamy
jego atrakcyjnosc¢ (zmniejszajgc kwote do 300000)
» gracz jest teraz postawiony przed wyborem
300000 ? L(1000000, 1/4, 32000)
 jaka teraz bedzie decyzja?
— itd.



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktad ,Milionerow” — cd.

— proces ten nie bedzie trwat w nieskonczonos¢, poniewaz po
zmniejszeniu pewnika do 32000 kazdy rozsgdny gracz wybierze
loterie (cho¢ oczywiscie moment ten mogt nastgpi¢ wczesniegj)

— za kazdym razem, gdy gracz wybiera loterie, zwiekszamy
atrakcyjnosc¢ pewnika (tu zwiekszajgc jego wartosc, ale nie na
tyle, aby przyjgt on wartosc dla ktérej znamy juz odpowiedz)

— w trakcie tego procesu nastepuje sukcesywne zawezanie
przedziatu, w ktérym znajduje sie poszukiwany pewnik

— W pewnym momencie gracz nie bedzie umiat okresli¢, czy woli
pewnik czy loterie

* moment ten jest punktem charakterystycznym tego procesu

 ustalong w ten sposob wartos¢ pewnika nazywa sie
rownowaznikiem loterii



Elementy teorii uzytecznosci

* Przyktad pethego procesu poszukiwania rownowaznika
500000 ? L(1000000,1/4,32000) — pytanie
500000 >L(1000000,1/4,32000) — odpowiedz
250000 ? L(1000000,1/4,32000) — pytanie
250000 >L(1000000,1/4,32000) — odpowiedz
125000 ? L(1000000,1/4,32000) — pytanie
125000 <L(1000000,1/4,32000) — odpowiedz
187500 ? L(1000000,1/4,32000) — pytanie
187500 <L(1000000,1/4,32000) — odpowiedz
218750 ? L(1000000,1/4,32000) — pytanie
218750 ~ L(1000000,1/4,32000) — odpowiedz
— wynik procesu:
» rownowaznikiem loterii L(1000000, 1/4, 32000) jest pewnik 218750



Elementy teorii uzytecznosci

« Zastosowania przedstawionego schematu postepowania

— przedstawiony schemat postepowania moze byC zastosowany
do ustalania uzytecznosci pewnego zdarzenia/pewnika C przy
zatozeniu, ze:

« znamy U(A) oraz U(B)
oraz
« U(A)>U(C)>U(B)

— proces ten wydaje sie trudny do zainicjowania, bo zdobycie
uzytecznosci jednego pewnika wymaga posiadania informacji
0 uzytecznosciach dwoch innych, réznych od siebie (i réznych
od tego pewnika) zdarzen

» pytanie wiec: jak znalez¢ jakie$ poczatkowe zdarzenia A i B tak,
aby ich uzytecznosci byty znane (a tym samym mogty postuzy¢
do znajdowania dalszych uzytecznosci)?



Elementy teorii uzytecznosci

« Zastosowania przedstawionego schematu postepowania

— W praktyce proces rozpoczyna sie od zdarzen ,ekstremalnych”,
tzn.:
» zdarzenia/obiektu o ,maksymalnej korzystnosci” w zbiorze Z
oraz
» zdarzenia/obiektu o ,minimalnej korzystnosci” w zbiorze Z
dla ktérych przyjmuje sie uzytecznosci 1i0
— na podstawie tak znalezionych dwoch uzytecznosci, tzn. U(A)
| U(B) znajduje sie uzytecznosc¢ trzeciego zdarzenia, tzn. U(C),
nastepnie na podstawie np. U(A) i U(C) znajduje sie uzytecznos¢
czwartego zdarzenia U(D), itd.



Metoda Assess

Metoda Assess zostata po raz pierwszy
zaproponowana przez P.C. Fishburna w 1967 roku
| jest jedng z pierwszych interaktywnych metod
pozyskiwania funkcji uzytecznosci

Oznacza to, ze pozwala ona wyznaczy¢ postac
funkcji uzytecznosci oddajgcej preferencje
decydenta na podstawie przeprowadzanego z nim
dialogu




Metoda Assess

Charakterystyka metody Assess
— rozwigzuje problematyke y
— realizuje model funkcyjny

- implementowane relacje pomiedzy wariantami: > (P), ~ (1)
* posrednio realizuje problematyki o i
— dziata w trybie interaktywnym

— wymagane dane
 tabela decyzyjna (zbior wariantow A, spdjna rodzina kryteriow G)

* informacje dotyczgce procesu konstruowania kryteriow stanowigce
tzw. informacje preferencyjng od decydenta

— odpowiedzi na pytania dotyczgce konstruowanych funkcji uzytecznosci
zadawane decydentowi w procesie interaktywnym

— aparat matematyczny
» zaleznosci algebraiczne
* rozwigzania rownan wielomianowych wyzszego stopnia



Gtowne problematyki MCDA

* Problematyka y — ,ranking” — porzadkowanie od
najlepszego do najgorszego
— tworzenie wielokryterialnego rankingu wszystkich wariantow
— problem znacznie ogolniejszy i bardziej wymagajgcy niz problem
o, poniewaz utworzenie rankingu odpowiada na pytanie, ktére
warianty sg najlepsze, natomiast wybranie wariantow

najlepszych nie jest oczywiscie rownowazne utworzeniu
rankingu wszystkich wariantow

— utworzenie rankingu wariantow rozwigzuje pozornie takze
problem sortowania, poniewaz ranking moze byc podzielony na
,Klasy”

(co datoby odpowiedz na pytanie stawiane w problematyce j3),
w praktyce sg to jednak rézne problemy i nie nalezy
rozwigzywac problemu (3 technikami z problematyki y



Warianty | kryteria

* Relacje pomiedzy wariantami
— ,warunkowe”
* identycznosc¢ (ang. indiscernibility): a Ind b
« dominacja (ang. dominance): a Dom b
— ,decyzyjne” (globalne)

- preferencja (ang. preference): a>b (lub a P b)
* nierozroznialnosc¢ (ang. indifference): a~b (lub a | b)
* nieporownywalnos¢ (ang. incomparability): a?b (lub a R b)

Uwagi:
preferencje b nad a mozna zapisac jako b>a, albo a<b (a P™ b)
do zapisu preferencji stuzy symbol ,> odmienny od symbolu wiekszosci ,>"



Warianty | kryteria

* Porzadki indukowane przez relacje pomiedzy wariantami
— relacje globalne (,decyzyjne”)

» porzadek zupetny: {>}
» pre-porzadek zupetny: {>, ~}
» porzagdek czesciowy: {>, ?}

* pre-porzgdek czesciowy: {>, ~, ?}
— relacje ,warunkowe”

Uwaga: pojedyncza globalna funkcja uzytecznosci U indukuje na
zbiorze wariantow pre-porzadek zupetny:

U(a)>U(b) oznacza, ze a>b
U(a)=U(b) oznacza, ze a~b



Model preferenc|i decydenta

* Model funkcyjny

— podstawowe pojecie: funkcja uzytecznosci (funkcja stuzgca do
formalnego wyrazania oceny wariantu)

* Funkcje uzytecznosci

— stuzg do wyrazania ocen indywidualnych wariantéw (kazdy
wariant jest oceniany niezaleznie od innych wariantow)

— zaleznosci przedstawione w postaci funkcji uzytecznosci
pozwalajg na rozwigzanie konkretnego problemu decyzyjnego
(a, B lub y) stawianego przed metodg implementujgcg model
funkcyjny

— w praktyce definiuje sie funkcje uzytecznosci dla kazdego
Kryterium osobno, a te nastepnie agreguje sie w jedng globalng
funkcje uwzgledniajgcg wszystkie kryteria naraz (podejscie
wielokryterialne)



Metoda Assess

* Funkcja uzytecznosci stosowana przez metode Assess:
— uzytecznosci czgstkowe (dla poszczegodlnych kryteriow): funkcje
odcinkami liniowe dla kazdego kryterium
— uzytecznosc¢ globalna (dla wariantow opisanych wektorem

wartosci — po wszystkich kryteriach): agregacja wzorem
Keeneya-Raiffy



Metoda Assess

« Wzor agregacyjny Keeneya-Raliffy

— postac ogolna: N
KU (x)+1= H(Kkiui (x) +1)
=1

— gdzie:
U(X) — uzytecznosc¢ globalna wariantu x
ui(X) — uzytecznos¢ czastkowa wariantu x (na kryterium i-tym)
k; — waga kryterium i-tego
K — wspotczynnik skalujgcy

— postac z wyznaczonym U(X):

N

U (x) = (1/ K) -{H(Kkiui (x) +1) —1}

=1
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« Struktura wzoru Keeneya-Raiffy przypomina pod pewnymi wzgledami wzoér na
prawdopodobienstwo sumy zdarzen, dla przypomnienia:
— wzor na prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen:
P(AUB) = P(A)+P(B) — P(AnB)
przy czym jezeli A i B sg zdarzeniami niezaleznymi, to:
P(AUB) = P(A)+P(B) — P(A)P(B)
— podobnie dla prawdopodobienstwa sumy trzech zdarzen:
P(AUBULC) =
P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(BNC)-P(ANC)+P(ANBNC)
(dla w petni niezaleznych A, B i C daje to)
P(AUBULC) =
P(A)+P(B)+P(C)-P(A)P(B)-P(B)P(C)-P(A)P(C)+P(A)P(B)P(C)
— itd.
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* Struktura wzoru — cd.

— dla N=2 prawa strona wzoru daje sie rozwingc do:
(Kkyu; () +1)(Kkaua(x)+1) = KKk3kou; (x)u,(x) + Kkyu,(x) + Kkauy(X) +1 =
= K2k Kk u; (X)uy(X) + K(kyu(X)+kou,(X)) +1
* przyrownujgc lewg do prawej otrzymujemy:
KU(X)+1 = K2k Kyuy (X)u,(X) + K(kyu; (X)+Kuy(x)) +1
KU(X) = K2k ;KU (X)uy(X) + K(Kiuy (X)+K,uy(X))
U(X) = Kk kou (x)uy(X) + (Kyu,(X)+kau,(X))
— dla N=3 otrzymalibysmy:
UX) = K2k kokau (XU (x)us(x) +
+ K(k1kouy (X)uy(X)+k KU (X)ug(x)+kykauy (X)ug(x))+
+ (KqU3 (X)+KoU,(X)+k3U5(X))
— wniosek: wzor Keeneya-Raiffy jest uogolnieniem postaci addytywne;
| sprowadza sie do niej (dla dowolnego N) przy wspoétczynniku K=0
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Weryfikacja wzoru:

— jezeli wszystkie uzytecznosci czgstkowe wariantu x sg rowne 0, to
globalna uzytecznosc¢ tego wariantu powinna wynosic 0
* U;(X)=0, u,(x)=0, ..., uy(x)=0 = U(x) =0
« wzor Keeneya-Raiffy spetnia ten wymag:
U(x) = (1/K)-{(Kk{-0+1)(Kk,-0+1)-...-(Kk\0+1) — 1} =
= (1/K)-{(1)(1)-....(1) =1} = (1/K)-{1 -1} = (1/K)-0=0
— jezeli wszystkie uzytecznosci czgstkowe wariantu x sg rowne 1, to
globalna uzytecznosc¢ tego wariantu powinna wynosic 1
o U;(X)=1, u,(x)=1, ..., uy(¥x)=1 = U(x) =1
« wzoér Keeneya-Raiffy spetnia ten wymog po odpowiednim dobraniu
parametru skalujgcego K, czy operacja taka jest mozliwa?
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« Weryfikacja wzoru agregacyjnego — cd.:
— wymog:
o U;(X)=1, u,(x)=1, ..., uy(¥x)=1 => U(x) =1
dla wzoru Keeneya-Raiffy mamy:
U(x) = (1/K)-{(Kk{-1+1)(Kk,-1+1)-...-(Kky1+1) = 1} =
= (1/K)-{(Kk,+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1) — 1}
— problem: dobrac K tak, aby przy ustalonych ki, k,, ..., ky zachodzito:
(1/K)-{(Kk,;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1) - 1} =1
— rozwigzanie:
(1/K)-{(Kk;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1) — 1} = 1 /[ *K
(Kk;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1) — 1 = K
(Kk;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+t1) = K=1=0 (*)
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* Dobor parametru skalujgcego K:
— wystepujgcy w powyzszym iloczyn sum:

(Kk;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1)

mozna rozwingc¢ do postaci sumy iloczynow:
KN(kKs...ky) +

+ KN=L(KK,.. Kyt Kg. Kyt K K. Ky ) +

+ ...+

+ KK tk+... k) +

+1
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* Dobor parametru skalujgcego K — cd.:
— po podstawieniu tego rozwiniecia do wzoru oznaczonego znakiem (*)
otrzymujemy:
0 = KN(kk,...ky) + KN=2(KoKs. . Ktk Kg. Kyt K Ky Ky ) + .00
+ KK, tk+.. .tk )+ 1 —K—-1=
= KN(K.k,...ky) + KN (KKs. . kK K. Kyt AR K Ky ) + e
+ Ki(k +k,+...+ky—=1) +0
CO 0znacza, ze prawa strona tego rownania jest wielomianem postaci:
ayXN+ay_ XN+ +a xt+a x?, czyli wielomianem stopnia N pewnego
parametru x (oczywiscie a x° = a,, poniewaz x°=1)
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Dobdr parametru skalujgcego K — cd.:
— cechy wielomianu: ayxN+a,_,xN-1+...+a,x+a,

wspotczynniki ay, ay_4, --., 8, tego wielomianu sg dodatnie,
poniewaz:

ay = k;Ky...ky

an_g = KoKs.. Kyt Kg. Kyt K KKy

2, = KoKyt Kot +ky,_ Ky
a wszystkie k; sg z zatozenia liczbami dodatnimi, a wiec ich iloczyny oraz
sumy ich iloczyndw sg takze liczbami dodatnimi

wspotczynnik a,; tego wielomianu moze przyjmowac¢ dowolng co do znaku
wartos¢, poniewaz ma postac:

a; = Ktk +kat. +ky— 1
wspotczynnik a, (czyli wyraz wolny) tego wielomianu jest zerowy

a,=0
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* Dobor parametru skalujgcego K — cd.:
— zaleznosc:
o U;(X)=1, u,(x)=1, ..., uy(¥x)=1 => U(x) =1
bedzie spetniona gdy K bedzie tak dobrane, aby zachodzito:
(1/K)-{(Kk,;+1)(Kk,+1)-...-(Kky+1) - 1} =1
a to zachodzi, gdy
K0 i ayKN+a,_KN1+...+a,K=0
— whniosek: K musi by¢ r6znym od zera pierwiastkiem wielomianu
aXN+ay_ XN+, +a,x
— istnienie niezerowych pierwiastkow wielomianu
ayXN+ay_ XN+, +a X

» dla dowolnego N>1 pierwiastkiem powyzszego wielomianu jest O (ale ta
wartos¢ nie jest rozwigzaniem naszego problemu)
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Dobdr parametru skalujgcego K — cd.:
— przypadki szczegdblne wielomianu axN+a,_ xN-1+...+a,x:
» dla N=1 przyréwnany do zera wielomian ma postac:
a,x=0 «czyli (k;,—1)x=0
a rozwigzaniem tego rownania sg:
— dla k;=1: kazde xe(—o, +x)
» wniosek: rownanie posiada rozwigzania niezerowe
— dla k;#1: tylko x=0
« podsumowanie: przy N=1 (tylko jedno kryterium) wspoétczynnik skalujgcy K
moze przyjgc niezerowg wartos¢ (dowolng) o ile waga jedynego kryterium
bedzie liczbg rowng 1 (w przeciwnym przypadku nie istnieje dopuszczalna,
tzn. niezerowa wartos¢ wspotczynnika K)
» przyktad: niech k;=1 i niech np. K=1:
UX") = (1/K)-{(Kk,+1) — 1} = (1/1)-{(1-1+1) -1} =1
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Dobdr parametru skalujgcego K — cd.:
— przypadki szczegdlne wielomianu axN+a,_ xN-+...+a,x, cd.:
» dla N=2 przyréwnany do zera wielomian ma postac:

ax2+a,x=0 czyli  (kik,)x2+ (k; +k,—1)x=0
a rozwigzaniem tego rownania sg:
— x=0

— x=(1 — k; + k)/(k.k,) dla ky+k,=1
» wniosek: rownanie posiada rozwigzania niezerowe
« podsumowanie: przy N=2 (dwa kryteria) wspotczynnik skalujgcy K musi
przyjgc wartosc¢ (1 — k; — k,)/(k,k,), wartos¢ ta bedzie niezerowa o ile suma
wag kryteridow jest liczbg rézng od 1
(jednoczesnie jednak ich iloczyn musi by¢ liczbg ré6zng od 0)
« przyktad: niech k,=0.50 i k,=0.75, wtedy:
K = (1-0.50-0.75)/(0.50-0.75) = -2/3
UKX) = (1/K){(Kk,+1)(Kk,+1) — 1} =
= (1/(=2/3))-{((-2/3)-0.50+1)((-2/3)-0.75+1) - 1} = 1
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Dobdr parametru skalujgcego K — cd.:
— przypadki szczegdlne wielomianu axN+a,_ xN-+...+a,x, cd.:
» dla N=3 przyréwnany do zera wielomian ma postac:
azx3 + a,x? + a;x =0 czyli
(K1KaKg)x® + (K KptkyKatkoKg)x? + (Ky+kptk, — 1)x =0
a rozwigzaniem tego rownania sg:
— x=0
— pierwiastki rownania (k;k,k3)x? + (K, K,+k,Ks+k,ko)x + (K +k,+k, — 1) = 0
« podsumowanie: przy N=3 (trzy kryteria) wspotczynnik skalujgcy K moze
przyja¢ wartosc¢ niezerowg jezeli istnieje niezerowe rozwigzanie powyzszego
rownania
 przyktad: niech k;=0.25, k,=0.50 i k;=0.75, wtedy dopuszczalnymi
wartosciami parametru K sg (w przyblizeniu) —6.5 oraz —0.8
— dlaK=-0.8
U(X") = (1/K)-{(Kk,+1)(Kk,+1)(Kk;+1) — 1} ~
~ (1/(-0.8))-{((-0.8)-0.25+1)((—0.8)-0.50+1)((-0.8)-0.75+1)-1} ~ 1
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« Tworzenie funkcji uzytecznosci przez metode Assess jest
dwuetapowe:

— etap pierwszy: pozyskiwanie informacji stuzgcej utworzeniu
czgstkowych funkcji uzytecznosci

— etap drugi: pozyskiwanie informac;ji stuzgcej ustaleniu wag kryteriow,
ktore pozwolg na ustalenie wartosci wspotczynnika skalujgcego K

| w rezultacie otrzymanie globalnej funkcji uzytecznosci stanowigcej
model preferencji danego decydenta

Zatem poprzednie slajdy dotyczyty w zasadzie etapu drugiego ©
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Pozyskiwanie funkcji uzytecznosci w metodzie Assess, odbywa sie w
formie dialogu z uzytkownikiem, podczas ktérego ustala sie przebieg
kazdej z tych funkcji

W metodzie Assess wyroznia sie cztery sposoby pozyskiwania
jednoatrybutowej (czgstkowej) funkcji uzytecznosci, czyli ustalania jej
przebiegu:

|. poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze statym prawdopodobienstwem

ll. poszukiwanie rownowaznika pewnosci ze zmiennym prawdopodobienstwem

lll. poréwnywanie loterii

V. porownywanie prawdopodobienstw
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Podstawg wszystkich metod z wyjgtkiem metody poréwnywania loterii
jest dialog, w ktorym decydent porownuje sytuacje otrzymania
okreslonej wartosci kryterium na pewno z sytuacjg ryzyka, tzw. loterig

W loterii tej mozna wygrag, tj. otrzymac korzystniejszg wartosc¢
danego kryterium z prawdopodobienstwem p, badz przegraé€ czyli
otrzymac¢ mniej pozadang wartos¢ z prawdopodobienstwem (1 — p)

Dialog polega ustaleniu z decydentem jego rbwnowaznika pewnosci
dla danej loterii, tj. takie] wartosci kryterium, dla ktérej decydentowi
jest obojetne czy jg otrzyma na pewno, czy tez bedzie brat udziat

w |oteri
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Poniewaz w praktyce decydent nie jest w stanie podac od razu wartosci
rownowaznika pewnosci dla danej loterii, dlatego w metodzie Assess
poszukuje sie jej iteracyjnie zmieniajgc stosownie do udzielanych przez
niego odpowiedzi, wartosci X,, X,, X5 oraz p

Caty taki dialog powtarza sie kilka razy w celu znalezienia wiekszej
liczby punktow funkcji uzytecznosci czgstkowej

W przypadku metody porownywania loterii decydent w czasie dialogu
porownuje dwie sytuacje loterii, a poszukuje sie takiej wartosci
prawdopodobienstwa, dla ktérego obie te loterie sg sobie rownowazne
(tak samo dobre/zte w przekonaniu decydenta)



Metoda Assess

|. Poszukiwanie rownowaznika pewnosci
ze statym prawdopodobienstwem

1) Dla danego kryterium g; uzytkownik powinien podac zakres wartosci,
tzn. wartos¢ najmniej preferowang x, oraz najbardziej preferowang
x*, a takze kierunek preferencji. Moze by¢ on malejgcy (kryterium
typu koszt) lub rosngcy (kryterium typu zysk)

2) Zaktadamy, ze funkcja uzytecznosci czgstkowej jest znormalizowana
w zakresie <0, 1>

U(x,) =0 u(x) =1

Uwaga: te dwa zatozenia dotyczg wszystkich czterech sposobow |.—IV.
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3) Dla punktow x* oraz x, tworzona jest sytuacja loterii z pewng zadang
wartoscig prawdopodobienstwa p,

Ll(x*1 pl’ X*)

4) W fazie dialogu z decydentem zadawane sg pytania o wartosc
rownowaznika pewnosci X, dla tej loterii. Aby utatwi¢ decydentowi
jej doktadne okreslenie, poszukiwanie tego rownowaznika odbywa
sie za pomoca kolejnych propozycji odpowiedniej wartosci pewnej
(kolejnych przyblizen do tej wartosci), az znajdziemy takg wartosc
pewng, ktora jest dla decydenta nierozroznialna z loterig pod
wzgledem preferenciji: X,~L, (czyli decydent uznaje, ze otrzymanie
tej wartosci na pewno jest dla niego tak samo dobre, lub zte, jak
wziecie udziatu w loterii; zatem wartos¢ u(x,)=u(L,)

5) Dla znalezionego rownowaznika pewnosci obliczana jest wartos¢
uzytecznosci ze wzoru:

U(Xy) = pu(x*) + (1 = pgulx,)
Na podstawie kroku 2) otrzymujemy u(X,)=p,

W tym momencie znaleziony zostaje pierwszy punkt funkcji
uzytecznosci czgstkowej o wspotrzednych (X, u(x,))
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|. Poszukiwanie rownowaznika pewnosci
ze stalym prawdopodobienstwem — cd.

6) Nastepnie kilkakrotnie (w zaleznosci od liczby poszukiwanych
punktéw) procedura powtarza sie od kroku 3) do 5) poszukujgc
rownowaznika pewnosci dla nowych loterii, w kolejnych
przedziatach rozwazanego kryterium — pomiedzy znanymi punktami

Np.: dla loterii L,(x*,p;,X;) znajdujemy rownowaznik pewnosci X,
oraz punkt o wspotrzednych (x 6 (X)),
1-—

gdzie u(xy) = u(L,) = pLu(x*) + P u(xy)

Nastepnie dla loterii L;(X;,p;,X,) rownowaznik pewnosci X, oraz

punkt (X, U(xs)), gdzie U(ks) = pyu(x,) + (1 — pu(x,)

Dalej mozemy szukac rownowaznika pewnosci dla L,(X,,p;,X;), itd.
/) Po znalezieniu pozgdanej liczby punktow, w oparciu o nie dokonuje

sie aproksymacji ksztattu funkcji uzytecznosci czgstkowej uzyskujgc
w ten sposob jej koncowg postac (odcinkami liniowa)
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ll. Poszukiwanie rownowaznika pewnosci
ze zmiennym prawdopodobienstwem

Zasada dziatania tej metody jest bardzo podobna do metody I. W obu
iIdentycznie przebiega dialog powadzgcy do wyznaczenia
pojedynczego punktu funkcji uzytecznosci czgstkowej. R6znicg jest to,
ze po odnalezieniu rownowaznika pewnosci dla pierwszej loterii
L,(x*,p;1,X,), W kolejnych krokach zmianie nie ulegajg wartosci loterii, ale
wartosc¢ prawdopodobienstwa p;. W konsekwencji zmianie ulega
jedynie sposob postepowania w kroku 6) poprzedniej metody,
natomiast reszta krokow jest taka sama
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ll. Poszukiwanie rbwnowaznika pewnosci
ze zmiennym prawdopodobienstwem — cd.

6) Kilkakrotnie (w zaleznosci od liczby poszukiwanych punktow)
powtarzana jest procedura od kroku 3) do 5) poszukujgc
rownowaznika pewnosci dla nowych loterii, tj. z nowg wartoscig
prawdopodobienstwa p;:
dla loterii L,(x*, p;, X,) otrzymuje sie jej rownowaznik pewnosci X;
| punkt o wspotrzednych (x;, u(x;)), gdzie u(x;) = p;
poniewaz xi~L; & u(x) = u(Ly); u(Ly) = pu(x*) + (1 - p)u(x,)
| na podstawie kroku 2) u(L;) = p;
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lll. Pordbwnywanie loterii

Sposob pozyskiwania funkcji uzytecznosci czgstkowej oddajgce;
preferencje decydenta w tej metodzie rézni si¢ catkowicie od trzech
pozostatych. Istotna réznica polega na tym, ze podczas dialogu

z decydentem nie poréwnuje sie wartosci pewnej z loterig, ale dwie
loterie. Metoda przebiega wedtug nastepujgcych krokow:

1) Dla danego kryterium uzytkownik powinien podac zakres wartosci,
tzn wartos¢ najmniej preferowang x, oraz najbardzie; preferowana
X*, a takze kierunek preferenciji.

2) Zak’fada sie, ze funkcja uzytecznosci czgstkowej jest
znormalizowana w zakresie <0, 1>

Ui(Xe) =0
u(x*) =1
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lll. Pordbwnywanie loterii — cd.

3) Tworzy sie dwie sytuacje loterii L(X, py, X,) oraz L’ (x*, p;’, X,),
gdzie p, jest pewng zadang wartoscig prawdopodoblenstwa Przy
kolejnym wykonywaniu tego kroku zmianie ulega jedynie parametr

X, W plerwszej loterii

4) W fazie dialogu z decydentem poszukiwana jest taka wartosc
prawdopodobienstwa p,’, dla ktorej obie loterie sg sobie
rownowazne. Aby u’fatW|c decydentowi jej doktadne okreslenie
poszukiwanie tego prawdopodobienstwa odbywa sie za pomocg
kolejnych przyblizen do tej wartosci

5) DIa znalezmnego prawdopodobienstwa p, * (na podstawie faktu, ze
) oblicza sie wartos¢ uzytecznosci korzystajgc ze wzoru:

- Lo P)U(X,) = Pau(Xy) + (1 — pu(x,)
=p,*1+1-p,)*0=pulxy))+(1-py)*0
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lll. Pordbwnywanie loterii — cd.

Na podstawie kroku 2) otrzymuje sie zatem:
= P U(Xy) = U(Xy) =p,7p,

W tym momencie znaleziony zostat pierwszy punkt funkcji uzytecznosci
czastkowej 0 wspotrzednych (x4, p,'/p,)

6) Nastepnie kilkakrotnie (w zaleznosci od liczby poszukiwanych
punktéw) powtarzana jest procedura od kroku 3) do 5) dla nowych
przedziatdw wartosci rozwazanego kryterium w loterii L,: dla loterii
Li(X;, Py, X ) oraz L/'(x*, pi', X,) (gdzie i=2,3,...,n) otrzmeJe sie nowg
wartosc p;' oraz punkt 0 wspotrzednych (x,, u(x)) gdzie u(x;)=p;'/p,

7) Po znalezieniu pozadanej liczby punktow, dokonuje si¢ —w oparciu
0 nie — aproksymacji ksztattu funkcji uzytecznosci czgstkowe;
uzyskujgc w ten sposob jej koncowg postac odcinkami liniowag
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V. Porobwnywanie prawdopodobienstw

Przebieg tej metody jest rowniez podobny do metody |. Réznica w tym
przypadku polega na fakcie, ze w czasie dialogu dla danych wartosci
rownowaznikow pewnosci poszukuje sie odpowiadajgcych im
wartosci prawdopodobienstw p.

Zmiana w sposobie wyznaczania postaci funkcji uzytecznosci
czgstkowej ma wiec miejsce w krokach 4) oraz 6)
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V. Porownywanie prawdopodobienstw — cd.

4) W fazie dialogu z decydentem zadawane jest pytanie o wartosc¢
prawdopodobienstwa p,; w loterii odpowiadajgcego zadanemu
rownowaznikowi pewnosci x,. Aby utatwi¢ decydentowi jej doktadne
okreslenie, poszukiwanie tego prawdopodobienstwa odbywa sie za
pomocg kolejnych przyblizen do tej wartosci

6) Nastepnie kilkakrotnie (w zaleznosci od liczby poszukiwanych
punktow) powtarzana jest procedura od kroku 3) do 5) poszukujgc
dla kolejnych rownowaznikow pewnosci odpowiadajgcych im
prawdopodobienstw p; (gdzie i=2,3,...,n), tak ze dla rownowaznika
pewnosci X; otrzymuje sie loterig L(x* Pi,X,) I punkt o wspotrzednych
(%, u(x)), gdzie u(x) = pi
wygrang w kolejnych loteriach jest zawsze wartosc¢ idealna na
badanym kryterium, a przegrang — wartos¢ antyidealna
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Ustalanie wag kryteriéw

Podstawg procedury ustalania wspotczynnikow k; (czyli wag dla
poszczegolnych kryteridw g;) jest ponownie dlalog w ktérym decydent
porownuje sytuacje otrzymanla okreslonego pewnika z sytuacjg
ryzyka, czyli loterig

W tej procedurze pewnikiem jest sztuczny wariant zbudowany
z najlepszej mozliwej wartosci na badanym kryterium g; oraz samych
najgorszych wartosci na wszystkich pozostatych kryterlach g, (I=1)

Loteria jest zbudowana tak, ze wygrang jest wariant idealny zbudowany
z samych najlepszych wartosci na wszystkich kryteriach, a przegrang
wariant antyidealny zbudowany z samych najgorszych wartosci

X ser X een X5y X > 2 LIXY P, X,)



Metoda Assess

Ustalanie wag kryteriéw — cd.
Xy Xosreor Xieony X > 2 LIX*, P, X4)

w kolejnych krokach — w wyniku odpowiedzi decydenta — zmianie podlega
wartos¢ prawdopodobienstwa wygranej p, ktora jest odpowiednio
zmniejszana jesli decydent odpowiada, ze woli loterie L, bgdz zwiekszana jesli
decydent preferuje pewnik w stosunku do loterii

przyktadowo:
Xy Ko eeen X5eeny X > 2 Lo(X*, P, X.) — pytanie
<K Kour ooy Xityenny X > > Lo(X*, P, X.) — 0dpowiedz

X KXo ee ey X5eny X > 2 Ly(X%, P, X,) — pytanie, przy czym p < p’

Xy KXo ee ey X5eny X > <Ly (X%, P, X,) — 0dpowiedz

K Kour ooy Xityenny X > 2 Lo(X%, 7 X,) — pytanie, przy czym p <p” < p’
itd.

OStateCcznie <X ., Xoueesy Xi%yeeey Xy > ~ L (X*, P™, X, ) © K =p™
wartosc¢ wagi k; jest rowna takiemu prawdopodobienstwu p™ wygranej,
dla ktorego loteria ,rozpieta na” ideale i antyideale jest dla decydenta

rownowazna tak skonstruowanemu pewnikowi



