Programowanie ilorazowe #1

* Problem programowania ilorazowego (Pl) jest
przyktadem problemu programowania matematycznego
nieliniowego, ktory mozna skutecznie zlinearyzowac,
tzn. zapisac (i rozwigzac) jako problem programowania
liniowego


Irmina
Podświetlony
Uwaga: może się zdarzyć, że linearyzacja problemu PI da problem liniowy PL, którego rozwiązanie nie umożliwi wyznaczenia rozwiązania oryginalnego problemu PI.
W takich przypadkach trzeba posłużyć się innymi metodami rozwiązania oryginalnego problemu ilorazowego.


Programowanie ilorazowe #2

* (Ogolna postac problemoéw PI:

c'x+¢,

min / max -
d x+d,

p.o.. Ax{<, >, =}b
x>0

— cechy problemu:

 kierunek optymalizacji w funkciji celu: minimalizacja lub
maksymalizacja

« funkcja celu jest ilorazem dwoch wyrazen liniowych c™x+c, oraz
d™x+d, i nosi nazwe (a z nig caty problem) ilorazowej lub
hiperbolicznej

« wartos¢ funkcji celu jest okreslona tylko dla tych x, dla ktérych
dTx+d,=0, przyjmujemy jednak dodatkowo, ze d™x+d,>0


Irmina
Podświetlony
W niektórych problemach PI chcemy minimalizować wartość funkcji celu, w innych maksymalizować (np. stosunek zysków do kosztów)


Programowanie ilorazowe #3

» Linearyzacja problemow PI:

— problemy Pl nalezg do grupy problemoéw programowania
matematycznego nieliniowego, ktéry mozna skutecznie
zlinearyzowac

 zlinearyzowac czyli zapisac (i rozwigzac) jako problem
programowania liniowego, ktérego rozwigzanie bedzie
jednoczesnie rozwigzaniem problemu nieliniowego (lub
rozwigzaniem, na podstawie ktérego mozna jednoznacznie
odczytac rozwigzanie problemu liniowego)

— linearyzacja problemu Pl zostata podana przez Charnes’a
i Cooper'a

— linearyzacja ta polega na wprowadzeniu nowych zmiennych
(co jest realizowane przez podstawienie)



Programowanie ilorazowe #4

» Linearyzacja problemow PI:

— zatdzmy, ze funkcja celu pewnego konkretnego problemu
ilorazowego ma by¢ maksymalizowana

* w obliczu obowigzujgcego zatozenia, ze du+d,>0 wiadomo,
iz zwiekszanie wartosci bezwzglednej ilorazowej funkcji celu
moze bycC osiggane poprzez:

— zwiekszanie wartosci bezwzglednej funkcji c'x+c,
— zmniejszanie wartosci funkcji d x+d,

 niestety, funkcje te (pomijajac trywialne przypadki) trudno jest
jednoczesnie kontrolowac, w rezultacie czego zwiekszanie wartosci
funkcji cTx+c, czesto prowadzi do jednoczesnego zwiekszania sie

wartosci funkcji dTx+d, (i tym samym nie zmienia zasadniczo
wartosci funkcji ilorazowej)

— powstaje problem ,catosciowego” kontrolowania wartosci
llorazowe]j



Programowanie ilorazowe #5

» Linearyzacja problemow PI:

— problem ,catosciowego” kontrolowania wartosci ilorazowe;

e pewnym rozwigzaniem tego problemu bytoby ,ustalenie” wartosci
funkcji d™x+d,,, dzieki czemu cata kontrola wartosci ilorazu
sprowadzitaby sie do kontrolowania wartosci funkcji cTx+c,

« ,ustalenie” takie mozna zrealizowac przyjmujac na przyktad, ze
dTx+d,=1 (warunek ten jest to zgodny z zatozeniem d"x+d,>0)
— w praktyce oznaczatoby to dodanie ograniczenia: d Tx+d,=1
— rozwigzanie takie ograniczytoby jednak dopuszczalne wektory x
do tylko takich, ktére spetniajg d"x+d,=1, i ostatecznie otrzymane
rozwigzanie nie bytoby w ogélnosci rozwigzaniem optymalnym
oryginalnego problemu



Programowanie ilorazowe #6

» Linearyzacja problemow PI:

— problem ,catosciowego” kontrolowania wartosci ilorazowe;

e pewnym rozwigzaniem tego problemu bytoby ,ustalenie” wartosci
funkcji d™x+d,,, dzieki czemu cata kontrola wartosci ilorazu
sprowadzitaby sie do kontrolowania wartosci funkcji cTx+c,

« mozna to zrealizowac przyjmujac na przykfad, ze d "x+d,=1
(ograniczenie to jest to zgodne z zatozeniem d"x+d,>0)

* rozwigzanie takie ograniczytoby jednak dopuszczalne wektory X
do tylko takich, ktore spetniajg d"™x+d,=1, i ostatecznie otrzymane
rozwigzanie nie bytoby w ogolnosci rozwigzaniem optymalnym
oryginalnego problemu

— wynika z tego, ze to konkretne rozwigzanie nie jest wtasciwe, ale
metoda (doprowadzania mianownika do wartosci statej) jest wtasciwa

— gdyby wiec udato sie zaproponowac jakies zadanie rownowazne
oryginalnemu, w ktorym wartos¢ mianownika bytaby ustalona, to
problem kontrolowania funkcji ilorazowej bytby rozwigzany



Programowanie ilorazowe #7

» Linearyzacja problemow PI:
— okazuje sie, ze rozwigzanie znajdujemy dzieki podstawieniu:

X .
dla kazdego j: u, = dTX-JFd
0
1
oraz dodatkowo u, = T+ d
0

« zfaktu, ze d"x+d,>0 wynika, ze u,>0, wobec czego
mozliwe jest obliczenie wartosci wyrazenia u;/uy:

_ T
Xj d x+dy, _
- = X

oS Txrd, 1 |

(wyrazenie to pozwala na otworzenie wartosci
zmiennych x; na podstawie wartosci zmiennych u;)



Programowanie ilorazowe #8

« Linearyzacja problemow PI:
— funkcja celu przyjmuje wtedy postac:
c'x+c,  C'x Co I

= + = +C
d'x+d, d'x+d, d'x+d,  d'x+d, ~d'x+d,

— jak wiec widac, ilorazowa funkcja celu zostata wyrazona w
kategoriach nowych zmiennych, przy czym (co jest istotne!)
przyjeta ona postac zwyktej funkciji liniowej

— jest to zgodne z metodg ,ustalania® mianownika funkcji
llorazowej, poniewaz mianownik ten, po wyrazeniu go w
kategoriach nowych zmiennych przyjmuje postac: du+d,-u,
| spetnia:

d'x d, d'x+d,
du+dy-Uy=— +— =— =
d x+d, d'x+d, d x+d,

1




Programowanie ilorazowe #9

» Linearyzacja problemow PI:
— jednoczesnie ograniczenia typu ‘=" przyjmujg postac:

Ax=b<e AX b A X =Db 1

dTx+d,  d'x+d, d'x+d, d'x+d,

< Au=Db-uy,

 identycznie dla ograniczen typu ‘<’ oraz >’

— ostatecznie wszystkie ograniczenia mozna je zapisac jako:



Programowanie ilorazowe #10

Linearyzacja problemow Pl:

— catosc problemu wyrazonego w kategoriach nowych zmiennych
przedstawia sie ostatecznie nastepujgco:

min/max cTu+c, u,
p.o.: dTu+dg,u, = 1
Au-b-u,{, 2, =10
u>0
u, >0
— powyzszy problem nie jest jednak problemem liniowym, a to ze
wzgledu na ograniczenie ‘u, > 0’ (ograniczenia tego typu nie sg
dopuszczalne w problemach liniowych)


Irmina
Podświetlony
Aby rozwiązać problem liniowym solverem przyjmujemy w zamian ograniczenie liniowe: u0>=0
Jeśli w otrzymanym przy takim założeniu rozwiązaniu zmienna u0 przyjmie wartość różną od 0, to zastosowana metoda linearyzacji pozwoliła nam uzyskać rozwiązanie oryginalnego problemu ilorazowego.
W przeciwnym przypadku (u0=0) musimy w inny sposób rozwiązać oryginalny problem PI.


Programowanie ilorazowe #11

» Linearyzacja problemow PI:

— dlatego wprowadza sie pewne uproszczenie i zastepuje
ograniczenie ‘u, > 0’ ograniczeniem dopuszczalnym w
problemach liniowych, czyli ograniczeniem: ‘u, > 0’

— W rezultacie powstaje problem liniowy:
min/max cTu+c, u,
p.o.: dTu+d,u, = 1
Au-b-u,{g, 2, =30
u>0
u, >0
— powyzszy problem jest zlinearyzowang wersjg problemu

ilorazowego, czyli takim problemem liniowym, z ktorego
rozwigzania mozna odczytac rozwigzanie problemu ilorazowego


Irmina
Podświetlony
zmienne xi z oryginalnego problemu PI nie są zmiennymi przekształconego problemu PL

Irmina
Podświetlony
Poniższy problem jest poprawnym zadaniem PL - zarówno funkcja celu, jak i wszystkie ograniczenia są liniowe

Irmina
Podświetlony
Nie można go odczytać bezpośrednio, gdyż oryginalne zmienne problemu ilorazowego xi nie są zmiennymi skonstruowanego problemu liniowego. Ale możemy wyliczyć ich wartości na podstawie wartości zmiennych ui. Jak to zrobić? (wymyśl zanim przerzucisz stronę :)


Programowanie ilorazowe #12

» Linearyzacja problemow PI:

— rozwigzanie oryginalnego problemu ilorazowego realizuje sie
wiec nastepujgco:

1. Przeksztatca sie problem ilorazowy do postaci zlinearyzowanej
2. Rozwigzuje sie postac zlinearyzowang
3. Jezeli po rozwigzaniu problemu zlinearyzowanego zachodzi
u,>0 to odtwarza sie rozwigzanie problemu ilorazowego
wykorzystujac zaleznosc:
Xji d' x+ dy Uj
XTd'x+d, 1y
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