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Introduction

Lorsqu'un probléeme de décision est modélisé &el'didn

programme linéaire, il peut s'avérer tres difficile
d'attribuer une valeur unique plausible a chacus deg
parameétres du modéle. Les raisons peuvent étratdecs

différentes : technique (erreurs d'arrondis, diffié a

récupérer et a calculer certaines valeurs de par@me
et/ou contextuelle (présence de phénoménes akstoir
avenir incertain). Tous les paramétres du modélsome

pas entachés d'incertitude et d'indétermination
simultanément : ces incertitudes peuvent pesear
uniguement sur la fonction objectif, sur les caxéfnts
des variables dans les contraintes et/ou sur lesnds
membres des contraintes. L'approche consistartégrar
les éléments d'incertitude et d'indétermination sdée
programme mathématique a résoudre peut alors slavér
nécessaire. En l'absence de loi de probabilitésivaét
l'incertitude, l'optimisation robuste a pour objeae
déterminer des solutions qui résistent au mieuxaexs.
La premiére étape consiste donc a choisir un erlsemb
d'incertitude pour chacun des parameétres du pragem
(polyédre, intervalle, ensemble discret de valeur
plausibles...) et, a décrire de quelle fagcon cett
indétermination sera partiellement ou completenerée

O

au cours du processus de décision. La deuxiemes étar
e

concerne la compréhension et l'analyse du contex
décisionnel afin de donner un sens a la notion dp
robustesse. Et enfin, il s'agit de résoudre laieenobuste
du programme mathématique considéré.

Nos recherches récentes sur ces problématiques e
robustesse nous ameénent a un certain nombre ge

conclusions que nous souhaitons exposer :
» les problématiques de robustesse et les réponses

y apporter different en fonction des parametres
incertains : l'incertitude concernant I'évaluation

d'une solution (portant sur les coefficients dans |

Q-
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fonction objectif) doit étre distinguée de
l'incertitude concernant la réalisabilité d'une
solution (portant sur les coefficients intervenant
dans les contraintes),

» la théorie de la dualité reste pertinente mais doit
étre revisitée,

* le cas de lincertitude pesant uniquement sur les
seconds membres des contraintes mérite une
étude spécifique,

» dans le cas ou l'incertitude pése sur la réalisabil
des solutions, les problémes ne sont pas de méme
nature lorsque le systeme de contraintes présente
ou non des égalités,

* la comparaison des approches de robustesse n'
de sens que vis-a-vis d'un contexte décisionnel
clairement identifié.

Incertitude sur ['évaluation versus incertitude dar
réalisabilité

Nous considérons le programme linéaire suivant :

max cx
(P){ Ax <b
x>0

Les coefficientsc; des n variables x; sont entaches
d'incertitude. Un scénarios est un vecteur
c=(cf, ..., ... ci ), composé de valeurs considérées
comme réalistes et plausibles. Nous supposons connu
ensembles de scénarios (dénombrable ou non).

Dans la plupart des approches d'optimisation rasyst
I'évaluation d'une solutiorx retenue est de la forme
fwor (x) = mingr ¢® x, avecl’ € S. Lorsquel inclut tous
les scénarios dg, la valeur der n'est autre que la valeur
obtenue sur le critére du pire cas. Ce critereitdsté dans
le cadre de la robustesse (cf. (Kouvelis & Yu, 199ans
la mesure ou la valeur desur ce critére est une valeur
garantie quel que soit le scénario. Appliquer &z du
pire cas revient a rechercher la solution maxinisarpire
valeur. Ce critére peut répondre a la préoccupatien
robustesse d'un décideur trés prudent qui chercine a
prendre aucun risque. La faiblesse de ce critdrguesle
choix d'une solution est fondé sur un scénario umioeu
probable : le plus défavorable pour cette solutidussi,
des modeles plus récents s'intéressent a la defirdgtun
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ensembld” de scénarios permettant de nuancer le scénarjo

le plus défavorable (par ex. (Bertsimas & Sim, 2004
Lorsque l'incertitude porte sur les coefficienteimenant
dans les contraintesA (et/ou b), la notion de robustesse
prend alors un autre sens. En effet,
I'évaluation d’'une solutionx ne differe pas selon les
scénarios plausibles et, étre robuste revient angarla
réalisibilité de la solutionx pour tous les scénarios e
(avecT' € S) pouvant se réaliser (cf. (Soyster, 1973),
(Bertsimas & Sim, 2004), (Ben-Tal, EI Ghaoui, &
Nemirovski, 2009)). Un scénario est défavorable a une
solution x lorsque x n'appartient pas a I'ensemble des
solutions réalisables défini parXs = {x € R™: Ax <
bs, ¥>0. Aussi, pour une solutiorr donnée, deux cas de
figure sont a considérer :

e soit x est réalisable dans tous les scénasiat

dans ce cay,,-(x) = cx,
e soit il existe au moins un scénasopour lequel
X n'est pas réalisable et, dans ce ¢gs,(x) =

—oo
Comme on cherche a maximisg,,(x), la solution
optimale se trouve nécessairement parmi cellessonf
réalisables sur tous les scénariod'd&i l'intersection des
ensemblesX’ est vide, toutes les solutions ont pour
évaluation—x et le critére du pire cas ne permet plus de
les discriminer. Une autre approche que celle de pas
doit alors étre appliquée.

Le critere du regret maximum, également trés atibs
analyse de robustesse, cf. (Kouvelis & Yu, 199} e
malheureusement équivalent au critére du pire aas t&
cas d'incertitude sur la réalisibilité. Rappelonsieq
I'évaluation d'une solutionx sur le critere du regret
maximum  est: f..,(x) = maxsr(cx®—cx) avec
x° étant la solution optimale dang*, I'ensemble des
solutions réalisables pour le scénaric Comme
précédemment, s’il existe un scénatio pour lequel
x & X%, alorsf,.,(x) = +oo. Six est réalisable dans tous
les scénarios, alors le regret maximum admet uieurva
finie définie parmaxcr(cx®) — cx car la valeurcx ne
dépend pas de Il s’agit donc de minimiser cette valeur
sur lintersection des ensembleX’ et nous obtenons
comme solution optimale;,, telle que :f.4(x;ey) =

min_(maxer(cx’) —cx). Comme la quantité
xe(N X5)
maxsr(cx®) est indépendante de, il s’en suit que
freg(x;*eg) = maxger(cX®) + min,e xs)(—cx). En

conséquence, la solution optimale selon le critiéreegret
maximum correspond a la solution optimale selon lg
critere du pire cas.

L'incertitude sur la réalisabilit¢ induit donc des
problématiques de robustesse de nature différeete d
celles induites par lincertitude sur ['évaluatiates
solutions. En analyse de robustesse, la fonctigectbne
peut donc pas étre interprétée comme une cordraint
supplémentaire.

dans ce cas

Théorie de la dualité en optimisation robuste

Dans le cas particulier ou l'incertitude porte weiopent
sur les seconds membres des contraintes, il estehate
considérer le dual dg) afin de transférer l'incertitude sur
les coefficients dans la fonction objectif des &hles
duales (notéegd) et, d'y appliquer le critéere du pire cas.
Nous obtenons alors :

min max Ab*

SE.
AA =c
A=20
Néanmoins, le dual d@,,,,) ne permet pas de retrouver
la valeur optimale déP) selon le critere du pire cas. En
effet, lorsquel’ contient un ensemble dénombrable de
scénarios(D,,,,) peut s'écrire comme suit :

(DWOT)

min z
z=AbS, Vs €T
M =c
A=0

(DWOT')

Son dual est alors :

(H) sel”
LAx = Z bSug
sel”

Ce programme linéaire permet de déterminer la isolut
optimale réalisable sur une combinaison convexe
particuliére de I'ensemble des scénarios : ceagjamantit

en aucun cas d'étre réalisable sur tous les soénaku
mieux, la solution optimale déH) correspondra-t-elle a
une solution réalisable sur un des scénariosI'ddl
apparait donc quéH) ne fournit pas une solution qui
correspondrait & celle du pire cas pour le problémie
dans lequel lincertitude porte sur les seconds brem
des contraintes.

Il est montré, dans (Gabrel & Murat, 2010), qu'apser
selon le critere du pire cas un programme linédars
lequel les incertitudes portent sur les seconds bnesme
revient pas a optimiser selon le méme critere son
programme dual dans lequel lincertitude porte Iesr
coefficients de la fonction objectif. Plus exactemeaous
montrons qu'il s’agit de dualiser le critéere : dinepcas
vers le meilleur cas. Il faut donc appliquer letéme
"dual", a savoir celui dit du meilleur cas, sumpi®bléme
dual dans lequel I'incertitude porte sur les cagffits de

la fonction obijectif.

En conclusion, si nous souhaitons transférer laepen
compte de lincertitude des seconds membres vers la
fonction objectif (ou inversement), nous nous de&von
d'appliquer le critére "dual" sur le programme é&iné
dual.

Le cas spécifique de I'incertitude sur les secandmbres
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Dans un grand nombre d’applications, l'incertityatete l
uniguement sur le vecteur des seconds membres
(typiqguement lorsque ce vecteur représente I'éimiutie

la demande d’'un produit sur différentes périodes)est
alors possible de tirer profit des relations de lithia
exposées précédemment.

En outre, comme lincertitude pése alors sur urlerce
de la matrice des contraintes, et non plus surligne,
certaines approches, celle de Bertsimas et Sim p
exemple, ne sont plus pertinentes. En effet, dan
'approche proposée par Bertsimas et Sim, a chaqy
contrainte est associé un budget d'incertitude lgusque
seule la valeur du second membre est incertaineariar
entre 0 et 1 pour chaque contrainte, ce qui reaashtoisir
une valeur pour le second membre.

n

Des égalités dans les contraintes

En optimisation robuste, I'approche classique quisiste
a transformer une contrainte d'égalité en deuxreames
d'inégalité de sens opposé n'a pas de sens. D'arteqn
aboutit a un programme linéaire ne vérifiant plug
I'hypothése d'indépendance entre les coefficients
incertains puisque les mémes coefficients incestaia
retrouvent dans deux contraintes différentes. Déapart,
dans I'une des deux contraintes, si la pire vap@ur un
coefficient incertain est la plus petite, alors’dgira de la
plus grande valeur dans la contrainte opposée. Alesc
égalités dans les contraintes, il n'existe plussdiition
qui soit réalisable sur tous les scénario¥ de
Deux cas de figure sont alors envisagés :
e soit lincertitude est levée avant la prise de
décision et les contraintes peuvent étre satisfaite
a l'égalité,
e soit il faut choisirx en présence d’incertitude ce
qui nécessite d'accepter et d'envisager I3
violation des contraintes d’égalité.

Dans le premier cas, il ne s'agit plus de déterminee
solution robuste. Néanmoins, en phase de planticatu
d’optimisation multi-étape, cf (Gabrel, Murat, & Ré,

2010), on s’attachera a calculer des bornes surdlesirs
optimales du probléme correspondant aux meilleyiret
optimum possibles.

Dans le second cas, d'autres modéles de robustegse
doivent alors étre appliqgués nécessitant de bien
appréhender le contexte décisionnel. A titre dsilifation,
considérons un contexte ou le fait de choisir wiat®n
qui s'avérera finalement non réalisable, engendne u
surco(t émanant des corrections a appliquer a cette
solution (pour la rendre admissible). Une solutiobuste
est alors une solution minimisant le maximum deg
surcodts. Il s'agit en fait d’'une solution dontdistance a
la réalisabilité n’est jamais trop importante ggeé soit le
scénario qui se réalisera.

Analyse de robustesse liée au contexte décisionnel

L'approche choisie dans le cadre de 'optimisatiolpuste
est intimement liée au décideur et au contextesa@uiel.
La version robuste d'un probléme varie donc entionc
+ des ensembles d’'incertitude retenus sur chacun

des parameétres comme sur I'ensembledes
scénarios,

« de la fagon dont les valeurs des parameétres
seront révélées (en une seule fois ou en plusieurs
étapes successives) et du statut des variables
(dans le cadre de l'optimisation robuste multi-
étape, cf (Ben-Tal, EI Ghaoui, & Nemirovski,
2009)),

e et du critére choisi pour évaluer la robustesse (a
coté des criteres classiques du pire cas et du
regret, il en existe de plus récents comme, par
exemple, celui de la bw-robustesse introduit dans
(Roy, 2010)).

Les études comparatives que l'on peut alors mener
doivent nécessairement porter sur des versions en
adéquation avec le contexte décisionnel. A notre sk
n'est pas pertinent, comme on peut le voir dangiters
études, de comparer une approche du type piret cage
approche bi-étape : il est évident que la secondmira

de meilleures solutions (au regard de la fonctibjectif
initiale) puisque le modele contient plus d'infotias
(une partie de lincertitude est levée au cours du
processus de décision).

Les problématiques de robustesse en programmation
linéaire constituent donc un champ d’investigations

dynamique, d'autant qu’il nous améne a revisiter un
certain nombre de résultats bien établis en univers
déterministe.
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