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Wstep

Matematyka w szkole podstawowej kojarzy sie przede wszystkim z arytmetyka, ale wspotczesni matematycy
rzadko nig sie zajmuja. Wynika to stad, ze arytmetyka pozwala spojrze¢ na rzeczywistos¢ zaledwie z jednego,
bardzo waskiego, punktu widzenia, a wspdtczesna rzeczywistosc¢ jest bardzo skomplikowana i wymaga
rozwazenia réznych punktéw widzenia.

Takim innym punktem widzenia jest teoria graféw, ktéra najprosciej rzecz ujmujac zajmuje sie opisywaniem
potaczen miedzy rzeczami. Z teoretycznego punktu widzenia obojetne jest czy rzeczami sg domy taczace sie

siecig ulic, czy komputery potgczone kablami lub satelitami w sie¢ komputerowa. Podobnie jak obojetne jest czy
liczymy domy lub odlegtosci pomiedzy domami czy robimy to samo z komputerami w przypadku arytmetyki.

Podstawowe pojecia

Sg dwa elementarne pojecia teorii graféw:
- wierzchotek - zaznaczany zazwyczaj kétkiem;
- krawedz - zaznaczana zazwyczaj kreska.

W podstawowej teorii krawedzie zawsze taczg ze sobg doktadnie dwa wierzchotki, przy czym wyrézniamy dwa
podstawowe rodzaje grafow:

- zorientowane - z krawedziami reprezentowanymi krzywymi ze strzatkami;

- niezorientowane - z krawedziami reprezentowanymi krzywymi bez strzatek.

Graf niezorientowany



Graf zorientowany

Komunikacja

Chyba najprostszym przyktadem grafu moze by¢ sie¢ drog faczacych miasta. Wierzchotki reprezentujg tu
poszczegblne miasta a krawedzie bezposrednie potgczenia drogowe. Przypisanie nazw miast wierzchotkom grafu
nazywamy etykietowaniem, a przypisywanie odlegtosci drogowych krawedziom - etykietowaniem krawedzi. Od
razu widac¢, ze taki graf bedzie nieskierowany poniewaz szosg mozna jezdzi¢ w obydwu kierunkach. Jednak w
szczegolnych sytuacjach oraz w przypadku plandéw miast bedziemy mie¢ do czynienia z grafami skierowanymi,
gdyz wiele drég komunikacyjnych jest jednokierunkowych. W mieécie mozemy wierzchotkami grafu
reprezentowac skrzyzowania, a krawedziami ulice. Krawedzie poza diugosciami reprezentowanych ulic mogq
jeszcze miec przypisane nazwy.
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Znajomosci



Grafy moga tez reprezentowac niewidoczne gotym okiem powigzania. Takim przykfadem niech bedg znajomosci
w szkole. Dzieci w szkole sg reprezentowane wierzchotkami grafu. Jesli jedno dziecko zna imie drugiego to od
wierzchotka reprezentujacego znajacego do znanego biegnie skierowana krawedz grafu. Na przykfad:

Adam Julia Macig Joanna

— ™ —  »

Woijtek Monika Agrieszka  Michat

Z rysunku wynika, ze nie wszyscy sie znajg a nawet istniejg dwie rézne grupy nie znajacych sie oséb. To tez
jest jeden graf, o ktorym mowimy, ze nie jest spdjny i zawiera dwie sktadowe spdjnosci.

Wracajac jeszcze do przykfadu z siecig ulic, gdy mozemy z kazdego miejsca przejecha¢ do kazdego innego to
mowimy, ze graf jest silnie spéjny. Chyba dla kazdego oczywiste jest, ze ta wiasnos$¢ powinna by¢ spetniona w
kazdym miescie. Przy wielu zmianach komunikacyjnych moze sie zdarzy¢, ze nie bedzie spetniona i wtedy
zbadanie tej wtasnosci grafu wystarczy by wykry¢ btad uniemozliwiajacy komunikacje w miescie.

Réwniez ciekawym przyktadem jest graf odpowiadajacy sytuacji gdy kazdy zna kazdego. Odpowiada temu graf

zawierajacy wszystkie mozliwe potaczenia pomiedzy parami wierzchotkéw. Nazywamy go klikg, co oznacza, ze
nie tylko my rozpatrywalismy zastosowanie grafu do odzwierciedlenia stosunkéw miedzyludzkich.

Stynne Sciezki

We wspaniatej ksigzce matematycznej mego dziecinstwa “LILAVATI” autor podaje przyktad grafu
odzwierciedlajgcego potaczenia komunikacyjne przez mosty w Krotewcu:

Stynne zadanie o mostach w Krélewcu (tak sie nazywato gdy nalezato jeszcze do Polski, obecnie Kaliningrad)
utozyt Euler w roku 1759. Postawit mianowicie pytanie, czy mozna po siedmiu mostach taczacych dzielnice
miasta z wyspa na Pregole odby¢ spacer w ten sposdb, by przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty nie
przechodzac po zadnym wiecej niz jeden raz.



Prosze spréobowac ale i tak sie to nie uda, bo dla odpowiadajacego temu grafowi nie ma tak zwanej $ciezki
Eulera co tatwo udowodni¢ matematycznie. tatwo nawet tak zaprogramowac¢ komputer, ze dla zadanego grafu
(np. mozna zada¢ ukfad mostéw Poznania czy Szczecina) program szybko sprawdzi czy zadanie jest mozliwe do
wykonania czy nie.

Inng Sciezka jest sciezka Hamiltona, ktéra w odrdznieniu od $ciezki Eulera ma przebiegac przez wszystkie
wierzchotki grafu.

Jesli mamy powroci¢ w to samo miejsce to taka $ciezke nazywamy cyklem.

Komiwojazer

Szczegdlnym przypadkiem cyklu Hamiltona jest problem komiwojazera. Jego nazwa wzieta sie z omawianej juz
interpretacji grafu jako sieci drdg czy ulic, z ktérych kazda etykietowana jest dtugoscig lub czasochtonnoscig
podrdzy. Zgodnie z definicjg cyklu Hamiltona nalezy wiec znalez¢ takg trase, ktora przebiega przez wszystkie
miejscowosci i wraca do miejscowosci wyjsciowej. Odpowiada to wiec dokfadnie zadaniu komiwojazera, ktory na
przykfad rozwozi towary do sklepéw. Jesli taka trase nalezy odbywac codziennie to chocby niewielkie skrécenie
drogi komiwojazera prowadzi do znaczacych oszczednosci cho¢by na zuzytym paliwie. I wtasnie na znalezieniu
najkrétszego cyklu Hamiltona polega to matematyczne zadanie komiwojazera.

elikopterowy komiwojazer

Zadanie to nalezy do grupy problemdéw optymalizacyjnych tj. takich, ze poszukujemy rozwigzania, ktére daje
najmniejszg lub najwiekszg wartosc okreslonej cechy.

Czesto zadania optymalizacji nie dajq sie rozwigzac bez koniecznosci przejrzenia i poréwnania wielu rozwigzan.
Tak tez wydaje sie by¢ z problemem komiwojazera. Nie zostato to co prawda jeszcze udowodnione
matematycznie ale gdyby tak nie byto to réwniez wiele innych problemdéw dawatoby sie fatwo rozwigzaé, co jest
wysoce nieprawdopodobne wobec ogromu wysitkéw podjetych dla znalezienia szybkich algorytmoéw dla wielu
pokrewnych problemow.

Bez przecinania

Mamy trzy domki i do kazdego z nich nalezy podtaczy¢ przewdd wody, gazu i pradu ale tak by zadne dwa nie
przecinaty sie.
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Okazuje sie, ze to proste z pozoru zadanie jest nierozwigzywalne. Mamy tu do czynienia z grafem o szesciu
wierzchotkach i potgczeniach pomiedzy dwiema grupami po trzy wierzchotki w kazdym. Jesli nasze zadanie
datoby sie rozwigzac¢ oznaczatoby to, ze mamy do czynienia z grafem planarnym, ale nasz graf nie jest
planarny, co juz dawno wykazano.

W praktyce badamy czy grafy sq planarne i poszukujemy podziatdw grafu na planarne podgrafy, gdy na
przykfad projektujemy sSciezki ptytek drukowanych czy uktaddw scalonych, ktére nie mogg sie przecina¢ w
jednej ptaszczyznie by nie byto zwar¢ elektrycznych. Podobnie jak trudno projektowaé dom z potgczeniami
odlegtych pokoi bez korzystania z pokoi posrednich. Pewne grafy nie dadzg sie tu zastosowac.

Inny czy taki sam?

Dosé¢ trudno jest stwierdzi¢ na podstawie odrecznych rysunkéw czy dwa grafy sg zupetnie rézne czy w gruncie
rzeczy (po pominieciu etykiet) takie same (mdéwimy, ze sg izomorficzne).

Okazuje sie, ze réwniez dla komputera zadanie pordwnywania graféw jest prawie réwnie nietatwe jak zadanie
komiwojazera.

Ciekawym pytaniem jest ile réznych graféw mozna utworzy¢ dla zadanej liczby wierzchotkédw. Nie zawsze
umiemy na nie odpowiedzie¢ z uzyciem witasnej gtowy i czesto uciekamy sie do pomocy komputera by
wyznaczat te liczby wyznaczajac wprost grafy dla kolejno rosnach liczb lub dla wielkosci losowych.

Ilu sasiadow?

Mozna tez zajmowac sie grafami, ktére maja ograniczong lub $cisle okreslong liczbe wierzchotkdw sasiadujacych
z kazdym. Odpowiada to na przyktad konstrukcji pokoi w budynkach lub czastek z jakich skfada sie nasz swiat i
my sami.

Jesli potaczymy to z wyznaczaniem réznych graféw z poprzedniego rozdziatu uzyskamy odpowiedzi na szereg
ciekawych pytan o budowie materii, na przyktad réznych krysztatdw.

Drzewa i lasy

Szczegdlnym rodzajem grafu sg drzewa. Nazwa bierze sie stad, ze graf taki mozna narysowac tak jak drzewo
od korzenia az po liscie. Z korzenia wychodzg konary, ktdore dzielg sie na gatezie, a nastepnie gatazki by
zakonczyc¢ sie lisémi. W takich grafach nie wystepujg cykle, to jest z kazdego miejsca do kazdego innego mozna
dojsc¢ tylko jedna droga.

Drzewa majg ogromne zastosowania w informatyce do szybkiego wyszukiwania informacji z ogromnego ich
zbioru, wtedy stosujemy zazwyczaj drzewa binarne tj. takie, ze z jednego wierzchotka drzewa w dét odchodza
co najwyzej dwie krawedzie.



Lasem nazywamy graf, ktdry skfadac sie moze z wielu drzew.

Matematyczny zapis dla grafow

Przedstawianie graféw w postaci rysunkow jest bardzo pogladowe ale mozna w ten sposéb przedstawiac co
najwyzej przyktady graféw.

Matematycy wymyslili dla graféw notacje, ktéra pozwala okresla¢ rézne wtasnosci grafow.
Grafem nazywamy wiec pare ( V, E ) gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw a E zbiorem krawedzi. Dla grafu
niezorientowanego E jest zbiorem dwuelementowych zbioréw, a kazdy z jego elementdéw pochodzi ze zbioru

wierzchotkdw. W przypadku grafu zorientowanego mamy do czynienia z relacja: E nad parg elementow ze
zbioru V. (wtedy wazna jest kolejnosc)
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