Algorytmy z powracaniem

Materiaty

Grafem nazywamy zbiér G = (V, E), gdzie:
* V jest zbiorenwierzchotkéw (ang. vertex)
* E jest zbiorem krawedzi (E mana te okreli¢ jako podzbior zbioru

nieuporadkowanych par z V)

E (edge) takraw edz — pohczenie pomidzy dwoma elementami zbioru V (chmoze istnie tez
krawedz z wierzchotka do niego samego).
Krawedz jest pohczeniem nieskierowanym, tj.§jeistnieje pomedzy wierzchotkama orazb, to

mozemy z wierzchotka przeg¢ dob, ale take z wierzchotkd do wierzchotkaa.

Graf skierowany (digraf) G opisany jest par (V, E), gdzie V nazywany jest zbiorem
wierzchotkéwG, aE zbiorem krawdzi G.

Na poniszym rysunku pokazano graf skierowany o zbiorzeragleotkow {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Wierzchotki przedstawiono jako kotka, a krgdeie jako strzatki. Na rysunku widaze maliwe

jest istnienie gtli od danego wierzchotka do niego samego.

W grafie niekierowanym G=(V, E), zbiér krawedzi E to zbior nieuporadkowanych par
wierzchotkéw. W grafie niekierowanym nie mpgystepowa petle, zapis (u, v) i (v, u) oznacza
te samy krawedz.

Na poniszym rysunku pokazano graf nieskierowany o zbiarieezchotkow {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Rys 5.2. Grafy skierowane i nieskierowane. (a) Gral skierowany (z = (V, E), gdzie V = {1, 2, 3,4, §, 6}
PE={(1,2), (2, 2), (2,4, (2, 5, (4, 1), (4, 5), (5, 9, (6, H}. Krawedz (2, 2) jest petla. () Gral
nicskierowany G = (¥, E), gdzie V' w {1,2, 3,4, 5,6} i £ = {(1,2),(1,5), 2, 5), (3, 6)}. Wierzchoek
4 jest izolowany. (¢) Podgral grafu z czedci (2) wtworzony zc zbiora wierzchotkow {1, 2, 3, 6}

Jezeli (u, V) jest krawedzig grafu skierowaneg&=(V, E), to méwimy, ze krawedz (u, v) jest
wychodzca z wierzchotkau i jest wchodzca do wierzchotkav. Jeeli (u, v) jest kravedzig
grafu nieskierowaneg®=(V, E), to méwimy,ze (u, v) jestincydentna z wierzchotkamiu i v.
Jezeli (u, v) jest krawedzig grafu G=(V, E), to mowimy, ze wierzchotekv jest sasiedni do
wierzchotkau.

Stopniemwierzchotka w grafie niekierowanym nazywamy liezbcydentnych z nim kragdzi.
W grafie skierowanym wyrhiamy stopien wyjsciowy wierzchotka (liczba kragdzi
wychodzcych z niego) orazstopien wejsciowy wierzchotka (liczba krawdzi do niego
wchodzcych). Stopniem wierzchotka w grafie skierowanym nazywamy liezbedacg sumy

jego stopni: weiciowego i wygciowego.

Sciezka diugdici k z wierzchotkau do wierzchotkau® w grafie G=(V, E) jest chgiem
wierzchotkow <, v, ... u>, takich,ze u=vp, u'=vi i (vi.1,v)JE dlai=1,2,...,k Dhugas¢ sciezki

to liczba krawdzi sciezki.

Droga z wierzchotka y do wierzchotkavy w grafie G=(V, E) nazywamy uporgkowary
sekweng} krawedzitukow prowadzcych z 6 do : (Vo,v1), (Vi,\2), ..., (%-1,\)-

UWAGA: Formalnie, droga to upogdkowany cag krawedzi, sciezka — uporzdkowany cig

wierzchotkéw. Potocznie €gto s¢ 0 tym zapomina i stosuje wymiennie (poniewazwyczaj



chodzi nam o to samo — znalezieniegpaenia m¢gdzy dwoma wierzchotkami), jednak kiedy

piszemy formalne definicje np. w sprawozdaniu, égpzym& sie teorii i definicji.

Grafy:

o
9

— kazdy
wierzchotek jest polaczony
krawedzig z kazdym
wierzchotkiem

— dwa wierzchotki moga
by¢ potaczone kilkoma
krawedziami

— pojawiaja sie petle
czyli krawedzie wychodzace zi
wchodzace do tego samego
wierzchotka



/ — krawedzie,

zwane tez tukami, spetiajg
warunek (u,v)#(v,u)

4 - gdy
2 krawedziom zostajg
6 przyporzadkowane
1

liczby — wagi

Klasy grafow:
o Graf prosty (multigraf)
Graf prosty — graf bezefli wkasnych oraz bez kraydzi wielokrotnych.
Multigraf — graf w ktorym MOQ@, wystepowa petle wiasne i krawdzie wielokrotne.

0 petla wiasna: wierzchotek posiada tuk i/lub krgl prowadacs bezpdrednio do
samego siebie

0 krawedz wielokrotna: na przykiad z wierzchotka a do widmaka b prowadz
dwie krawedzie jezeli w zbiorze E dwa razy wysgtuje para (a,b).

o graf pelny (graf reqularny)

W grafie peinym kady wierzchotek jest pgtzony z kadym innym — opisuje sije
czesto jakoK,, (n— liczba wierzchotkow)

Graf regularny stopnia k — kdy wierzchotek ma k kraydzi.
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W grafie skierowanyndciezka <w, Vi, ... > tworzy cykl jesli vo =vi oraz zawiera co najmniej
jedmg krawedz. CykKl jest prosty, jesli v, vi, ... Vk S3 dodatkowo réne. Na powyszym rysunku
5.2asciezka <1, 2, 4, 1> tworzy cykl. W grafie niekierowanyciezka <w, vi, ... W> tworzy

cykl jesli vo =vk i Vo, W1, ... k 3 rézne i k= 2. Méwimy, ze cykl jestprosty, jesli, dodatkowo,



Vi, ... k 3 rozne. Na powyszym rysunku 5.2Bciezka <1, 2, 5, 1> tworzy cykl. Graf nie

zawierajcy cykli nosi nazw acyklicznega
Graf niekierowany jestpdjny, jesli kazda para wierzchotkéw jest poizonasciezka.

Reprezentacje maszynowe grafow (reprezentacja grafow programach):

* Macierz sasiedztwa

TR A B C D E
//\/\/ A 0 1 1 1 0
BJ) | e N (e) B 1 0 0 0 O

i = S ~—~ e &1 0 o0 1 o
hs D 1 0 1 0 0
ey E O O0 0 0 O

W programach jest to tablica dwuwymiarowa:

» indeksy wierszy i kolumn reprezenjujumery wierzchotkow
» 1 oznaczaze krawedz pomidzy dwoma wierzchotkami
» 0 brak krawdzi

Przyktad dla grafu skierowanego:
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X o E 0 0 ©0 0 0



Zasady jak dla macierzysiedztwa dla grafu z kraslziami, r&nica jest jednak takage

tablica NIE JEST symetryczna wzdem swojej przeknej
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Lista sasiedztwa
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Mozna p reprezentow@jako tablie struktur, w ktérej kady element tablicy to struktura

zawierajca:
0 numer wierzchotka

o wskanik na list wierzchotkéw gsiadupcych z danym wierzchotkiem
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W programach przedstawiana jako tablica dwuwymiaraydzie:

o

indeksy wierszy to numery wierzchotkéw




o indeksy kolumn to numery tukéw

a b c d e f g
I 1 0 0 0 0 0 0
21 1 0 0 1 0 0
3 |0 1 1 0 0 1 1
4 |0 0 1 0 0 0
5 |0 0 0 1 1 0 0
6 [0 0 0 0 0 1 1

» Lista incydenciji
Jak w przypadku listygsiedztwa, z tymze z kadym wierzchotkiem zwjzana jest lista

KRAWEDZI do niego incydentnych (a nie jak poprzednigsiadugcych z nim

wierzchotkow).
B
2 e 3 [ b Ll e
3 o b by c g o f
4 o ¢ o d
5 L d [ €
6 » g o f

Cyklem Euleraw grafieG=(V, E) nazywamy kady cykl, ktéry przechodzi przez kdg krawedz

grafu G doktadnie raz (chociaten sam wierzchotek me by odwiedzany wjcej niz raz).

Spojny graf skierowany ma cykl Eulera wtedy i tyllbedy, gdy stopie wejsciowy kazdego

wierzchotka v_jest réwny jego stopniowi w§giowemu. W skierowanej wersji grafu

nieskierowanego kalej nieskierowanej kragdzi (u, V) odpowiadaj dwie skierowane kraydzie

(u, V) i (v, U), wicc wersja skierowana dowolnego spojnego grafu reegkianego ma cykl

Eulera.



Przypomnienie: _droga to upadkowana sekwencja krgwezi w grafie od wierzchotka
startowego do kicowego.

Cykl jest drog, w ktorej startowy i kacowy wierzchotek to jeden i ten sam: innymi stowy d
wierzchotka z ktérego wysZlny musimy pod koniec wrogi

Cykl Eulera w grafie to taki cykl, ktory zawieraakdg krawed? grafu doktadnie raz.

Warunki istnienia:

0 spojna¢ grafu

o dla grafu skierowanego liczba tukow wchadych do wierzchotka musi Byréwna
liczbie tukéw z niego wychodzych

o dla grafu nieskierowanego #@dy wierzchotek ma mie parzysi liczbe krawedzi

incydentnych

Cykl Hamiltona w grafie nieskierowanynG=(V, E) to cykl prosty zawieracy wszystkie

wierzchotki zbioru V. Graf, ktéry ma cykl Hamiltona nosi nagwhamiltonowskiegg w

przeciwnym razie jestiehamiltonowski.

Sciezka midzy dwoma wierzchotkami s i t to lista kolejnychewdchotkow, ktore nalsy przefé
aby z s trafi do t.

Cykl Hamiltona to taki cykl, ktéry zawiera Kay z wierzchotkéw grafu doktadnie raz.

Uwaga: poniewajest to cykl, pierwszy i ostatni wierzchotek toteam wierzchotek; ergo: jako

jedyny mae (i musi) by ‘'odwiedzony' dwukrotnie.



(a) (b)

Rys. 36.1. (a) Gral reprezentujgcy wierzchotki, krawgdzie i éciany dwunaslodcianu z zaznaczonymi
szarym kolorem krawedziami cykiu Hamiltona. () Graf dwudzielny o nieparzystej liczbie wierz-
chotkéw. Zaden taki graf nie jest hamiltonowski

Cykl Eulera
Definicja:

Pamgtacie z dziedgistwa zabaw w rysowanie koperty bez odrywania diugopisu? Bb yaasnie problem
znajdowania tacucha Eulera w grafie. Gdyby dddaarunek,ze musimy zacg i skonczyé rysowa w
tym samym miejscu (takeshie da) to bytby to problem znajdowania cyklu Eale

Cykl Eulera, to taki cykl w grafie, kt6ra zawierazlla krawedz grafu, przy czym kadg doktadnie raz.
Natomiast_tacuch Eulera to taka droga (czyli nie musi konczy tam gdzie zaczyna), ktéra zawiera
kazda krawedz grafu doktadnie raz.

Dotyczy to zaréwno grafow nieskierowanych, jakies&wanych.

Warunek istnienia cyklu:

Zeby znalé¢ cykl/tancuch Eulera w grafie trzeba najpierw sprawdzy istnieje. Przede wszystkim (i nie
mozna 0 tym zapomni) nalezy sprawdzé czy graf jest_spojny (ale nie liczymy samotnych
wierzchotkéw). Dla_grafu skierowanego nalesprawdzt spéjngé jego nieskierowanego odpowiednika
(tzn. chwilowo pozbawiamy krastlzi kierunku). Oczywécie gdy graf nie jest spojny to nie istnieje cykl
Eulera (no bo jak ob&j wszystkie krawdzie jezeli nie mana do ktérej dojsé?).

Teraz wystarczy zliczy ile jest krawedzi wychodacych/wchodzacych z/do kadego wierzchotka i
sprawdzt jeden prosty warunek. W przypadku grafow skieropancykl Eulera istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy do kadego wierzchotka wchodzi tyle samo kkgilei co wychodzi (uwaga:gtla jednoczénie




wchodzi i wychodzi). Natomiast w przypadku grafovegkierowanych z kKadego wierzchotka musi
wychodzt parzysta liczba kragdzi (jedna potowa oke sk wchodzcymi, a druga potowa
wychodzcymi).

Jezeli chcemy znat& tylko tancuch Eulera to miemy sobie pozwali na drobne odgpstwo od
powyzszego warunku w doktadnie dwoch wierzchotkach. Cwylprzypadku graféw nieskierowanych
dwa wierzchotki mog mie¢ nieparzyst liczbe sgsiadéw; w przypadku graféw skierowanych z dwoéch
wierzchotkéw liczba kraedzi wchodacych i wychodzcych mae sk rézni¢ o jeden.

Opis algorytmu:
Algorytm Fleury’ego

G — graf spéjny
ES- cihg krawedzi drogi lub cyklu Eulera
VS— ciag wierzchotkéw drogi lub cyklu Eulera

Krok 1. Wybierz dowolny wierzcholeks nieparzystego stopnia, $e taki istnieje. W przeciwnym
wypadku wybierz dowolny wierzchotek NiechVS=vi niechES=0(ciag pusty).

Krok 2. Jéli z wierzchotkav nie wychodzizadna krawdz, zatrzymaj si.

Krok 3. Jsli pozostata dokladnie jedna kragk wychodzca z wierzchotkay, powiedzmy krawdz e z
wierzchotkav dow, to usui e z E(G) orazv zV(G) i przejd doKroku 5.

Krok 4. Jgli zostala wécej niz jedna krawdz wychodzca z wierzchotkay, wybierz talg krawedz,
powiedzmye zv dow, po usunjciu ktorej graf pozostanie spéjny; ngstie usi e z E(G).

Krok 5. Dolagczw na kacu chgu VS dokcz e na kaicu ciggu ES zasgp v wierzchotkiemw i przejdz do
Kroku 2.

Przykiad dziatania algorytmu Fleury’eqgo.

Dany jest graf spdjny.

z

Graf ten nie ma cyklu Eulera, ale ma dy@ulera tacgca wierzchotkiz i y stopni nieparzystych.

Wybieramy na poczatek wierzchotekizn. w kroku 1 ktadziemy=z. ZatemVS=zi ES=0Q Jedyn
krawedziag wychodzcg z wierzchotkaz jesti. Idziemy zatem do kroku 3, wybierarayi i w=y, usuwamy



i z E(G), usuwamyz z V(G) oraz przechodzimy do kroku 5. Wted$=zyi ES=. Nowy graf, po
usungciu i orazz wyglada naspujaco:

Przyjmujemyv=y i powracamy do kroku 2. Z wierzchotkavychodz trzy krawedzie, wic

przechodzimy do kroku 4.
Teraz jakoe mazemy wybré f, g lub h. Wybierzemy w kroku 4 kraydz e=f. W kroku 5 otrzymamy

VS=zyx ES=if orazv=x i nowy graf pokazany jest na rysunku pa@ji

o]

Powracamy do kroku 2. Znéw z wierzcholkavychodz trzy krawedzie, wic przechodzimy do kroku 4.
Teraz krawdzig e maze by a lubd. Nie maze natomiast biyh, gdyz po usungciu tej kravedzi graf
przestatby b§ spojny. Wybierzmye=a, w kroku 5 otrzymamy S=zyxr ES=ifa orazv=r.
Nastepne trzy ruchyysvymuszone. Kady prowadzi do kroku 3 i uswia krawedzi wraz z
wierzchotkiem. Otrzymujemy S=zyxrstxES=fabcd v=x oraz graf wygida jak na rysunku poig,.
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Ostatnie dwa ruchy sa réwiigrymuszone i prowadzdo graféw pokazanych na dwéch rastych
rysunkach. Ostatecznieggami wierzchotkow i raedzi 53 VS=zyxrstxyyES=ifabcdhg

., .
---------

Ztozonos¢é czasowa:

Moze powiecie,ze sk powtarzam i jestem nudny, ale mgso napiséd. Algorytm przegida kada
krawedz pewny stah (niewielky) liczbe razy. Zatem dziata w czasie O(E) (o ile zostathraga sensowna
reprezentacja grafu).



Cykl Hamiltona

Troche o:

Cykl Hamiltona, to taki cykl w grafie, ktoéry zaweerwszystkie wierzchotki grafu, przy czym zdy
dokfadnie raz.

Problem znajdowania cyklu Hamiltona jest jednakczn& trudniejszy 1z w znajdowania cyklu Eulera.
Nie istnieje algorytm dziatagy w sensownym czasie, ktéry potrafi zrigleykl Hamiltona w dowolnym

grafie.

Opis algorytmu:

Zeby znalé¢ cykl Hamiltona w grafie nafy zapucié¢ rekurenci z nawrotami do znajdowania
wszystkich cykli (bez powtarzagych seé wierzchotkéw), a po znalezieniu jakiggoyklu sprawdzamy
czy zawiera wszystkie wierzchotki. Niektérym ta jonowi wszystko, a tym ktérym nie méwi to ttumacz
dalej.

Zaczynamy szukia drogz w jakimkolwiek wierzchotku, nazwijmy go s. Zady, ze w pewnym
momencie wykonywania algorytmu dosmliy do wierzchotka v. Mamy zapagtane wierzchotki "ayte"

do przejcia drog z s do v, z oboma tymi wierzchotkamiaeknie (uwaga: mdiwe, ze w v znajdziemy
sie kilkakrotnie i za kadym razem dojdziemy tam iardrogy z s). Dalej przechodzimy z v rekurencyjnie
do jego nasgpnikéw (albo gsiadéw w przypadku graféw nieskierowanych), al&kdytych nieaytych
(zaznaczagi je jako ju uzyte). Gdy obejrzymy wszystkie napniki v i nic nam to nie da, to musimy
wréci¢ (rekurencyjnie) oraz !odznac@ywierzchotek v,zeby w przysztéci mazna byto ponownie przez
niego przejc. Jeeli w pewnym momencie z jakiegwierzchotka kdzie mana przej¢ bezpdrednio do

s to znalelismy pewien cykl i musimy sprawdziczy odwiedzilimy wszystkie wierzchotki; jdi tak to
cykl jest hamiltonowski i mzemy go wypisé, a jli nie to z powrotem i szukamy dalej.

Zeby moc sprawdzi czy znaleziony cykl jest hamiltonowskim wystargeglynie zliczé odwiedzone
wierzchotki. Naley przy kadym zagébieniu rekurencji zwakszy¢ jakis licznik o 1, a przy powrocie
zmniejszy go o 1. Jdi zrobimy cykl od s do s to jest on cyklem Hamilgogdy licznik ma wartg réwng
liczbie wierzchotkéw w grafie (bo wtedy odwiedzarastaty wszystkie wierzchotki).

No to (pseudo)kod. Funkcja HamiltonCycle zwrdci & jezeli cykl Hamiltona zostanie znaleziony oraz w
tablicy H znajd sie kolejne wierzchotki tego cyklu; w przeciwnym wypadfunkcja zwréci False.

Ztozonaos¢é czasowa:

A tutaj niespodzianka. Algorytm by najmniej nie &taiw czasie O(E).

Problem znajdowania cyklu Hamiltona w grafie jedP-Rupetny (w dodatku silnie NP-zupetny), co
oznacza tyleze nie istnieje algorytm rozwaujacy ten problem dziatagy w czasie wielomianowym. |
rzeczywicie - algorytm, ktéry podatem dziata pesymistyczwiezasie O(V!), co zaliczaesdo czasOw
wyktadniczych (maliwe, ze dla przeeitnych graféw dziata to lepiej). Skutek tego jestastny: dla
graféw dwudziestoparowierzchotkowych (no, z7adrocle wiecej - nie wiem) algorytm zacznie wyghia¢
€zasowo.



N - liczba wi erzchol kow
D[1..N] - tablica | ogiczna odw edzin w erzchol kow
H 1..N] - tablica kol ejnych wi erzchol kow cyklu Hami | t ona

}

function Pat hRec(v: Integer): Bool ean;
{fun. rekurencyjnego znajdowani a cykli od s do s}
begi n

D[ v]: =True; {zaznczani e wi erzchol ka jako uzyty}

I nc(used); {zwi ekszeni e liczby uzytych wi erzchol kow}

Pat hRec: =Tr ue;

for i:=Successor(v) do {petla po nastepni kach wierzch. v}
begi n
if i=s then {jesli zrobilisny cykl ...}
i f used=N then {jesli do tego wszystkie wierzchol ki uzyte}
begin
H 1] : =v;
Exit; {wt edy wychodzi z wartoscia True}
end;
if not D[i] then {jesli wierzch. i jest nieuzyty ...}
i f PathRec(i) then
{przechodziny rek. do w erzcholka i jesli znalezlisny tamcykl H ...}
begi n
H[ No] : =v; {wst awi amy kol ej ny wi erzchol ek do tablicy H
I nc(No);
Exit; {wychodzi z wartoscia True}
end;
end;
Pat hRec: =Fal se; {nie tedy droga, trza zwocic Fal se}
D v] : =Fal se; {zaznczani e wi erzchol ka jako ni euzyty}
Dec(used); {zmi ej szeni e |iczby uzytych wi erzchol kow}
end;

function Ham | tonCycl e: Bool ean;

begi n
for i:=1to N do
DOi]:=Fal se; {oznaczany wszystkie wierzchol ki jako nieuzyte}
used: =0; {zm enna potrzebna do |iczenia przebytych w erzchol kow}
No: =2; {zm enna potrzebna do wpi sywani a wi erzchol kow cyklu do tablicy H}
s: =1; {w erzchol ek startowy - cal kowi cie dowolny z przedzialu 1..N}

Ham | t onCycl e: =Pat hRec(s) ;
end;
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