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Materialy

Laboratoria nr 1

Sortowanie

. Sortowanie babelkowe (BbS)

Sortowanie przez wstawianie (IS)

. Sortowanie przez wybieranie (SS)

Sortowanie przez zliczanie (CS)
Sortowanie kubetkowe (BS)
Sortowanie przez scalanie ciggdw (MS)
Sortowanie stogowe (HS)

Sortowanie szybkie (QS)



Wyrézniamy nastepujgce metody sortowania:

Przez prosta zamiane — babelkowe (Bubble Sort) — BbS

Sprawdzamy catg tablice od dotu do goéry (od prawej do lewej strony). Analizowane sg
zawsze dwa sgsiadujgce ze sobg elementy. Jezeli uporzgdkowane sg one tak, ze wiekszy
poprzedza mniejszy to zamieniane sg one miejscami. Czynnos$¢ powtarzana jest tak diugo, az
podczas sprawdzania catej tablicy, nie =zajdzie ani jedna zamiana elementow.

W trakcie pierwszego przebiegu na pierwszg pozycje tablicy (indeks 0) przesuwa sie
element ,najlzejszy", w trakcie drugiego przebiegu drugi najlzejszy wedruje na drugg pozycje
tablicy (indeks 1) i tak dalej, az do posortowania tablicy. Strefa pracy algorytmu zmniejsza sie
zatem o 1 w kolejnym przejsciu duzej petli - analizowanie za kazdym razem catej tablicy
bytoby niepotrzebne.

Algorytm nosi nazwe bgbelkowego przez analogie do pecherzykéw powietrza
ulatujgcych w gore tuby wypetnionej wodg — o ile postawiong pionowo tablice potraktowac
jako pojemnik z wodg a liczby jako pecherzyki powietrza. Najszybciej ulatujg do goéry ,bgbelki”
najlzejsze - liczby o najmniejszej wartosci (przyjmujgc sortowanie w Kierunku wartosci

niemalejgcych).

Idea dziatania algorytmu, inacze;j:

e Algorytm sklada sie z tzw. fal ,bgbli” (powietrza). W kazdej fali bierze sie po kolei dwa
sgsiednie elementy, tzn. 0i 1, 1i 2,2 3, ... i zamienia sie je miejscami (,bgbel”), jesli
element o mniejszym indeksie ma wiekszg wartosc.

o Po kazdej fali najwiekszy element zostaje przesuniety na koniec zbioru. Dlatego kazda
nastepna ,fala” jest o jeden element krotsza.

o Jesli w jakiejs fali” nie wystgpit zaden ,bagbel” to znaczy, ze wszystkie elementy sg
uporzadkowane od najmniejszego do najwiekszego.

o Kolejng ,fale” przeprowadza sie tylko wtedy kiedy w poprzedniej wystgpit ,bgbel" oraz
nie wszystkie ,fale” zostaty wykonane (dla zbioru N-elementowego wykonuje sie N-1
fal).

e Przed dojsciem do elementu najwiekszego ,bablowanie” prowadzi do wstepnego
porzadkowania elementéw mniejszych. Potem najwiekszy przesuwa sie na koniec
zbioru.

o Jesli zbidr jest uporzgdkowany, to zostaje wykonana tylko jedna fala ,babli”.



Ponizej znajduje sie przyktad dla nieuporzadkowanego ciggu liczb <40, 2, 39, 6, 18, 4, 20>.
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Tablica wejsciowa A w ponizszym pseudokodzie zawiera cigg, ktéry nalezy posortowac. Po

zakohczeniu procedury tablica A zawiera posortowany cigg wyjsciowy.

PSEUDOKOD

Bubble-Sort (A4)

1 for i <1 tolength[A]

3 for j < length[A]-1toi

4 if A[j] < A[j-1]

5 then do zamien A[j] <> A[j-1]



Algorytm wykonuje n przejs¢ (fale), przy czym w kazdej dokonuje n-1 poréwnah. Jego
ztozonos¢ pesymistyczna to O(n?).

Przez proste wstawianie (Insertion Sort) — IS

Algorytm ten dziata w taki sposdb w jaki ludzie czesto porzgdkuja talie kart. Zaczynamy od
.pustej” lewej reki, po czym bierzemy ze stolu kolejne karty i wstawiamy je we witasciwe
miejsca w talii kart, trzymanej w lewej rece. Aby znalez¢ wtasciwe miejsce dla danej karty,

poréwnujemy jg z kartami, ktore juz mamy w rece, przesuwajac sie od strony prawej do lewe;j.

Opis stowny algorytmu:

1. Utworz zbidr elementéw posortowanych i przenies do niego dowolny element ze zbioru
nieposortowanego.

2. Wez dowolny element ze zbioru nieposortowanego:

a. Woyciggniety element poréwnujemy z kolejnymi elementami zbioru posortowanego
poki nie napotkamy elementu rownego lub elementu wiekszego (jesli chcemy
otrzymac cigg niemalejacy) lub nie znajdziemy sie na poczatku/koricu zbioru
uporzadkowanego.

b. Woyciggniety element wstaw w miejsce gdzie zakonczono poréwnywanie.

3. Jesli zbior elementdw nieuporzgdkowanych jest niepusty wré¢ do punkt 2 (pobieranie
elementu nieposortowanego).

Na ponizszym rysunku wida¢ dziatanie algorytmu dla tablicy A=<5, 2, 4, 6, 1, 3>. Indeks j
wskazuje ,karte biezgcg”, ktéra jest wiasnie wstawiana do talii kart w rece. Elementy tablicy
A[1...j-1] reprezentujg karty trzymane w rece, a elementy A[j+1..n] odpowiadajg stosowi kart
na stole. Indeks j przesuwa sie od strony lewej do prawej. W kazdej iteracji zewnetrznej petli
for element AJ[j] jest pobierany z tablicy (wiersz 2 w pseudokodzie). Nastepnie, poczgwszy od
pozycji j-1, elementy sg sukcesywnie przesuwane o jedng pozycje w prawo, az zostanie
znaleziona witasciwa pozycja dla A[j] (wiersze 4-6 w pseudokodzie) i wtedy element ten

zostaje tam wstawiony (wiersz 7 w pseudokodzie).
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Rys., 1.2. Dzatanie procedury INSERTION-SORT dla tablicy 4 = (5, 2, 4, 6, 1, 3>. Pozycie o indeksie
J jest oznaczona kolkiem

Inny przyktad:

Zbior Opis operacji

7 3 8 5 @] Ostatni element jest zalgzkiem listy uporzgdkowane|.

7 3 8 5 || £ zbioru wybieramy element lezacy tuz przed listg uporzadkowana.
> || wybrany el swnujemy z el listy
7 3 8 2 ybrany element pardwnujemy z elementem listy.
7 3 8 2 < Poniewaz element listy jest mniejszy od elementu wybranego, to przesuwamy go na puste miejsce.

7 3 g BN 5 |Maliscie nie ma juz wiece] elementdw do pardwnania. wigc element wybrany wstawiamy na puste miejsce. Lista uporzadkowana zawiera juz dwa

elementy
8 Ze zbioru wybieramy 8
7 3 2 5 & zbioru wybieramy
8 . -
7 3 > Em || 8 pordwnujemy z 2
8

2 jest mniejsze, zatem przesuwamy je na puste misjsce.

7 3 B 5 || 8 pordwnujemy z 5

5 jest mnigjsze, przesuwamy j@ na puste migjsce
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7 3 (2008 8 |Lista nie zawiera wigce] elementdw, zatem 8 wstawiamy na puste migjsce. Na liscie uporzadkowane] mamy juz trzy elementy.

Tablica wejsciowa A w ponizszym pseudokodzie zawiera cigg, ktéry nalezy posortowac. Po
zakonczeniu procedury tablica A zawiera posortowany cigg wyjsciowy.



PSEUDOKOD
Insertion-Sort(4)

1 for i <1 to length[A]

2 key < A[i]

3 j=i-1

4 while j > 01 A[j] > key
5 A[j+1] « A[j]
6 j=j-1

7 Alj + 1] « key

Jego zlozonos$¢é pesymistyczna to O(nz).
Przez proste wybieranie/wymiane (Selection Sort) — SS

Na poczatku szukany jest najmniejszy element. Po jego znalezieniu jest on zamieniany z
pierwszym elementem tablicy. Nastepnie szukany jest ponownie najmniejszy element, ale
poczgwszy od elementu drugiego (pierwszy — najmniejszy jest juz wstawiony na odpowiednie
miejsce). Po jego znalezieniu jest on zamieniany z drugim elementem. Czynnos¢ ta jest
powtarzana kolejno na elementach od trzeciego, czwartego, itd., az do n-tego.

Ponizej znajduje sie przykfad zastosowania dla nieuporzgdkowanego ciggu liczb <2, 4, 1, 3>.
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procedure prostewybieranie;
var i, j, k: indeks; x: ohiekt:
begin for (=1 to n—1 do
begin k:= i; x:= all,
for ji=j+1 to ndo
if alj].klucz < x.klucz then
begin k:=j; x:= al/]
end:;
alk] = ali]; ali] = x;
end
end

Selection-Sort(4)

1 for i <1 to length[A]

2 key < Ali]

3 k<«i

4 for j <i+1 to length[A]
5 if key > A[j]

6 key < A[j]
7 k<«j

8 Alk] « A[i]

9 Ali] < key

Przez zliczanie (Counting Sort) - CS

Zakftadamy, ze kazdy z n sortowanych elementéw jest liczbg catkowitg z przedziatu od 1 do k

dla pewnego ustalonego k.

Gtéwna idea sortowania przez zliczanie polega na wyznaczeniu dla kazdej liczby wejSciowe;j
X, ile elementow jest od niej mniejszych. Znajgc te liczbe, znamy pozycje x w ciggu
posortowanym, wystarczy jg wiec bezposrednio na tej pozycji umiesci¢. Sytuacja nieco sie
zmienia, gdy dozwolonych jest wiecej elementéw o tej samej wartosci, poniewaz nie chcemy,

aby wszystkie elementy trafity na te samg pozycije.

W procedurze Counting-Sort przyjmujemy, ze dane wejsciowe sg zawarte w tablicy A[1...n],
wiec length[A]=n. Potrzebne s3g jeszcze dwie dodatkowe tablice: w B[1...n] zostang
umieszczone posortowane dane wejsciowe, a w tablicy C[1..k] zapamietywane sa

tymczasowe dane pomocnicze:



Sposoéb sortowania polega na policzeniu najpierw ile razy dana liczba wystepuje w ciggu
(wiersze 3-4 pseudokodu), ktéry mamy posortowac i umieszczenie tej informacji w tablicy C
(np. C[4]=3, oznacza, ze cyfra 4 wystgpita w tablicy wejsciowej A 3 razy). Nastepnie obliczane
jest ile elementéw jest mniejszych lub réwnych od elementow w wejSciowej tablicy A —
dodawanie po kolei wartosci tablicy C (wiersze 6-7 pseudokodu). Na koncu (w wierszach 9-11
pseudokodu) wszystkie elementy tablicy A zostajg umieszczone na wtasciwych pozycjach w
tablicy B.

Np. mamy posortowa¢ ciag: 3,6,3,2,7,1,7,1. Po zliczeniu (w jednym kroku) posiadamy
informacje:
Liczba 1 wystepuje 2 razy
Liczba 2 wystepuje 1 raz
Liczba 3 wystepuje 2 razy
Liczba 4 wystepuje 0 razy
Liczba 5 wystepuje 0 razy
Liczba 6 wystepuje 1 raz
Liczba 7 wystepuje 2 razy
Na podstawie tych danych tworzymy cigg: 1,1,2,3,3,6,7,7. Jest to cigg wejsciowy, ale
posortowany. Nalezy zauwazy¢ trzy wazne rzeczy:
e Proces zliczania odbyt sie w jednym kroku
¢ Nie doszito do ani jednej zamiany elementow

e Proces tworzenia tablicy wynikowej odbyt sie w jednym kroku

Algorytm ten posiada jednak wady:

e Do przechowywania liczby wyrazéw ciggu musimy uzy¢ tablicy, o liczbie elementéw
réwnej najwiekszemu elementowi ciggu

e Sortowac¢ mozna jedynie liczby catkowite

Sortowanie przez zliczanie ma jedng potezng zalete i jedng réwnie potezng wade:

e Zaleta: dziata w czasie liniowym (jest szybki)

e Wada: moze sortowaé wytgcznie liczby catkowite, do tego najlepiej, zeby najwieksza
liczba nie byta zbyt duza. Chodzi o to, ze najwigksza liczba wyznacza przy okazji ile
pamieci bedziemy potrzebowac na posortowanie przy uzyciu tablic statycznych.

Obydwie te cechy wynikajg ze sposobu sortowania. Polega ono na liczeniu, ile razy dana

liczba wystepuje w ciggu, ktéry mamy posortowag.

PSEUDOKOD
Counting-Sort (4, B, k)

1 for i «1tok



2 do C[i] <0
3 for i <1 to length[A]
4 do C[A[i]] <« C[A[i]] + 1
5 /I C[i] zawiera teraz liczbe elementow rownych i
6 for <~ 2tok
7 do CT[i] « C[i] + C[i-1]
8 /I C[i] zawiera liczbe elementow mniejszych lub rownych i
9 for i < length[A] downto 1
10 do B[C[A[i]]] « A[i]
11 C[A[i]] « C[A[i]] -1
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Rys. 9.2. Dzatanie procedury COUNTING-SORT dla tablicy wejéciowej A[1..8], w kiorej kazdy ele-
ment jest dodatnig liczbg calkowita nie wigksza od & = 6. (&) Tablica A oraz pomocnicza tablica
C po wykonaniu wiersza 4. (b) Tablica C po wykonaniu wiersza 7. {c)-(¢) Tablica B oraz pomoc-
nicza tablica ¢ po wykonaniu odpowiednio jednej, dwoch oraz tezech iteracii petli w wierszach
9-11. Tylko jasnoszare elementy tablicy B zostaly wypelnione, (f) Ostateczna zawartoéé tablicy 8

. Kubetkowe (Bucket Sort) — BS

Zaktadamy, ze dane wejsciowe sg liczbami rzeczywistymi wybieranymi losowo z przedziatu [0,

1), zgodnie z rozkladem jednostajnym.

Sortowanie opiera sie na triku polegajgcym na podziale przedziatu [0, 1) na n podprzedziatow



jednakowych rozmiaréw, tzw. kubetkéw, a nastepnie “rozrzuceniu” n liczb do kubetkéw, do
ktérych nalezg. Poniewaz liczby sg jednostajnie rozlozone w przedziale [0, 1), wiec
oczekujemy, ze w kazdym z kubetkédw nie bedzie ich zbyt wiele. W celu uzyskania ciggu
wynikowego, sortujemy najpierw liczby w kazdym z kubetkdédw, a nastepnie tgczy sie je
wszystkie, przegladajgc po kolei kubetki.

Schemat algorytmu:
e Podziel zadany przedziat liczb na n podprzedziatéw (kubetkéw) o réwnej dtugosci.
e Przypisz liczby z sortowanej tablicy do odpowiednich kubetkow.
e Sortuj liczby w niepustych kubetkach (np. poprzez sortowanie przez wstawianie).

e  Woypisz po kolei zawartos¢ niepustych kubetkdow.

Ciag wejsciowy:

Liczby w kubelkach: _
przed sortowaniem po sortowaniu

Ponizej znajduje sie przyktad zastosowania dla nieuporzgdkowanego ciggu liczb <0.78, 0.15,
0.26, 0.02, 0.64, 0.76, 0.63, 0.59, 0.25, 0.74, 0.15, 0.18, 0.82, 0.79, 0.39>.

Inny przykitad:




pane: | 0.32 [ 0.74 | 0.15 [ 0.23 [ 0.21 [ 0.17 | 0.45 | 0.28 | 0.43 | 0.90

L[O] — L[O] —

i | = | s | a7 | = | s | a7 s
« Uz - [ 23] 21| 28 21| - | 21 | .23 | .28 o
u | 31| = | .32 Uz | - | .32 $
E TR 45 | .43 | 4] | = 43 | a5 | o
3 L[5] = L[5] - i.d
K | el | = Lsl | — "
I Lzl | = 74 | Lzl | = 74 | I

L[8] - L[8] - E

el | - .90 | el | — .90 |

PO rozrzuceniu po posortowaniu
Po pofaczeniu kubetkéw | 15 | 17 | 21 | 23 | 28 | 32 | 43 [ 45 | 74 | .90
PSEUDOKOD:

BUCKET-SORT(A)
n <« length[A]

—_

fori—1ton
do wstaw A[f] do listy B[ LnA[] ]

2
3
4 fori<Oton-1
5 do posortu;j liste B[i] przez wstawianie
6

potacz listy B[0], B[1],..., B[n — 1] dokfadnie w tej kolejnosci

Ustalenie ktory element trafi do ktérego kubetka jest realizowane w 'czasie liniowym' — O(n)
Insertion Sort ma teoretycznie ztozono$¢ pesymistyczng réwna O(n2), wiec pesymistyczna
ztozonosé dla Bucket Sort to wtasnie O(n?)

Nie jest jednak az tak Zle — poniewaz elementy trafiajg do réznych kubetkéw, oczekiwana

liczba operacji to O(n) + O(2 — 1/n), czyli ogdinie — liniowa.

Przez scalanie (Merge Sort) — MS

Scalanie ciggéw polega na tgczeniu posortowanych ciggéw w jeden cigg posortowany. Ciggi
scala sie parami, poczynajgc od pierwszych dwdch. Ustawiamy liczniki obu ciggdéw na 1 (co
wskazuje na pierwszy element ciggu). Sprawdzamy, ktéry z elementéw jest mniejszy i ten
element przenosimy do ciggu wynikowego, a licznik ciggu, ktérego element byt mniejszy
zwiekszamy o 1. Nastepnie sprawdzamy kolejne elementy wskazywane przez liczniki i robimy
to tak dtugo, az liczniki beda wskazywaé na ostatnie elementy swoich ciggéw. Gdy tak sie

stanie, w ciggu wynikowym bedziemy mieli scalone dwa ciggi o liczbie wyrazéw bedacej sumg




elementow ciggoéw scalanych. Po scaleniu dwoch pierwszych ciggéw scalamy cigg wynikowy i
trzeci. Po tej operacji w ciggu wynikowym bedziemy mieli scalone 3 pierwsze ciggi. Nastepnie

scalamy cigg wynikowy z ciggiem 4, itd...

Ogodlnie mozna wyrézni¢ mozna trzy podstawowe kroki:

o Podziel zestaw danych na dwie, réwne czesci (w przypadku nieparzystej liczby
wyrazow jedna czesé¢ bedzie o 1 wyraz dtuzsza);

e Zastosuj sortowanie przez scalanie dla kazdej z nich oddzielnie, chyba ze pozostat
juz tylko jeden element;

e Potacz posortowane podciggi w jeden.

Procedura scalania dwoch ciggéw A[1..n]i B[1..m] do ciagu C[1..m+n]:

o Utworz wskazniki na poczatki ciggow A i B — i=1, j=1
e Jezeli cigg A wyczerpany (i>n), dotgcz pozostate elementy ciggu B do C i zakoncz

prace.
o Jezeli ciag B wyczerpany (j>m), dotgcz pozostate elementy ciggu A do C i zakoncz

prace.
o Jezeli Afi] = BJj] dotacz Afi] do C i zwieksz i o jeden, w przeciwnym przypadku
dotacz Bfj] do C i zwieksz j o jeden

o Powtarzaj od kroku 2 az wszystkie wyrazy A i B trafig do C

Ponizej znajduje sie przyktad zastosowania dla nieuporzgdkowanych ciggow liczb <7, 5, 18,
27, 31, 95> oraz <5, 13, 21, 31, 45, 88, 95, 107>.

1 5 18 27 31 95

15 18 27 31 95
5 13 21 31 45 88 95 107
5 13 21 31 45 88 95 107

Przvkiad scalania dwdch uporzadkowanvch ciqgow liczb

Ponizej znajduje sie przyktad zastosowania dla nieuporzgdkowanego ciggu liczb <2, 1, 2, 9, 5,
0>.
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llustracja zasady dzialania algorytmu sortowania przez scalanie

Inny przyktad:
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PSEUDOKOD:

MERGE-SORT(A, p, 1)

1 ifp<r

2 theng—l(p+r)2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)
4 MERGE-SORT(A, g+1, r)
5 MERGE(A, p, g, 1)

A = tablica
p, q, r = indeksy, takie, ze p <q <r
Zakfada sie, ze podtablice Alp..q], Alq + 1.. r] sg posortowane. Procedura MERGE-SORT

scala te tablice w jedng posortowang tablice Alp..r].
Ztozonos¢ obliczeniowa: O(n log n)

Wersja nierekurencyjna:

o Podstawowg wersje algorytmu sortowania przez scalanie mozna uprosci¢. Pomyst
polega na odwrdceniu procesu scalania serii. Cigg danych mozemy wstepnie
podzieli¢ na n serii dtugosci 1, scali¢ je tak, by otrzymac n/2 serii dtugosci 2, scali¢
je otrzymujgc n/4 serii dtugosci 4, itd..

o Zlozonosé obliczeniowa jest taka sama jak w przypadku klasycznym, jednak nie
korzystamy wtedy z rekurencji, a wiec zaoszczedzamy czas i pamiec potrzebng na

jej obstuzenie.

Przez taczenie naturalne

Dane, ktére chcemy posortowaé sg przechowywane w plikach. Nie mamy bezposredniego
dostepu do dowolnego elementu ciggu do posortowania (teoretycznie mamy, ale wyszukanie
kolejnego elementu w ciggu znajdujgcego sie przed elementem, ktéry pobraliSmy ostatnio,
wymaga przejscia pliku od poczatku). Wykorzystujemy dwa pliki pomocnicze. Zaktadamy, ze
sortujemy niemalejgco.

1. Rozdzielamy seriami plik wejSciowy na dwa pliki pomocnicze. To znaczy
przechodzac plik wejSciowy od poczatku, wyszukujemy ciggi posortowane i
zamiennie zapisujemy na dwa pomocnicze pliki. W praktyce wyglada to tak, ze
pobiera sie n-ty oraz (n+1)-wszy element z pliku i sprawdza sie, czy (n+1)-wszy
jest wiekszy lub rowny n-temu. Jesli tak, to nalezy do ciggu i zapisujemy go do
tego samego pliku pomocniczego co element n-ty. Jeéli nie, to zapisujemy go na

inny (drugi) plik pomocniczy i tak w kétko, az do zakorczenia pliku wej$ciowego.



2. taczymy serie z plikbw pomocniczych i kopiujemy do pliku wejSciowego
(wejsciowy lub dla ochrony danych mozna sobie wzig¢ kolejny plik pomocniczy i
na poczatku po prostu skopiowaé plik wejsciowy do niego). taczenie przebiega
analogicznie do scalania ciggow, ztg rdéznicg, ze tutaj oba pliki wejSciowe
niekoniecznie sg catkowicie posortowane.

3. Wykonujemy zamiennie kroki 1 i 2, az do momentu, w ktérym otrzymamy w pliku

wejsciowym tylko jedng serig, ktéra jest naszym posortowanym ciggiem.
Ponizej znajduje sie przyktad zastosowania dla nieuporzgdkowanego ciggu liczb </, 9, 8, 7,

4,5,7,6,1,4,0 98 1,3,4,8 1, 7>

Po pierwszym kroku:

Pierwszy plik pomocniczy: 19 7 6 09 134 8 (odstepy pomiedzy seriami)
Drugi plik pomocniczy: 8 457 14 8 17

Plik wejsciowy: 1894577146089113478

Po drugim kroku:

Pierwszy plik pomocniczy: 189 146 113478
Drugi plik pomocniczy: 4577 089

Plik wejsciowy: 1457789014689113478

Po trzecim kroku:

Pierwszy plik pomocniczy: 1457789 113478
Drugi plik pomocniczy: 014689

Plik wejsciowy: 0114456778899 113478

Po czwartym kroku:

Pierwszy plik pomocniczy: 0114456778899
Drugi plik pomocniczy: 113478

Plik wejsciowy: 0111134445677788899

Przez kopcowanie — stogowe (Heapsort) — HS

Czas dziatania algorytmu wynosi O(n log n). Algorytm heapsort sortuje w miejscu, tzn.
elementy wejsSciowej tablicy sg przechowywane caty czas w tej samej tablicy, tylko stata liczba
elementow tablicy jest w czasie dziatania algorytmu przechowywana poza tablicg wejsciowa.
Uzywa sie tu struktury danych, zwanej ,kopcem”, do przetwarzania danych w czasie dziatania

algorytmu.

. Drzewo:



Dla kazdego drzewa wyrézniony jest jeden, charakterystyczny element — korzen. Korzen
jest jedynym elementem drzewa, ktéry nie posiada elementéw poprzednich. Dla kazdego
innego elementu okreslony jest doktadnie jeden element poprzedni. Dla kazdego
elementu oprécz ostatnich, tzw. lidci, istniejg co najmniej 2 elementy nastepne. Jezeli

liczba nastepnych elementéw wynosi doktadnie 2 to drzewo nazywamy binarnym.

o () korzen
(@) wezet

o o o (®) lige

O OO

Kopiec (stég):

Kopiec (binarny), inaczej zwany stogiem, jest to tablicowa struktura danych, ktérg mozna
rozpatrywa¢ jako petne drzewo binarne, ktére spetnia tzw. warunek kopca (kazdy
nastepnik jest niewigkszy od swego poprzednika). Z warunku tego wynikajg szczegdlne
wiasnosci kopca:

e w korzeniu kopca znajduje sie najwiekszy element,

e na $ciezkach (potgczeniach miedzy weziami), od korzenia do liscia,

elementy sg posortowane nierosngco.
Kazdy wezet drzewa odpowiada elementowi tablicy, w ktérym jest podana wartos¢ wezia.

Drzewo jest petne na wszystkich poziomach z wyjgtkiem by¢ moze najnizszego, ktory jest
wypetniony od strony lewej do pewnego miejsca.

Po zbudowaniu drzewa nalezy wykona¢ odpowiednie instrukcje, ktére zapewnig mu
warunek kopca. Nalezy wiec sprawdzac (poczynajgc od poprzednika ostatniego liscia
schodzgc w gére do korzenia), czy poprzednik jest mniejszy od nastepnika i jezeli tak jest
to zamieni¢ je miejscami. Po wykonaniu tych czynno$ci drzewo binarne zamienia sie w
stég. Z jego witasnosci wynika, ze w korzeniu znajduje sie najwiekszy element.

Korzystajgc z tego faktu, mozemy go pobra¢ na koniec tablicy wynikowej, a na jego



miejsce wstawi¢ ostatni lis¢. Po pobraniu korzenia tablica zrodtowa zmniejsza sie
o 1 element, a porzadek kopca zostaje zaburzony (nie wiadomo, czy ostatni lis¢ bedacy
teraz korzeniem jest rzeczywiscie najwiekszym elementem). By przywrocié warunek
stogu nalezy ponownie uporzgdkowaé jego elementy, tym razem jednak zaczynajgc od
korzenia (poniewaz to on jest nowym elementem). Po przywréceniu porzadku w kopcu
mozemy ponownie pobraé korzen i wstawi¢ go do tablicy wynikowej (tym razem na drugie
miejsce od konca), wstawi¢ na jego miejsce lis¢ i zmniejszy¢ rozmiar tablicy zrédtowej o
1. Wykonujemy te czynno$ci az do ostatniego korzenia. Po catkowitym wyczyszczeniu
kopca w tablicy wynikowej bedziemy mieli posortowane elementy z tablicy wejsciowe;.
Tablica A reprezentujgca kopiec ma dwa atrybuty: length[A] — liczba elementéw tablicy i
heap-size[A] — liczba elementéw kopca przechowywanych w tablicy. Oznacza to, ze
zaden element tablicy A[71..length(A)] wystepujacy po Alheap-size[A]], gdzie heap —
size[A] < length[a], nie jest elementem kopca. Korzeniem drzewa jest A[7]. Majgc dany
indeks i wezta mozna fatwo obliczy¢ indeks ojca Parent(i) to i/2, lewego syna Left(i) to 2i
oraz prawego syna Right(i) to 2i + 1.

Procedura Heapsort sortuje tablice w miejscu.

Procedura Build-Heap tworzy kopiec z nieuporzgdkowane;j tablicy wejsciowe;.

Procedura Heapify stuzy do przywracania wtasnosci kopca. Zaktada, ze drzewa binarne
zaczepione w Left(i) i Right(i) sg kopcami oraz, ze Afi] moze by¢ mniejszy od swoich
syndéw i narusza¢ w ten sposéb wiasnos¢ kopca. W procedurze tej wybierany jest
najwiekszy element sposrod synéw oraz Afi]. Jesli najwigkszy jest Afi] to poddrzewo
zaczepione w j jest kopcem i procedura konczy dziatanie. Jesli nie to nastepuje zamiana
Ali] z najwiekszym z synéw i wywotanie rekurencyjne procedury Heapify dla syna z
ktérym nastgpita zamiana.



HEAPSORT(A)

1  BUILD-HEAP(A)

2 for i+~ length[ 4] downto 2

3 do zamiest A1}« A4[i]

4 heap-size| A) «— heap-size[4] — 1
5 HEAPIFY(A4, 1)

BUILD-HEAP(A)

1 heap-size[ A] « length[ A]

2 for i« |length[A)j2| downto 1
3 do HEAPIFY(A, i)




HEAPIFY(A, 1)
1 I« LeFr(i)
2 r+« RIGHT{i)
3 [ < heap-size[A] 1 A[]] > A[i]
4  then largest —
5 else /argest — i
6 M r < heap-size{A) 1 A[r] > A[largesi]
7 then largest+—r

8 if largest # 1

9 then zamien A[i]«— Aflargest]
10 HEAPIFY{A, largest)

Kopiec mozna rozpatrywac jako drzewo binarne i jako tablice. Liczba w kétku w kazdym wezle
drzewa jest wartoscig przechowywang w tym wezZle. Liczba obok wezta jest odpowiadajgcym
mu indeksem tablicy.
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Rys. 73, Dzatanie procedury BumLp-Hear, pokazujgce strukturg danych przed wywolaniem HEAFL-
Fy w wierszu 3 Bunp-Hear. (a) 10-clementowa tablica wejiciowa i reprezentowane przez nig
drzewo binarne. Na rysunku widaé indeks i petli, ktory wskazuje na wezel 5 przed wywolaniem
HEeAPIFY(A, i) (b) Struktura danych, ktora jest rezultatem wywoiania. Indeks petli do nastgpnego
wywohnia wskazuje na wezel 4, (c)-(e) Nastepne iteracje petli for w BuILD-HEAP. Zauwaz, ze kiedy
HEAPIFY jest wywolywana w wezle, obs poddrzewa tego wezla sg kopeami. (f) Kopiec po zako-
czéniu dziatania BUILD-HEAP




()

Rys 7.2, Daalanie procedury HEAMFY(A, 2), gdzie heap-sizef 4] = 10. (a) Poczatkowe konfiguracia
kopca, w ktdrei warlodé 4A[2] w weile { = 2 narusza wlasneds kopoa, gdy nie jest on wigkszy od obu
swoich synow. Wiasnoéé kopea jest przywracana wezlowi 2 w (b) przez zamiang 4{2] z 4[4}, co
narusza. wiasnosé kopca w wekle 4. Rekurencyine wywolanie Heapiey{d, 4) ustawia i= 4. Po
ramianie A[4] z A[9], co jest pokazane w (), wgzel 4 jest poprawiony, a rekurencyjne wywolanie
Huapiry(4, 9) nie zmienia wiecej straktury danych




A fa]z[3|4§?[s[9grn;14[16|

(k)

)
Rys. 7.4. Dzialanie procedury Heapsonrt. (a) Strukiura kopea zaraz po jego zbudowaniu przez Bu-
ILD-Hear. (b)-(j) Kopiee po kazdym wywolaniu HEAPIFY w wierszu 5. Wartosé [ w tym momencie
jest pokazana na rysunku. Tytko jasnoszare wezly pozostang w kopcu. (k) Posorlowana iablica 4

8. Szybkie (Quicksort) — QS

Algorytm sortowania szybkiego opiera sie¢ na strategii "dziel i zwyciezaj" (ang. divide and
conquer), ktérg mozemy krotko scharakteryzowaé w trzech punktach:

e DZIEL - problem gtéwny zostaje podzielony na podproblemy

e ZWYCIEZAJ - znajdujemy rozwigzanie podproblemow

e POLACZ - rozwigzania podproblemoéw zostajg potgczone w rozwigzanie problemu

gtébwnego



Idea sortowania szybkiego jest nastepujaca:
= DZIEL: najpierw sortowany zbiér dzielimy na dwie czesci w taki sposdb, aby
wszystkie elementy lezace w pierwszej czesci (zwanej lewg partycjg) byly mniejsze
lub réwne od wszystkich elementéw drugiej czesci zbioru (zwanej prawg partycjg).
= ZWYCIEZAJ: kazdg z partyciji sortujemy rekurencyjnie tym samym algorytmem.
= POLACZ: potagczenie tych dwoch partycji w jeden zbior daje w wyniku zbior

posortowany.

Zbiér danych zostaje podzielony na dwa podzbiory i kazdy z nich jest sortowany niezaleznie
od drugiego. Do utworzenia podzbioru musimy ze zbioru wybra¢ jeden z elementéw, ktory
nazwiemy piwotem. W lewym podzbiorze znajdg sie wszystkie elementy nie wieksze od
piwotu, a w prawym podzbiorze znajdg sie wszystkie elementy niemniejsze od piwotu.
Potozenie elementéw réwnych nie wplywa na proces sortowania, zatem mogg one
wystepowa¢ w obu podzbiorach. Réwniez porzgdek elementéw w kazdym z podzbioréw nie
jest ustalony. Jako piwot mozna wybiera¢ element pierwszy, srodkowy, ostatni, mediane lub

losowy. Dla naszych potrzeb wybierzemy element Srodkowy.

Dzielenie na partycje polega na umieszczeniu dwoch wskaznikow na poczatku zbioru - i oraz j.
Wskaznik i przebiega przez zbiér poszukujgc wartosci mniejszych od piwotu. Po znalezieniu
takiej wartosci jest ona wymieniana z elementem na pozyciji j. Po tej operacji wskaznik j jest
przesuwany na nastepng pozycje. Wskaznik j zapamietuje pozycje, na ktorg trafi nastepny
element oraz na koncu wskazuje miejsce, gdzie znajdzie sie piwot. W trakcie podziatu piwot

jest bezpiecznie przechowywany na ostatniej pozycji w zbiorze.



Operacja

‘ Opis

7247314 cfle3oz267 63 | Wyznaczamy na piwot element Srodkowy
72473146383892¢67 5“| Piurat wyrnieniarmy z ostatnim elementerm zbior
7247314638392676 : ; S W i i :
i El Ma poczatku zbioru ustawiamy dwa wskazniki. Wskaznik 2 bedzie przegladat zbidr do przedostatnie] pozycii. Wekaznik f zapamietuje migjsce
3 wstawiania elementow mniejszych od piwoty
M2l 7312633392567l
i Wkaznikiem ¢ szukamy elementu mnigjszego od piwatu
J
2747314638392 67 ¢
i Inaleziony element wymieniamy z elementem na pozycji /e Powymianie wskaZnik i przesuwamy o 1 pozycje.
3J
2473146383926 7 il
1 Szukarny
J
2477313638392 67 6l
i Wymieniarny i przesuwarny .
J
2477314638392 5:67 ¢
i Szukarmy
g
24377146383 9267 6l
i Wymieniarny | przesuwarny J.
3
2437 7ilacs3s3sz257
i Szukamy
3J
2431774638392 67 58
i Wyrnleniamy | przesuwarny j.
i
zas3 177 @e38392¢67 ol
i Szukamny
J
2431477638352 ¢67 8
i Wymieniamy | przesuwamy ;.
3
2431477¢6388339:267
i Szukamy
i
2431437678392 567 |}
i Wymieniamy | przesuwanmy j.
]
2431437676309 z:67 8
i Szukamy
]
2431233678792 67 5]
Wyrnieniamy | przesuwanmy j.
j
2431433678799 7 &}
i Szukamy
j
2931433278796 67 8
i Wyrnieniamy | przesuwanmy f.
]
2431433258796676°7
i i Brak dalszych elementw do wymiany. Phwa wymieniamy z elementem na pozyeji j-te). Podziat na partycje zakoficzony
Lewa partycja j Prawa partycja




PSEUDOKOD:

QUICKSORT(A, p, 1)

1 ifp<r

2 then g — PARTITION(A, p, r)
3 QUICKSORT(A, p, q)

4 QUICKSORT(A, g+1, 1)

Najpierw wybierany jest element x=A[p] z Alp..r] jako element rozdzielajgcy, wzgledem ktérego bedzie
dokonywat sie podziat Alp..r]. Nastepnie na poczatku i koncu podtablicy Afp..r] tworzone sg
odpowiednio obszary Afp..i] i Afj..r] takie, ze kazdy element Afp..i] jest mniejszy lub réwny x i kazdy
element z Afj..r] jest wiekszy lub rowny x. Na poczatku obszary sg puste i=p-1 i j=r+1. Wewnatrz petli
while indeks j jest zmniejszany, a indeks i zwiekszany, az zajdzie A[i] = x = A[j]. Petla while
powtarzana jest tak diugo, az i = j (indeksy sie ming) a wtedy cata tablica Afp..r] zostata podzielona
na dwie takie podtablice Alp..q] i Alq+1..r], gdzie Zzaden element z A[p..q] nie jest wiekszy od
jakiegokolwiek elementu z Afq+1..r]. Warto$¢ q=j jest zwracana na koncu procedury.

PARTITION (A, p, 1)
1 x< Alp]

N

i<—p-1
j<r+1
while TRUE
dorepeatj < j—1
until A[j] < x
repeati<—i+1
until A[i] = x
ifi<j
0 then zamienh A[il] < A[]]
1

else return |

- 2 O 00 N o o P+ »w

W celu posortowania tablicy wywotujemy QUICKSORT (A, 1, length[A]). Giéwna procedura algorytmu
PARTITION przestawia elementy podtablicy A[p..r] w miejscu.

Ztozonosé czasowa optymistyczna: O(n log,n)

Ztozonos$¢ czasowa pesymistyczna: O(n?)
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