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Problemy spetniania ograniczen
(ang. Constraints Satisfaction Problems)

Problem spelniania ograniczen opisujemy:
e Zbiorem zmiennych przedmiotowych
e Dziedzinami wartosci wszystkich zmiennych

e Zbiorem ograniczen, dotyczacych zmiennych
1 okreslajacych zaleznosci migdzy nimi

Rozwiazaniem problemu spelniania ograniczen
jest taki zbior podstawien zmiennych, ktory nie
narusza natozonych ograniczen

Przyktad problemu spetniania
ograniczen

Problem kolorowania mapy:

Cel: przypisa¢ krajom kolory w takim sposob, aby zadne
dwa sasiednie kraje nie miaty tego samego koloru
V5 - kraje
D5: ze zbioru [red,blue,green,yellow,pink]
Ograniczenia: adjacent(Vi,Vj) = ViZVj
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Gdzie wystepuja problemy
spelniania ograniczen?

Szeregowanie
Harmonogramowanie
Alokacja zasobow
Trasowanie/Marszrutowanie

Planowanie zadan

Deklaratywne programowanie
w logice z ograniczeniami

Programowanie deklaratywne
(Declarative Programming)

e

Programowanie z ograniczeniami Programowanie w logice
(Constraint Solving) (Logic Programming)

\/

Programowanie w logice z ograniczeniami
(Constraint Logic Programming)
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Dlaczego programowanie w logice
z ograniczeniami?

Motywacje
* Rozszerzenie paradygmatu programowania

deklaratywnego na dziedziny liczbowe
(numeryczne)

* Lepsza integracja przetwarzania numerycznego 1
metod logiki obliczeniowej w programowaniu
deklaratywnym (inne podejscie do operatoréw
arytmetycznych)

» Zwigkszenie efektywnosci procesu wnioskowania
(skuteczniejsze nawroty)

Efektywnosc programowania z
wigzami 1 programowania w logice

Programowanie w logice
,najpierw generuj, potem testuj”
duza liczba nieuzytecznych $ciezek wnioskowania

,najpierw testuj, potem generuJ
wczesna eliminacja zbednych $ciezek wnioskowania
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Prolog - ,,generuyj 1 testuj”

Przykiad

Predykat queens8 ([Y1, .., ¥8]) rozwiazuje problem 8
hetmandéw i generuje prawidtowe potozenia hetmanéw
Y1l,...,¥8.

queens8([Y1l,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y¥8]) : —
permut ([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],[1,2,3,4,5,6,7,8]),
safe ([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y¥Y8]) .

permut ([1, [1) .
permut ( [E|Perm] ,L) :—select (E,L,RL), % usunE z listy L
permut (Perm, RL) .
safe([]) .
safe ([Q|Rest]) :— noattack (Q,Rest, 1), safe(Rest).
noattack (_, []1,_) .
noattack (Q, [H|Rest] ,N):— Q =\= H-N, Q =\= H+N,
N1l is N+1, noattack(Q,Rest,N1).

3
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Prolog - ,,generuj 1 testuj”

Komentarz do predykatu noattack (Queen, Others, Xdist) -

Others

B T
x-dist =1 x-dist =3

potozenie hetmandéw okreslone jest tylko przez ich wspotrzedna Y,
a wspoétrzedna X nie jest jawnie podana; wiemy jednak, ze
wspotrzedne Y hetmanéw zawsze beda rézne, zas ich kolejnosé na
liscie jest istotna (bo odpowiada wspotrzednej X)

zatem, aby hetman Queen nie atakowat innych hetmanéw
Others, odlegto$¢ Xdist miedzy nim a pierwszym z nich musi
by¢ rézna od 1, miedzy kolejnym rézna od 2, itd.
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Prolog - ,,generuyj 1 testuj”

Komentarz do programu (1):

a) reprezentacja rozwiazania opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
skoro co najwyzej jeden hetman moze znajdowac si¢ w
kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie, to nie trzeba
rozwaza¢ wspotrzednych wiersza i kolumny, lecz wystarczy
analizowac¢ permutacje zbioru elementéw {1,2, ...,8} -
wartos¢ i-tego elementu permutacji jest numerem wiersza,
w ktoérym znajduje si¢ hetman z i-tej kolumny
metoda rozwigzania polega na generowaniu kolejnych
permutacji powyzszego zbioru elementéw za pomoca
predykatu permut a nastgpnie testowaniu , czy nie narusza
ona warunkéw sformutowanych w zadaniu (za pomoca
predykatu safe)
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Prolog - ,,generuj 1 testuj”

Komentarz do pr.

c) rozwiazanie powyzsze jest bardzo kosztowne; pierwsza
sprawdzana permutacja {1,2,3,4,5,6,7, 8} jest
niepoprawna, bo hetmani stoja na gtéwnej przekatnej;
nastepuje nawrét i sprawdzenie permutacji
{1,2,3,4,5,6,8, 7}, ktéra tez jest btedna!

d) tatwo zauwazyc, ze wszystkie permutacje zaczynajace si¢ od
{1,2, ...} saniepoprawne, jednak program powyzszy nie
jest w stanie tego zweryfikowac od razu; pierwsze
prawidlowe rozwiazanie zostanie znalezione dopiero po
analizie 2843 permutacji!!!
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Prolog - ,,generuyj 1 testuj”

Program powyzszy mozna usprawnic¢, testujac nie kompletne
permutacje, lecz sprawdzajac je juz w trakcie ich generowania.

Predykat queens8 (W, Closed, Open) przechowuje na liScie
Closed pozycje wszystkich rozmieszczonych juz hetmandéw

(w odwrdconej kolejnosci), Open jest lista cyfr nie wykorzystanych
jeszcze przy tworzeniu permutacji, lista W za$ zostanie przekazany
wynik.

queens8 (W) : —
queens8 (W, []1,[1,2,3,4,5,6,7,8]) .
queens8([]1,_, [1) .
queens8 ([H|Rest],Cl,0p) :—
select (H,Op,NewOp), % usun H z listy Op
noattack (H,Cl1l,1),
queens8 (Rest, [H|C1l] , NewOp) .
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Prolog - ,,generuj 1 testuj”

Komentarz do programu.

a) rozwigzanie powyzsze jest duzo sprawniejsze od
poprzedniego - pierwszy poprawny wynik uzyskiwany jest
juz po sprawdzeniu 336 permutacji (zysk o jeden rzad
wielkosci!)

b) nadal jednak nie jest w petni wykorzystywane wiedza
dostepna w trakcie rozwiazywania zadania - przyktadowo,
gdy pierwszy hetman znajdzie si¢ w pierwszym wierszu,
wiemy juz, ze cata gléwna przekatna jest zajeta, ale
informacja ta jest wielokrotnie ,,odtwarzana i odrzucana”
w trakcie poszukiwania rozwigzania
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Progr. w logice z ograniczeniami
- ,.testuj 1 generuj”

Problem 8 hetman6éw ma dwa ograniczenia:

* wartosci wspotrzednych musza pochodzi¢ ze zbioru liczb
od1do8
* po ustawieniu hetmana ponizsze nierownosci redukuja
liczbg dalszych dopuszczalnych ustawien reszty hetmandw:
Hetman =\= Nastepny,
Hetman =\= Nastepny - N,
Hetman =\= Nastepny + N

W systemach spetniania ograniczen tworzone s3 niejawnie
dodatkowe struktury danych, w ktérych przechowuje si¢
informacj¢ o mozliwych wartosciach zmiennych uzytych w
predykatach i zgodnych w ograniczeniami.

Progr. w logice z ograniczeniami
- ,.testuj 1 generuj”

* Poczatkowo zbiory wartosci wszystkich zmiennych w
problemie 8 hetmanéw sa takie same:
Y1 e {1,2,3,4,5,6,7,8}
Y2 e {1,2,3,4,5,6,7,8}

Y8 e {1,2,3,4,5,6,7,8}

* Po ustawieniu pierwszego hetmana - przyjmijmy, ze w 1-szym
wierszu - nastgpuje sprawdzenie ograniczen i taka zmiana
zbioréw wartosci, ktéra gwarantuje ich dalsze spetnienie:

Yle {1} Y5 e {2,3,4,6,7,8}
Y2 e {3,4,5,6,7,8} Y6 e {2,3,4,5,7,8}
Y3 e {2,4,5,6,7,8} Y7 e {2,3,4,5,6,8}
Y4 € {2,3,5,6,7,8} Y8 e {2,3.,4,5,6,7}
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Progr. w logice z ograniczeniami
- ,.testuj 1 generuj”

* Rozstawienie kolejnych hetmanéw w wierszach 3,5 oraz 7
spowoduje ograniczenie zbioréw wartosci do dziedzin:
Y1l e {1} Y5 € {24}
Y2 e {3} Y6 € {4}
Y3 e {5} Y7 € {2,6}
Y4 € {7} Y8 € {2,4,6}

* Po krétkiej analizie widac, ze nie istnieje kompletne
rozwiazanie, bedace rozszerzeniem powyzszego i konieczny
jest nawrot (brak bowiem wiersza o wartosci 8)

» Utrzymywanie informacji o ograniczeniach, a nie ciagte ich
sprawdzanie i ,,zapominanie”, jak ma to miejsce w Prologu,
pozwala zwigkszyc¢ o rzad wielkosci szybkos¢ wyszukiwania
rozwiazania

Progr. log. z ograniczeniami w dziedzinie
wartosci dyskretnych 1 skonczonych

Predefiniowane predykaty :

* Definiowania dziedzin wartosci zmiennych

* Zapisu ograniczen arytmetycznych

* Formutowania ograniczen kombinatorycznych

* Sterowania procesem poszukiwania rozwigzania




Definiowane dziedzin wartosci

* Operator in jest spetniony, gdy zmienna lub elementy listy
zmiennych przyjmuja wartosci z podanego zakresu; stuzy do
definiowania ograniczenia przynaleznosci do zbioru wartosci
catkowitych
?- X in 1..4, [Y,Z] in 3..7, X=Y.

X = {3..4}

{3..4}
Zz = {3..7}
?— X in 1..3, Y in 4..7, X=Y.
No
Operator in dla listy zmiennych czgsto wystepuje w postaci
oddzielnego predykatu domain (Vars,Min, Max) lub
vars_in (Vars,Min, Max), ktére sa rOwnowazne zapisowi
Vars in Min. .Max, gdzie Vars oznacza list¢ zmiennych

Definiowane dziedzin wartosci

Zakresy warto$ci dla operatora in moga by¢ definiowane jako
przedziat X . . ¥, gdzie konce przedzialu X 1 Y moga przybierac
wartosci:
X - zmienna lub liczba catkowita
min (X) - najmniejsza wartos¢ z dziedziny zm. X
max (X) - najwigksza wartos¢ dziedziny zm. X
card (X) - licznos¢ dziedziny wartosci zmiennej X
albo na inne sposoby:
dom (X) - jako dziedzina warto$ci zmiennej X
Rangel /\ Range2 - jako iloczyn dwoch zakresow
Rangel \/ Range2 - jako suma dwéch zakresow
\ Range - jako dopelnienie zakresu
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Definiowane dziedzin wartosci

Przyktady definicji dziedzin warto$ci

..9, Y in dom(X) .

.4, Y in 5..9, Z in min(X)..max(Y).

.8, Y in 6..9, Z in dom(X)/\dom(Y) .
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Ograniczenia arytmetyczne

» Zwiazki migdzy zmiennymi i/lub wyrazeniami moga by¢
zapisywane jako ograniczenia arytmetyczne postaci:
<Expr> <Op> <Expr>,
gdzie <Op> jest jednym z operatorow:
#< #> #=< #>= #= #\=,

a <Expr> sa dowolnymi wyrazeniami arytmetycznymi

?- X in 1..5, Z in 3..13, X+Y #= Z.
X = {1..5}
z = {3..13}
Y = {-2..12}

% * Wyrazenia w ograniczeniach arytmetycznych nie musza by¢
liniowe - algorytm spetniania ograniczen bedzie jednak
opOzniat ich spetnianie do czasu, gdy stana si¢ liniowe
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Ograniczenia arytmetyczne

» Ograniczenia arytmetyczne moga dotyczy¢ catych list
zmiennych, dzigki czemu ich zapis jest prostszy (unikamy
definiowania ciagu ograniczen elementarnych), a spetnianie
mniej wymagajace obliczeniowo

* Predykat scalar_product (Cs, Vars, Op, Value) jest
spetniony, gdy iloczyn skalarny zmiennych z listy Vars i listy
statych Cs (tej samej dlugosci) petnia relacje Op Value

* Predykat sum (Vars, Op, Value) jest spelniony, gdy suma
wartosci zmiennych z listy Vars spelnia relacje Op Value

Przyktad
?-— X in 0..9, Y in 1..2, sum([X,6 Y], #=,2).

X = {0..1}
Y = {1..2}

Ograniczenia kombinatoryczne

Predykat all_different (Vars) jest spelniony, gdy
wszystkie zmienne z listy Vars majq parami r6zne wartosci;
spetnienie weryfikowane jest dopiero podczas wigzania
(uzgadniania) zmiennych z listy Vars

?- [X,¥Y] in 0..1, all different ([X,6 Y]).
X = {0..1}

Y = {0..1}

?- [X,¥Y] in 0..0, all different ([X,6 Y]).
|\ (o)




Ograniczenia kombinatoryczne

Predykat all_distinct (Vars) jest spetniony, gdy zmienne
z listy Vars o ukonkretnionych(okreslonych) 1 nieujemnych
dziedzinach przyjmuja r6zne wartosci; predykat logicznie
rOwnowazny all_different (Vars):

?-— [X,Y,Z] in 0..1, all dinstinct ([X,Y, 2]) .

\\ (o)

?- [X,Y,Z] in 0..1, all different ([X,Y, 2]).

X in {0..1}

Y in {O. -1}} < bo zmienne nie zostaly jeszcze zwigzane!

Z in {0..1}

?- [X,Y,Z2] in0..1, all different ([X,Y,Z]),X=1.
No } < bo zmienna X zostala zwiazana!

Sterowanie poszukiwaniem rozwigzania

Predykat indomain (Var) przypisuje zmiennej Var wartosc z
jej aktualnej dziedziny; wykonuje nawroty od najmniejsze;j
mozliwej wartosci do najwigkszej

Przyktad

Predykat delnum (L, RL) usuwa z listy L cyfry i w rezultacie

otrzymujemy list¢ RL:

delnum(L,RL) :— X in 0..9, indomain (X),
delete(L,X,RL) . % usuwa wszystkie X z

?— delnum([a,1,b,0,c,0],RL).

RL = [a,1,b,c]; «dla0

RL = [a,b,0,c,0]; «dlal

RL = [a,1,b,0,c,0]; )
< 8 razy, bo zostato 8 cyfr!
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Przeszukiwanie z indomain
- problem 8 hetmanow

:— use_module (library ('clp/bounds')) .%$SWI-Prolog

queens8 ([Y1l,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]) :—
queens8 ([Y1l,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y¥8],8) .

queens8 ([],_) .
queens8 ([Q]|Q0s],N) :— [Q|Qs] in 1..N,
all different ([Q]|Qs]),
indomain (Q),
noattack (Q,Q0s,1),
queens8 (Qs,N) . %recursion

noattack (_, [], ) .

noattack (Q, [H|T],N) :— Q #\= H-N, Q #\= H+N,
N1l is N+1,
noattack (Q,T,N1) .

Sterowanie poszukiwaniem rozwigzania

Predykat 1abeling (Opt, Vars) jest spetniony, gdy
mozliwe jest znalezienie dla wszystkich zmiennych z listy
Vars takich podstawien wartosci, ktére zachowuja natozone
ograniczenia; parametr Opt jest 4-elementowa lista
predefiniowanych termow, ktére decyduja o:
strategii wyboru kolejnej zmiennej (Leftmost, min, max, ££),
strategii wyboru warto$ci dla zmiennej (step, enum, bisect),
kierunku przeszukiwania dziedziny zmiennej (up, down),
sposobie generowania rozwiazan (all, minimize (X),
maximize (X)).
?- [X,¥] in 0..1, labeling([], [X, ¥Y]).
=0 =

0
=1
1




Przeszukiwanie z 1lebeling
- problem 8 hetmanow

:— use_module (library ('clp/bounds')) .$SWI-Prolog

queens8 ([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]) : -
Os = [Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],
Qs in 1..8, safe(Qs),
all different (Qs),
labeling([],Qs). % no recursion!
safe([]) .
safe([Q|Qs]) :— noattack(Q,0s,1l), safe(Qs).

noattack (_, [],_) .

noattack (Q, [H|Rest],N) :— Q #\= H-N, Q #\= H+N,
N1l is N+1,
noattack (Q,Rest,N1) .

Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

e Arytmograf

* Problem kolorowania mapy
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Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Predykat sum (Arytm) rozwiazuje zadanie z arytmografem
SEND+MORE=MONEY; zwraca liste wartosci unikalnych
zmiennych Arytm wystepujacych w zadaniu.

sum (Arytm) : —

Arytm = [S,E,N,D,M,0O,R, Y], %$unique vars only!

Arytm in 0..9, S #> 0, M #> O,

all different (Arytm),
1000*S + 100*E + 10*N + D
1000*M + 100*O0 + 10*R + E

= 10000*M + 1000*0 + 100*N + 10*E + Y,

labeling([],Arytm) .

?— sum(L) .
= [9, 5,

Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy

Kazdemu z krajéw trzeba przypisac jeden z czterech kolorow tak,
aby zadne dwa sasiadujace ze soba kraje nie mialy tego samego
koloru. Istnieje twierdzenie, ktére gwarantuje, ze zawsze jest to
mozliwe.

Opis mapy: predykat nghb (Country, Neighbours) np.:
nghb (1, [2,3,5,6]) .

nghb (2, [1,3,4,5,6]) .

nghb (3,[1,2,4,6]) .

nghb (4, [2,3]) .

nghb (5, [1,2,6]) .

nghb (6, [1,2,3,5]) .




Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy

Przyktadowa mapa bytej Jugostawii

Opis mapy:

nghb (1, [2,3,5,6]) . nghb (2, [1,3,4,5,6]) .
nghb(3,[1,2,4,6]) . nghb (4, [2,3]) .

nghb (5, [1,2,6]) . nghb (6, [1,2,3,5]) .

Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.

Opis wynikow:

Lista liczb reprezentujacych kolory przypisane krajom:

[1, 3, 4,...1,

gdzie kolejnos¢ koloréw jest istotna i odpowiada kolejnosci w
jakiej zdefiniowane zostaty kraje za pomoca predykatu nghb.

Rozwiazanie:
Predykat colors (Country colour_list) jest prawdziwy,

o ile lista Country_colour_1list spelnia ograniczenia
narzucone przez relacje ngb 1 tres¢ zadania (m.in. cztery dostgpne
kolory reprezentowane przez zakres: 1. . 4).
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Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.

Sformutowanie rozwiazania w Prologu:

colors (Colors) :— countries (C),
length(C,N),
length (Colors,N),
Colors in 1. .4,
nghb_constr (N,Colors),
labeling([],Colors) .

country (C) :— nghb(C,_) .
countries (CList) :—setof (C, country (C) ,CList) .

Przyktady zastosowan programowania
w logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.

Pomocnicze predykaty:

nghb_constr(0,_) :-!.
nghb_constr (N,Cs) :- nghb(N,L),
nthl (N, Cs, Var),
adj_constr (Var,L,Cs),
N1l is N-1,
nghb_constr (N1,Cs) .
adj_constr(_,[],Cs).
adj_constr (X, [A|As],Cs) :— nthl (A,Cs,Var),
X #\= Var,
adj_constr (X,As,Cs) .
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Typy dziedzin w programowaniu
logicznym z ograniczeniami

Contraint Logic Programming - CLP(x)
* CLP(clpt/R) - liniowe ograniczenia
rzeczywistoliczbowe

CLP(clpfd/FD) - dziedziny skonczone (ang. FD-finite
domain)

CLP(clpb/B) - logika booleowska (algebra Boole’a)

CLP(clpg/Q) - liczby wymierne (czgsto razem z
CLP(R) jako CLP(Q,R) )
CHR - Constraints Handling Rules

Programowanie w logice
z ograniczeniami w Prologu

Zalety

» Rozszerzenie procesu unifikacji/uzgadniania na
ogolniejsze mechanizmy spetniania ograniczen
* Wprowadzanie ograniczen réznych typow:
— dziedzin skonczonych: booleowskich, zbioréw
skonczonych, zbioréw uporzadkowanych,...
— dziedzin nieskonczonych: liczb catkowitych,
rzeczywistych,...
e Pojawienie si¢ nowych metod rozwigzywania
zadan z uzyciem ograniczen (efektywnosc!)
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