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Streszczenie. W artykule przedstawiono opracowany przez autora algorytm poszukiwania
optymalnych ksztaltow weztéw. W swym ksztalcie optymalnym wezet wymaga do wykona-
nia najkrotszego odcinka liny. Ponadto zaprezentowano ksztatty optymalne kilku weztow
pierwszych.

Slowa kluczowe: teoria weztow, wezly, wezty idealne

1. Wprowadzenie

Wezmy kawalek liny, poplaczmy ja w dowolny sposob i potaczmy konce. Otrzymalis-
my obiekt, ktérego matematyczna idealizacja— nieprzecinajqca sie sama z sobq, zamknigta
krzywa w przestrzeni K — nazywana jest wezfem. Z punktu widzenia teorii weztow kazda
inna forma utworzonego juz we¢zla uzyskana przez transformacje nie zrywajace liny
(zgniatanie, rozciaganie itp.) to ten sam wezet [1].

Wezel, ktéory mozna przeformowac tak, ze bedzie sktadat si¢ z dwu czgsci potaczonych
jedynie dwoma odcinkami liny, nazywany jest weztem zlozonym (zob. rys. 1).

Wezly nie dajace si¢ roztozy¢ w ten sposdb, nazywane sa wezlami pierwszymi lub pro-
stymi. Wezty pierwsze klasyfikujemy wedtug minimalnej liczby skrzyzowan liny widzia-
nych w ich rzutach na ptaszczyzng (poszukujac minimalnej liczby skrzyzowan mozemy
oczywiscie nie tylko zmienia¢ ptaszczyzng rzutowania, ale tez dokonywac kazdej, nie zmie-
niajacej jego typu deformacji wezla).

Liczba roznych weztow odnajdywanych w klasach weztdw pierwszych o k skrzyzowa-
niach rosnie, a poza przedziatem k < 5, gwaltownie z k. Jak tatwo sprawdzi¢, istnieje tyl-
ko jeden wezet bez zadnego skrzyzowania. W swej najprostszej formie ma on ksztatt
okregu. Klasy dla k=11 k=2 sa puste — nie mozna utworzy¢ wezta wylacznie z jednym
lub dwoma skrzyzowaniami liny. Przy £ = 3 i k = 4 mamy po jednym wezle. Dla k = 5,
6,7,8,9,10, 11112 znajdujemy ich odpowiednio 2, 3, 7, 21, 49, 165, 552, 2176 (zauwaz-
my, ze tabele wegzlow pierwszych zawieraja tylko jeden z pary weztow bedacych swymi lu-
strzanymi odbiciami, nawet jesli nie sa to wezty rOwnowazne). Czytelnika zainteresowane-
go historia teorii weztow dosytamy do Dodatku A w monografii J. Przytyckiego [2].

W dalszej czgsci zajmowac sig bedziemy wylacznie wgztami pierwszymi, nazywajac je
w skrocie weztami.
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Rys. 1. Wezel zlozony daje si¢ rozlozy¢ na dwa wezly polaczone tylko dwoma odcinkami liny.
W przypadku przedstawionym na rysunku, wezly skladowe sa wezlami pierwszymi: 3, i 4,.

2. Problem optymalnego ksztaltu wezla

Przyjmijmy, ze lina uzyta do wiazania w¢ztow ma przekroj kotowy o srednicy D i begdac
nieskonczenie twarda jest jednoczes$nie catkowicie elastyczna, tzn. daje si¢ bez trudu zgi-
na¢ nie zmieniajac swej §rednicy. Zadajmy nietrywialne pytanie:

Jaka jest minimalna diugos¢ L liny o srednicy D, przy ktorej mozliwe jest jeszcze za-
wiqzanie wybranego wezta?

Pytajac o minimalna dtugos¢ liny pytamy w gruncie rzeczy o optymalny, z punktu wi-
dzenia zuzycia liny, ksztatt danego we¢zta. Problem ten zostal niedawno postawiony przez
grupe naukowcow z Uniwersytetu w Lozannie badajacych wezty tworzone przez czasteczki
DNA [3]. Autorzy cytowanej pracy proponuja, by wezly w swych optymalnych ksztattach
nazywane byly weztami idealnymi i przedstawiaja kilka weztéw idealnych, podajac tez sto-
sunek dhugosci L liny uzytej do ich zawiazania do jej $rednicy D.

Poszukujacy weztow idealnych algorytm Monte Carlo uzyty przez autoréw pracy [3]
jest ztozony i czasochtonny. Celem prezentowanej tu pracy jest zaproponowanie innego,
prostszego i — jak si¢ wydaje — znacznie szybszego algorytmu. Algorytm ten stanowi nu-
meryczng symulacj¢ procesu fizycznego, ktory mozna by okresli¢ jako nadmuchiwanie
wezla.
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3. Algorytm nadmuchiwania wezla

Wyobrazmy sobie, ze wgzel wykonany jest nie z liny, lecz idealnie $liskiej rurki o $red-
nicy, ktéra moze by¢ w ciagly sposob zmieniana w procesie, ktory z kolei mozemy okresli¢
jako nadmuchiwanie. Zaktadamy przy tym, ze $rednica rurki jest zawsze jednorodna
wzdhiz catego wezta (w realnym procesie nadmuchiwania, np. detki rowerowej, warunek
ten nie jest oczywiscie spetniony). Nadmuchiwanie rurki, z ktorej wykonano wezet, prowa-
dzi do zmian jego konfiguracji — wezel sam poszukuje konfiguracji optymalnej, tzn. takiej,
w ktorej objetos¢ zawarta wewnatrz rurki osiggnie swe maksimum.

Algorytm sktada si¢ z kilku cz¢sci. Ponizej opiszemy je w kolejnosci, w jakiej zostaja
uzyte, przedstawiajac ogolne zasady ich dziatania, a pomijajac mniej istotne szczegoty
realizacyjne. Program realizujacy opisany algorytm zostat napisany w jezyku Turbo Pascal
7.0 [4]. Rysunki wykonano przy uzyciu procedur graficznych pakietu Maple V.4.

3.1. Definiowanie wezla

W opracowanym programie wiazanie wezta wykonywane jest w sSrodowisku graficznym
przy uzyciu myszy i sprowadza si¢ do przerysowania w formie tamanej rysunku wybranego
wezta wzigtego np. z tablicy opracowanej przez Dale Rolfsena (zob. dodatek Tublice
Weztow w [2]). Plaszczyzna ekranu monitora to plaszczyzna (x, y). Uzycie lewego i pra-
wego klawisza myszy determinuje, czy dany odcinek wezta widziany na ekranie w rzucie
na plaszczyzng (x, y) , przechodzi nad czy tez pod ptaszczyzna (x, y), co pozwala odtwo-
rzy¢ przestrzenne utozenie krzyzujacych sig odcinkow wezta. Podczas rysowania tworzone
sg tablice wspotrzednych (x, y, z) punktow utozonych wzdtuz rysowanej famanej. Odpo-
wiednia procedura konczaca rysowanie wezta przeskalowuje wspotrzedne wygenerowa-
nych punktow tak, by catkowita dhlugo$¢ tamanej po wyjsciu z procedury rysowania wezla
wynosita L = 1. Wielko$¢ N zalezy od typu i sposobu rysowania wybranego wezta i jest
rzgdu 100. Dla weztéw bardziej ztozonych N jest wigksze niz dla weztdéw, ktdre mozna na-
szkicowa¢ tamana o zaledwie kilku odcinkach.

3.2. Procedury korygujace odleglo$ci miedzy czastkami

W swej numerycznej reprezentacji wezet sktada si¢ z N czastek powiazanych w zam-
knigty tancuch o catkowitej dtugosci 1. Odlegto$é miedzy czastkami bedacymi najblizszymi
sasiadami w tancuchu, tj. tymi, ktorych indeksy roéznia si¢ o 1, nie moze przekracza¢ war-
tosci [ = 1/N, cho¢ w procesie poszukiwania ksztaltu idealnego moze by¢ chwilowo od
niej mniejsza. Mozemy wigc sobie wyobrazié, ze sasiadujace w tancuchu czastki powiazane
sa N nierozciagliwymi nitkami, zwanymi dalej wigzaniami, kazda o dtugosci I. W procesie
poszukiwania optymalnego ksztaltu wezta odleglosci te sa kontrolowane i korygowane.
Gdy odlegtos¢ migdzy dwiema czastkami przekracza dtugo$¢ wiazania, ich potozenia zo-
staja skorygowane tak, by po korekcie odlegto$¢ ta wynosita dokladnie /. Procedura kontro-
lujaca odlegtosci miedzy czastkami sasiadujacymi w tancuchu, nazwijmy ja SL, sprawdza
w jednej petli dlugosci wszystkich N wigzan. W celuuniknigcia efektow ubocznych, spraw-
dzanie rozpoczyna si¢ od losowo wybranej czastki i losowo przebiega w prawo (w strong
rosnacych indekséw) lub w lewo. Jesli w procedurze SL napotkane zostanie wiazanie zbyt
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dtugie, zostaje ono odpowiednio skrocone, przy czym skorygowaniu ulegaja potozenia obu
czastek — symetrycznie, wzgledem ich srodka cigzkos$ci, wzdtuz linii taczacej ich $rodki.
Procedura taka, jak tatwo zauwazy¢, narusza poprawno$¢ dhugosci wiazan sasiednich, co
powoduje, ze po wykonaniu petnej petli, dlugos¢ tancucha nie zostaje skorygowana doktad-
nie do wymaganej warto$ci 1. Okazuje si¢ jednak, ze ze wzgledu na tamang formg tancucha
jej jednokrotne wykonanie (przy nieobecno$ci innych procedur korygujacych) skraca nieco
tancuch powodujac, ze w kolejnych iteracjach jego dtugos¢ zbiega si¢ asymptotycznie do
pewnej wartosci nie wigkszej od 1 (warto$¢ ta moze by¢ mniejsza od jedno$ci, bowiem, je-
$li w wyjsciowym tancuchu sg luzne wiazania, tzn. krotsze od 1/N, to procedura SL po-
zostawi je w stanie nienaruszonym, chyba, ze ktoras z powigzanych takim wigzaniem cza-
stek wchodzi w sktad innego, zbyt dlugiego wiazania).

Druga z wartoSci, ktéra musi by¢ kontrolowana w procesie nadmuchiwania wezta, jest
odleglo$¢ d; migdzy czastkami i oraz j, ktore nie sa najblizszymi sasiadami w fancuchu,
ale ktore moga zblizy¢ sig do siebie wskutek jego utozenia w przestrzeni. Odleglo$¢ ta nie
moze by¢ mniejsza niz D — przyjeta $rednica liny, z ktorej wykonano wezel. Jesli wybie-
rzemy czastke i-ta, to sprawdzenia wymagaja odlegtosci do wszystkich czastek, ktorych in-
deks j jest o Round(D/l) wigkszy lub mniejszy od i (czastki o indeksach j blizszych i
wprawdzie znajduja si¢ w odleglosciach w mniejszych niz D, ale nie oznacza to, ze dwa
odcinki wezta ulegly przekryciu).

Z fizycznego punktu widzenia dziatanie procedury sprawdzajacej odleglosci migdzy
czasteczkami wchodzacymi w sktad réznych odcinkow wezta (nazwijmy tg procedurg RO)
sprowadza si¢ do pilnowania, by nigdzie w we¢zle nie pojawialo sig¢ przekrycie sasiadujacy-
ch z soba w przestrzeni segmentdéw liny. Opracowana bez wyobrazni procedura RO mo-
ze by¢ bardzo czasochtonna. Czas jej wykonywania moze rosna¢ z kwadratem N.

Wydatne skrocenie czasu obliczen uzyskuje si¢ przez usprawnienie procesu kontrolo-
wania pojawiajacych sig¢ przekry¢. W opracowanym przez autora programie zdefiniowano
dodatkowa tablicg dwuwskaznikowa (nazwijmy ja NN), w ktdrej i-tym wierszu przechowy-
wane sg indeksy czastek znajdujacych si¢ w odlegto$ci mniejszej niz (1+€)D. Warto$¢ pa-
rametru € jest ustalana do§wiadczalnie. Tablica zawiera N wierszy. Jak fatwo sprawdzic,
dtugos¢ jej wierszy nie musi by¢ wigksza niz Round(mD/I) — jest to liczba czastek w seg-
mencie wegzla oplatajacego koliscie inny jego segment. Tablica NN jest co pewien, ekspe-
rymentalnie dobrany czas, zerowana i aktualizowana procedura FN.

Sprawdzanie odlegtos$ci migdzy czastkami rozpoczyna si¢ od losowo wybranej czastki
i biegnie, podobnie jak to si¢ czyni w procedurze sprawdzania dlugo$ci wiazan, w prawo
lub w lewo wzdtuz fancucha. Wykorzystanie opisanej wyzej tablicy skraca wydatnie czas
obliczen, bowiem dla i-tej czastki wystarczy sprawdzi¢ tylko te czastki, ktorych indeksy sa
zapisane w i-tym wierszu — przerywajac sprawdzanie po natrafieniu na pierwsze 0. Oczy-
wiscie, aktualizacja FN tablicy NN trwa znacznie dtuzej, bo tu, dla uniknigcia niespo-
dzianek, sprawdzana jest kazda para czastek (o indeksach rézniacych si¢ o wigcej niz
Round(D/)).

Jesli w procedurze sprawdzania odleglosci migdzy czastkami okazuje sig, ze para
czastek (i, j) znajduje si¢ blizej niz D, czastki te sa symetrycznie rozsuwane, po linii a-
czacej ich $rodki, na odlegto§¢ D. Zauwazmy, ze procedura ta powoduje z reguty, iz wia-
zania (i - 1,1), (i,i+1),(f - 1,j) oraz (j,j + 1) ulegaja wydluzeniu, co moze spowodowaé
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przekroczenie wartosci 1/N. Bledy tego rodzaju zostaja skorygowane podczas kolejnych
kontroli dtugosci wigzan.

3.3. Procedura przesuwu czastek wewnatrz wezla

W procesie testowania programu stwierdzono, ze mozna wydatnie przyspieszy¢ jego
dziatanie wprowadzajac dodatkowa, cyklicznie wykonywana procedurg SK, podczas ktorej
wszystkie czastki zostaja przesunigte wzdtuz taczacych je wiazan o odlegtos¢ niewspot-
mierng z [, np. //m. Przesunigcie takie, widoczne jako ptynigcie fancucha czastek wewnatrz
niemal nieruchome;j przestrzennej struktury wezta, utrudnia powstanie zaklinowan wynika-
jacych z jego dyskretnej natury. Jak tatwo sprawdzié, procedura ta powoduje tez zacie$-
nianie si¢ w¢zla, poniewaz podczas kolejnych przesunigé $cinane sa jego zakrety. Zauwaz-
my, ze w procesie poszukiwania ksztattu optymalnego konieczna bywa zmiana kierunku
przesunigcia lub jego zatrzymanie.

3.4. Poszukiwanie ksztaltu optymalnego

Oisane wyzej procedury SL, RO FN i SK stanowia jadro programu, w ktorym sy-
mulowany jest proces nadmuchiwania wezta do maksymalnej objgtosci. W procesie tym
wezet zmienia swa konfiguracjg nie zmieniajac typu.

Symulacja rozpoczyna sig¢ od zdefiniowania wegzla. Nastgpnie cyklicznie wykonywane
sa procedury SL kontrolujace dlugosci wiazan i odleglo$ci migdzy czastkami oraz rzadziej,
ale rowniez cyklicznie, procedury FN uaktualniania tablicy najblizszych sasiadow i przesu-
ni¢cia SK.

Jesli podczas cyklicznie wykonywanych procedur RO i SL okazuje sig, ze sumaryczna
dhugos¢ tancucha czastek spadta ponizej 1+0, gdzie 8 oznacza dobierany do$wiadczalnie
parametr, zwigkszana jest warto$¢ D. Zwigkszenie $rednicy D moze prowadzi¢ do poja-
wienia si¢ przekr¢é wykrywanych i usuwanych nastegpnie przez procedurg RO. Przekrocze-
nia dtugos$ci wiazan sg usuwane przez procedurg SL itd.

Proces powigkszania §rednicy czastek jest poczatkowo bardzo szybki, w miarg jednak,
jak wezet staje si¢ coraz ciasniejszy, ulega on spowolnieniu. Zmiany konfiguracji we¢zta
monitorowane sa graficznie. Kolejne fazy zmian jego konfiguracji sa zbierane na dysku
i na zadanie moga zosta¢ odtworzone w formie krdtkiej animacji pozwalajacej si¢ zo-
rientowacé, czy zmiany konfiguracji rzeczywiscie ustaly czy tez tylko ulegly spowolnieniu.
Zauwazmy, ze zmiany konfiguracji sa tym szybsze, im mniejsza jest liczba czastek, z kto-
rych zbudowany jest wezet. Korzystne jest wige rozpoczgcie procesu poszukiwania ksztattu
optymalnego z matlq (ale nie zbyt mata) liczba czastek i jej zwigkszenie w sytuacji, gdy
ustana juz zmiany konfiguracji. Nagte zwigkszenie liczby czastek, np. ich podwojenie, wy-
maga skokowego zmniejszenia uzyskanej juz maksymalnej $rednicy D tak, by w wezle wy-
tworzyt si¢ pewien luz pozwalajacy na skorygowanie jego formy.

Opisany wyzej algorytm nie jest na tyle doskonaty, by mogt samodzielnie znalez¢ opty-
malny ksztalt kazdego wezta. Jego uzycie wymaga kontroli i eksperymentalnego dobiera-
nia parametrow symulacji. Z pewno$cia tez moze zosta¢ jeszcze znacznie ulepszony.
Mimo tych niedoskonatos$ci prezentujemy go jednak, bowiem uzyskane wyniki wydaja si¢
lepsze od opisanych w [3]. W przypadku paru weztéw udato si¢ nam odnaleZ¢ ich inne,
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wygodniejsze formy. W poszukiwaniu optymalnego ksztattu wezta opracowany algorytm
powinien by¢ w stanie wykona¢ czynno$¢ zwana w zyciu codziennym rozplatywaniem.
Rys. 2 przedstawia wynik przeprowadzonego testu, w ktérym konfiguracja wyjsciowa
miata formg zaplatanego wezta trywialnego. Jak widaé, algorytm nadmuchiwania rozsuptat
t¢ konfiguracje bez trudu.

Rys. 2. Algorytm nadmuchiwania wezla jest w stanie rozsupta¢ wezel trywialny. Po lewej — konfigu-
racja wyjsciowa; po prawej — stadium, w ktérym zawiazane cze$ci zostaly wysunigte.

4. Optymalne ksztalty kilku wezlow

Zanim przedstawimy wyniki otrzymane przy uzyciu opisanego wyzej algorytmu, zasta-
néwmy sig, czy dla jakiegokolwiek wezta znany jest $cisle jego ksztatt optymalny. Przej-
rzenie tablic wgztow nie daje powodow do optymizmu. Zauwazmy jednak, ze w tablicach
tych nie ma wezta trywialnego zlozonego z jednego kawatka liny, ktorej konce zostaty
potaczone w pgtlg bez jakichchkolwiek dodatkowych manipulacji. Jest oczywiste, Ze opty-
malnym ksztattem dla wezla trywialnego jest okrag. Jesli zatozymy, ze ma on dtugosé 1,
to maksymalny promien liny, z jakiej mozna go utworzy¢, wynosi » = 1/2m. Poszukiwana
warto$¢ stosunku L/D wynosi wige w tym przypadku 7. Jest to warto§¢ minimalna — dla
kazdego innego wezta stosunek ten musi by¢ wigkszy. Odnotujmy, ze podana bez komen-
tarza przez autor6w pracy [3] wartos¢ 6,3, otrzymana dla splotu dwu weziow trywialnych,
wynosi, jak tatwo si¢ przekona¢, doktadnie 2.
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Rys. 3. Optymalne ksztalty wezléw 3, i4, (géra) oraz 5,15, (dél). Odpowiadajace im wartosci ilo-
razu L/D wynosza odpowiednio: 16,4 i 21,0 oraz 24,0 i 24,7.

W celu skontrolowania opracowanego przez autora algorytmu poszukano optymalnego
ksztattu wszystkich wezlow zbadanych juz przez autor6w pracy [2]. Zamieszczone rysunki
ilustruja niektore z otrzymanych wynikow.

Zauwazmy, ze liczba czastek w tancuchu zmienia si¢ w zaleznos$ci od typu wezta. Do-
stosowanie liczby czastek do typu optymalizowanego wezla jest konieczne, jesli wyniki
ilorazu L/D maja mie¢ zblizone doktadnosci. W opracowanym algorytmie liczba czastek
w tancuchu jest normalizowana pod koniec obliczen w ten sposob, ze jej warto$¢ jest pro-
porcjonalna do obliczonego ilorazu L/D.

5. Wnioski

Przeprowadzone testy wykazuja, ze algorytm poszukiwania optymalnego ksztaltu we-
ztow przez symulacjg fizycznego procesu nadmuchiwania rurki, z ktorej wezty te wykona-
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no, jest szybki i skuteczny. Monitorowanie ewolucji ksztaltu optymalizowanego we¢zla
ujawnia, ze czgsto w procesie wzrostu srednicy D pojawiaja sig¢ spowolnienia, podczas kto-
rych wezet nadal zmienia zwdj ksztatt. Spowolnienia te prowadza z reguty do nowej fazy
ewolucji, podczas ktorej ewolucja ulega gwattownemu przyspieszeniu. Proces nadmuchi-
wania w¢zta wymaga kontroli eksperymentatora. W celu przyspieszenia ewolucji ksztattu
wezta moze on na pewien czas zmniejszy¢ liczbg czastek w tancuchu lub zmieni¢ kierunek

Rys. 4. Optymalne ksztalty wezlow 6, i 6, (gora). Wartos¢ ilorazu L/D wynosi dla nich, odpowiednio
28,4128,9. W celu rozjasnienia sposobu, w jaki lina ulozona jest w przestrzeni, w dolnej czes-
ci rysunku przerysowno optymalne formy obu wezléw z uzyciem liny o przekroju o polowe
mniejszym.
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Rys. 5. Optymalne ksztalty wezléw 7, i 7,. Warto$¢ ilorazu L/D wynosi dla nich, odpowiednio 30,8
i32,7.

ich przeptywu wywotywanego uzyciem procedury SK. W ogo6lnos$ci, poszukiwanie opty-
malnego ksztattu danego wezla przy wykorzystaniu opracowanego algorytmu przypomina
wykonywanie realnego doswiadczenia, w ktéorym ingerencja eksperymentatora jest ko-
nieczna dla wlasciwego przebiegu eksperymentu. Na przyktad, wybor zbyt matej liczby
czastek moze doprowadzi¢ do zerwania tancucha i zmiany typu wezla. Graficzne moni-
torowanie procesu ewolucji pozwala uniknac¢ takiej katastrofy.
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Wykonane testy sugeruja, ze opracowany algorytm powinien by¢ w stanie odnalezé
optymalny ksztatt kazdego z wezlow prostych. Stwierdzenie to ma jednak wyltacznie
charakter hipotezy. Jej udowodnienie nie wydaje si¢ sprawa trywialna.

Podzigkowania. Opisany w pracy algorytm opracowano w ramach realizacji grantu KBN
8T11F 010 08P04. Autor sktada podzigkowania Panu A. Stasiakowi za pomocna kores-
pondencje.
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