VI. TWIERDZENIA GRANICZNE

6.1. Wprowadzenie

Twierdzenia graniczne dotycza wtasnosci granicznych ciagéw zmiennych losowych i dzie-
la si¢ na:

® rwierdzenialokalne  — opisuja zbieznosci ciagu funkcji prawdopodobienstwa w przypadku
ciagu {X,} zmiennych losowych typu skokowego lub zbieznosci
ciagu gestosci prawdopodobienstwa w przypadku ciagu {X,}
zmiennych losowych typu ciagtego,

® twierdzenia integralne — dotycza zbieznosci ciagu dystrybuant zmiennych losowych X, do
pewnej dystrybuanty granicznej (jest to tzw. zbieznos¢ staba).

Definicja 6.1. Mowimy, Ze ciag {F,(x)} dystrybuant zmiennych losowych X, jest sfabo zbiezny
do funkcji F(X), jezeli funkcja ta jest taka dystrybuanta, ktora w kazdym swym
punkcie ciagtosci spetnia warunek

lim F,(x) = F(x).

n—> o

Uwagi:

1) Funkcja graniczna moze by¢ tylko dystrybuanta.

2) Nie wymaga sig, aby ciag dystrybuant {F (x)} byt zbiezny do funkcji F(x) w punktach niecia-
glodci tej dystrybuanty.

Przyklad 6.1. Rozpatrzmy ciag zmiennych losowych o rozktadzie jednopunktowym
1dla k=n,
0 dla k #n.

Zbadajmy zbieznos$¢ ciagu dystrybuant tych zmiennych losowych.
Dystrybuanty maja postac

P(X, =k) ={

F ()= 0 dla x<n,
TN dla x>
Widaé, ze lim F,(x) =0 dla dowolnego x. Poniewaz funkcja graniczna jest

n— oo
stale rowna zero, wigc nie moze by¢ dystrybuanta, a tym samym podany ciag dy-
strybuant {F,(x)} nie jest zbiezny w rozpatrywanym sensie.

Twierdzenia integralne rozwazajace ciagi sum niezaleznych zmiennych losowych o dystry-
buancie, bedacej dystrybuanta rozktadu normalnego, nazywamy twierdzeniami centralnymi.
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6.2. Twierdzenia lokalne

Jedno z twierdzen lokalnych juz poznali$my przy okazji omawiania schematu Poissona. Byto
ono sformutowane w jezyku zdarzen i dotyczyto serii doswiadczen wedhug schematu Bernoullie-
go. Podamy to twierdzenia raz jeszcze uzywajac pojecia zmiennej losowe;.

Twierdzenie 6.1. Jezeli ciqg {X,} jest ciqgiem zmiennych losowych o rozkladzie Bernoulliego

P(X, =k)=(ijk(1—p)”_k, O<p<l, k=0,1,...,n,

to przy zachowaniu warunku lim np = A > 0 jest spetniona rownos¢
n— o
p—0

lim P(X, =k)=P(X =k),

n—>

gdzie P(X=k) oznacza funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej o roz-
ktadzie Poissona z parametrem A.

Wiemy juz, ze na podstawie tego twierdzenia mozna stosowa¢ wzor przyblizony
P(X, =k)~ P(X =k),

o ile tylko liczba n jest dostatecznie duza, a liczba A dostatecznie mata (w praktyce n > 100 oraz
A < 20). Jezeli warunek na parametr A nie jest spelniony, to stosujemy inny wzor przyblizony:

2
P(X, = k)~ ——exp| - L[ EZ7) |
" 2o 2\ o

gdziem =np, o =./npq, g =1— p. Stosowanie tego wzoru wynika z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 6.2 (Moivre’a-Laplace’a). Jezeli ciqg {Y,} jest ciqgiem standaryzowanych
zmiennych losowych X, o rozktadzie dwumianowym (Bernoulliego), to

. 1 1
lim /npg P(Y, = y,) = EGXP(_ Eyzj ,

n—> 0

gdzie y, = ——= oznacza wartosc, jakq przyjmuje zmienna losowa Y,, gdy
Vhpq

zmienna losowa X, przyjmuje wartos¢ k takq, ze gdy n ~ o, to rowniez k - «

w taki sposob, ze (n —k) - «~ oraz

lim Y, =Y.

n
n—> ©

Dowdéd tego twierdzenia (zmudny) pomijamy. u

Przyklad 6.2. Rzucamy 144 razy kostka. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze otrzymamy 25 razy

piatke.
Mamy p. =1/6,q=1 - p=5/6, k=25, n =144, skad np = 24, npq = 20. Zatem



6.3. Twierdzenia integralne 103

2
I 1(25-24 1o
P(X 144 =25) ~ ———exp ——[ > j - exp[—%(0,2236)2

V2720 20 20 J20 2rx
1

V20

gdzie f(x) oznacza ggstos¢ rozktadu normalnego N(0, 1). Z tablic otrzymujemy
£0,2236) = 0,3894, skad

£(0,2236),

P(X 144 = 25) ~ ——0,3894 ~ 0,0871.

V20

6.3. Twierdzenia integralne

Twierdzenie 6.3 (twierdzenie centralne Lindeberga-Lévy’ego). Niech {X.} oznacza ciqg
zmiennych losowych, ktore sq
® niezalezne,
® o tym samym rozktadzie,
® 0 skonczonej wartosci oczekiwanej E(X;) = m < o,
® o skorczonej i wiekszej od zera wariancji 0 < D*(Xi) = 0> < o,
Niech zmienne losowe Y, bedq sumami zmiennych losowych X, tj.

n
Y, = 2 X;.
i=1

Jezeli {Z,} oznacza ciqg standaryzowanych zmiennych losowych Y,, tj.

_ L -EX)

DY)

b

to jest spetniona rownosc

lim F,(z) = ®(z),

n—

gdzie z oznacza dowolnq liczbe rzeczywistq, funkcja ®(z) jest dystrybuantq
rozktadu normalnego, a ciqg {F,(z)} jest ciqgiem dystrybuant odpowiadajq-
cych zmiennym losowym Z,.

Dowod tego twierdzenia pomijamy (jest trochg skomplikowany). u

Z wzorupodanego w powyzszym twierdzeniu wynika przydatna w zastosowaniach zalezno$§¢
przyblizona. Poniewaz dla dowolnych liczb rzeczywistych z, i z, mamy

lim P(z; < Z, <z)= lim [F,(z3)- F,(z))]= ®(z3) - D (z)),

n— 0
wigc dla duzych wartosci n otrzymujemy

P(Zl SZn SZz)z(D(Zz)—CD(ZI). (*)
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Nieré6wno$¢ z; < Z, <z, jest rOwnowazna nierownosci

n
oln

a ta z kolel — nierdbwnosci nm+zyoNn <Y, <nm+z, ofn. Wzor (*) mozemy zatem zapisac
W postaci

Y, —nm

le <2Zjy,

P(y1 <Y, <yy) = D(z) — D(z1),

gdzie
V1 znm+210'\/;, %) :nm+220'x/;.

Jezeli przedziat [y,, y,] wartosci zmiennej losowej Y jest symetryczny ze wzgledu na war-
to$¢ nm, tzn. gdy z, = -z,, to

V1 :ﬂm—Zzo'\/;, %) :nm+220x/;

1 powyzszy wz0r przyjmie nast¢pujaca postac:

P(y; LY < =P < <
(y1<n<y2) (O‘\/; O'\/;<O'\/;

= P(—25 <7, <25)  ®(zy) - D(~25) = 2D(z5) — 1.

yi—nm _ Y,—nm _y, —nmj

Przyklad 6.3. Zmienne losowe X, (i = 1, 2, ...) sa niezalezne 1 maja jednakowe rozktady
P(X; =k)=02dla k=1,2,3,4,5.

Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze zmienna Yoy = Y, X, przyjmic wartosc
wicksza od 320. i=1
Zauwazmy, ze zmienne losowe X; maja jednakowe warto$ci oczekiwane

1 5
m=E(X)=5 2 k=3
k=1

oraz wariancje

1 5
o’ = Dz(Xi):g D k2-m?=11-9=2.
k=1

Na podstawie twierdzenia Lindberga-Lévy’ego zmienna losowa
100

Z(Xi_m)
i=1 _}’100—300

1042

Zipo =

ma rozktad asymptotycznie normalny, a wigc
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320-300 _, _ Ooj
10\/5 100
= P(\2 < Z1g9 < )  1-D(4/2) ~ 0,0788.

P(YIOO >320):P(320<Y100 <00)=P(

Przyklad 6.4. Zmienne losowe X, (i = 1, 2, ...) sa niezalezne 1 maja jednakowe rozktady o ge-
stosci

1

—dla 0<x<2,
f)=12 °8 727
0 dla innych x.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze warto$¢ sumy

48

Yig = DX,
i-1

bedzie mniejsza od 40.
Obliczamy warto$¢ oczekiwang i1 wariancj¢ zmiennych X;:

2 2 22
E(Xi):jlxdlejxdx=l'x— =1,
2 2 2 2
0 0 0
2 3 2
25\ 2 1 X _i
E(X,-)—I dx——Ix dx-z? =3
4 01
D*(X;) = E(X})-(E(X;))” =3 1=§-

Zmienne X, spetniaja zatozenia twierdzenia Lindeberga-Lévy’ego i na jego pod-
stawie mamy

Yig —48-1 _40-48
4
Lag
3

= P(—o0 < Zyg < -2) = D(=2) = - D(2) ~ 0,0227.

P(Y4g <40) = P(—0 < Y33 <40)= P| —o0 <

Niech zmienne losowe X; (i = 1, 2, ...) beda niezalezne i niech kazda z nich ma rozktad zero-
jedynkowy, tj.
P(X;,=)=p, P(X;=0)=¢q, O0<p<l, g=1-p.

Suma
n
=ZX
i=1

ma rozktad Bernoulliego o warto$ci oczekiwanej E(Y,) = np i wariancji D*(Y,) = npq. W tym
szczegolnym przypadku twierdzenie Lindeberga-Lévy’ego nazywa si¢ integralnym twierdzeniem
Moivre’a-Laplace’a i jest nastgpujace:
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Twierdzenie 6.4. Jezeli ciqg {F,(z)} jest ciqgiem dystrybuant zmiennych losowych

zZ, - Y —p
\npq
gdzie zmienne Y, majq rozklad dwumianowy (Bernoulliego), to dla kazdej
wartosci rzeczywistej z jest spetniona rownosc

lim F,(z) = ®(z2).

n— 0

W zadaniach, w ktérych obliczamy prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa Y, podlegajaca
rozktadowi Bernoulliego przyjmuje wartos$ci z okre§lonego przedziatu mozna zatem dla duzych
warto$ci n korzysta¢ z przyblizonego wzoru

P(y; £Y, £y2) 2 ®(z;) - D(z)),
gdzie liczby

leyl—np i g, =22 "P

\Vhpq ? Vnpq

sa wartosciami zmiennej losowej Z,.

W szczegblnos$ci, gdy przedziat [y,, y,] warto$ci zmiennej losowej Y, jest symetryczny ze
wzgledu na warto$¢ oczekiwana np, tj. gdy

V1 =np—2zp4\npq, Yp =np+zy\npq,

to z, = -z, 1 powyzszy wzOr mozna napisa¢ w postaci

yi—np Y, —np —np]

P(y; LY < = P < <
= P(-Zz SZn SZZ) ~ CD(Zz)—(D(—Zz) :2CD(22)—1.

Przyklad 6.5. Rzucono 720 razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba wy-
rzuconych czworek bedzie zawarta w przedziale od 100 do 150?
W jednym rzucie mamy p = 1/6 i g = 5/6. Poszczeg6lne rzuty sa niezalezne,
a ich liczba jest wystarczajaco duza. Jezeli przez Y oznaczymy zmienna losowa
przyjmujaca wartosci rowne liczbie wyrzuconych oczek, to pytamy o prawdopo-

dobiefistwo P(100 < Y < 150). Poniewaz np =120 i 4/npq =10, wigc mamy

P100< Y < 150) = P(mo-lzo < Y-120 < 150—120)

10 10 10
= P(-2<7Z<3) =2 P3)-D(-2) = P3) - (1-D(2))
= D(3)+D(2)-1~0,9987+0,9772 —1=0,9759.

Przyklad 6.6. Partia towaru ma wadliwos¢ 5%. Ilu elementowa probke nalezy pobraé, aby
z prawdopodobienstwem 0,99 mozna byto twierdzié, ze liczba sztuk wadliwych
w probcee bedzie zawarta w granicach od 4% do 6%?
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Prawdopodobienstwo otrzymania sztuki wadliwej wynosi p =0,05, a prawdopo-
dobienstwo sztuki dobrej g = 0,95. Jesli przez n oznaczymy liczbe elementow
proéby, to mamy np = 0,05n, npg = 0,05-0,957 = 0,0475n, skad

\/npq = \/0,047511 .

Niech Y oznacza zmienng losowa przyjmujaca wartosci rowne liczbie sztuk wa-
dliwych w partii towaru. Pytamy o prawdopodobienstwo liczby sztuk wadliwych
w partii towaru w granicach od y, = 0,04n do y, = 0,06n. Oznaczajac

7 Y—-np
Nnpq
mamy
P(0.04n < ¥ < 0.061) = P(o 04n—005n _ 00610, OSn]
0,0475n 0,0475n

Zadania

[ 0.01Wn__ 0,0IJ;J ~2(D( 0,01&]_1
J0,0475 ~  J0,0475 J0,0475)

Z zatozenia prawdopodobienstwo to jest rowne 0,99, czyli

m[Mj_l:o,gg,
{0,0475

a wiec

q{Mj 0995
4/0,0475

0,011
J0,0475

Z tablic odczytujemy, ze ~ 2,57, skad po wykonaniu dziatan mamy

n=3137.

1. Wykonano 100 serii niezaleznych doswiadczen. W kazdej serii warto$¢ oczekiwana uzyskania
sukcesu byta rowna 2, a odchylenie standardowe wynosito 1,4. Znalez¢ przyblizong warto$¢
prawdopodobienstwa, ze w tych 100 seriach doswiadczen liczba sukceséw bedzie zawarta
w przedziale od 186 do 214.

. Pewien towar ma wadliwo$¢ 10%. Zakupiono 900 sztuk tego towaru. Obliczy¢ prawdopodo-

bienstwo, ze liczba znalezionych w tej partii sztuk wadliwych bedzie zawierac si¢ w granicach
od 9% do 12%.
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6.4. Zbieznos¢ stochastyczna i prawa wielkich liczb

Definicja 6.2. Mowimy, ze ciag zmiennych losowych {X, } jestzbiezny stochastycznie lub zbiez-
ny wedtug prawdopodobienstwa do zmiennej losowej X, co zapisujemy

X,—»X lub X, —> X,
st. w.pr.
jesli ciag prawdopodobienstw bezwzglednego odchylenia zmiennej losowej X,
od zmiennej losowej X o nie mniej niz wielko$¢ £> 0 ma granicg réwna zero, t;.
lim P X,-X|>e)=0,

n—» 0

co inaczej mozna zapisa¢ w postaci

lim P( X, - X|<&)=1

n—> 0

Definicja 6.3. Mowimy, Ze ciag zmiennych losowych jest stochastycznie zbiezny do zera, co
zapisujemy
X, —>0,
st.

jesli dla dowolnego £> 0 jest spetniona zalezno$é¢

lim P(X,|>&)=0

n— oo

lub inaczej
lim P(X,|<e=1

n— o

Uwaga: Zbieznosci stochastycznej nie nalezy myli¢ ze zbieznoscia zwykta. W przypadku zbiez-
nosci stochastycznej do zera ciagu zmiennych losowych {X,} nie oznacza to, ze dla dowolnego
&> ( istnieje taka liczba N, ze dla kazdej warto$ci n > N zachodzi nieréwno$¢ | X, | < &. Zbiez-
nos$¢ stochastyczna do zera pozwala tylko stwierdzi¢, ze prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia
| X, | < erosnie do jednosci, gdy n — .

Przyklad 6.7. Ciag {X,} (n =0, 1, 2, ...) Zmiennych losowych przyjmuje warto$ci a > 0 na
odcinku [0, 1/2"] 1 0 na odcinku (1/2", 1] z prawdopodobienstwami réwnymi
dhugosci odcinkow. Wykazag, Ze ciag tych zmiennych losowych jest stochastycz-
nie zbiezny do zera.

Z definicji ciagu {X,} wynika, Ze

1

n
P(X, =a)=2" =L
1 "

(stosunek dtugosci odcinka, na ktorym zmienna losowa przyjmuje warto$¢ a do
dlugosci catego odcinka). Zauwazmy, ze

0< P(X, >e)< P(X, =a),
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bo dla £>a mamy P(X, > £) =0, gdyz zmienna losowa X, nie przyjmuje wartosci
wigkszych od a, a dla € < a jest P(X, > &) = P(X, = a), gdyz przyjgcie przez
zmienng losowa X, wartosci nie wigkszej od tak przyjetego € jest rownowazne
z przyjeciem przez nig wartosci rownej a. Przechodzac w podanych nieréwnos-
ciach do granicy mamy
0< lim P(X,, 2¢)< lim P(X,=a)= lim L=0.
n— ©

n—> 0 n—» o0 Q"

Zatem
lim P(X,2¢)=0,

n—> o

co w mys$l definicji 6.3 oznacza, ze ciag {X,} zmiennych losowych jest stocha-
stycznie zbiezny do zera.

Definicja 6.4. Prawem wielkich liczb nazywamy kazde twierdzenie, ktore rozwaza zbiezno$¢
stochastyczng do zera pewnego ciagu zmiennych losowych.

Prawa wielkich liczb zalicza si¢ twierdzen integralnych. Dalej podajemy najwazniejsze z nich
(dowody pomijamy).

Definicja 6.5. Moéwimy, ze ciag zmiennych losowych {X,} spelnia warunek Markowa, jezeli

zmienne te maja skonczone wariancje a,% oraz

lim o2 = 0.
n—» oo

Twierdzenie 6.5 (Czebyszewa). Jezeliciqg {X,} jest ciqgiem zmiennych losowych, dla ktorego
jest spetniony warunek Markowa, to ciqg zmiennych losowych {X, - E(X))}

Jjest stochastycznie zbiezny do zera, tzn.
lim P(X,-E(X,)

n—» o

>¢g)=0.

Twierdzenie 6.6 (Chinczyna). Jezeli ciqg {X.} jest ciqgiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie i skonczonej wartosci oczekiwanej E(X)) = m, to
ciqg zmiennych losowych

Jjest stochastycznie zbiezny do m.

Twierdzenie 6.7 (prawo wielkich liczb Bernoulliego). Jezeli ciqg {X,} jest ciqgiem niezalez-
nych zmiennych losowych o wspolnym rozktadzie zero-jedynkowym, tzn.

P(X;=D)=p, P(X;=0)=1-p
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< Y,
oraz Y, = Z X;, to ciqg {U N = —”} jest stochastycznie zbiezny do p.
i=1 "

Przyklad 6.8. Dany jest ciag zmiennych losowych {X }, przy czym zmienna X, moze przyjmo-
wac warto$ci —na, 0 oraz na z prawdopodobienstwami réwnymi odpowiednio
1 1 1

— - oraz —.
2}’[ 2}1—1 271

2

Zbadac, czy do tego ciagu zmiennych losowych stosuje si¢ prawo wielkich liczb
(twierdzenie) Czebyszewa.

Nalezy sprawdzi¢ zatozenia tego twierdzenia, tzn. czy podane zmienne maja
skonczone wariancje i czy ciag wariancji ma granicg¢ réwna zero. Mamy

1 1 1
E(X,) :—na-—n+0-(l——] +na-— =0,
2

27’1—1 2”
1 1 1 2 2
E(X,f) = (—na)2 —+0? -(1——] +(na)2 — =10 ’
2" 2! 2" 2"
skad
i ) , , n2a2
o, = D (Xn): E(Xn)_ (E(Xn)) = 2n—1 :

Oznacza to, ze zmienne X, maja skonczone wariancje. Ponadto mamy

n*a*

lim o2 = lim =0,

n— o n—s o 21

wigc na mocy wspomnianego twierdzenia ciag zmiennych losowych {X,} jest
stochastycznie zbiezny do zera, tzn.

lim P(X,|>e8=0.

n—> 0

Definicja 6.6. Mocnym prawem wielkich liczb nazywamy kazde twierdzenie, ktore z prawdopo-
dobienstwem rownym jednos$ci ocenia zbiezno$¢ (w zwyklym sensie) pewnego
ciagu zmiennych losowych

P(lim U, =U)=1
n— o0
Rownos¢ podana w powyzszej definicji mozna tez zapisa¢ nastepujaco:

P(lim U, #U) =0,

n— oo

czyli prawdopodobienstwo, ze ciag nie jest zbiezny do U jest rGwne zeru.

Jednym z podstawowych mocnych praw wielkich liczb jest twierdzenie Borela-Cantelliego,
zwane tez mocnym prawem wielkich liczb Bernoulliego, gdyz odnosi si¢ do ciagu zmiennych lo-
sowych w schemacie Bernoulliego. Podajemy je bez dowodu.
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Twierdzenie 6.8. Niech {Y,} oznacza ciqg zmiennych losowych podlegajqcych rozktadowi
Bernoulliego

N ™ ok on—k _ _
P(Yn—k)—(kqu , O0<p<l, g=1-p, k=0,1,...,n
Wowczas

P[ lim ﬁzpjzl.

n—>o N

Poniewaz wielkos¢ — = — jest czgstoscia wzgledna sukcesow w serii n do§wiadczen, wigc
n n

twierdzenie to mowi, ze z prawdopodobienstwem réwnym jednosci przy liczbie do§wiadczen
dazacych do nieskonczonosci czgstos¢ sukcesow w schemacie Bernoulliego dazy do prawdopo-
dobienstwa uzyskania sukcesu w pojedynczym do$wiadczeniu.
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