5.3. Zagadnienia estymacji 87

Rozwazmy teraz doktadniej zagadnienie szacowania warto$ci oczekiwanej m zmiennej loso-
wej X o rozkladzie normalnym N(m, o), w ktorym odchylenie standardowe o jest znane.

Niech X, X, ..., X, oznacza probke dla zmiennej losowej X oraz niech $rednia z probki, tj.

¥ X+ X, +...+ X,

n B
n

bedzie estymatorem wartosci oczekiwanej m. Zmienna X, jest zmienna losowa o rozktadzie

normalnym N [m, ij . W twierdzeniu 5.2 udowodnili$my bowiem, ze E(X,) = E(X) =m,

Jn

a ponadto mamy

_ 1 1
D*(X,)= DZ(;(Xl Xy 4.t Xn)) == D*(X|+ Xy + .t X,)
n
2

+ + — — 2

czyli D(X,,) = 9
Jn

Niech € oznacza ustalong liczbg dodatnia i obliczmy prawdopodobiefistwo tego, ze réznica
pomigdzy naszym oszacowaniem X, 1szacowang warto$cig m bedzie wigksza od &. Mamy

P X, -m|> )= p X”G_m > ).

Jn

—m

n

Poniewaz zmienna losowa standaryzowana ma rozktad normalny N(0, 1), wigc

-m & X, —m &
n >—An|=1- n <Zn

Jn n
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gdzie ®(x) oznacza warto$¢ dystrybuanty rozktadu normalnego N(0, 1) w punkcie x. Z powyz-
szego wzoru wynika, ze prawdopodobienstwo popelnienia blgdu ustalonej wielkosci, ktora ozna-
czyliSmy przez &, jest malejaca funkcja liczebnos$ci probki, tj. wielko$ci 7 1 rosnaca funkcja od-
chylenia standardowego o.
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W naukach eksperymentalnych przyj¢to btad metody pomiarowej charakteryzowac za po-
moca odchylenia standardowego iz dwoch nieobciazonych metod pomiarowych za doktadnie;j-
sza uwazac te, dla ktorej odchylenie standardowe o jest mniejsze.

Przyklad 5.3. Za pomoca pewnej metody wykonano pomiary przyspieszenia ziemskiego g.

Otrzymano nastepujace wyniki (w m/s?):
9,806633, 9,806682, 9,806673, 9,806665 1 9,806646.

Oszacowaniem stalej g jest Srednia z tych pomiarow, ktora jest rowna 9,806660.
Zaktadajac, ze btad pomiaru jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(O,
0,00002), tzn. Zze metoda jest nieobciazona, a jej doktadno$¢ charakteryzuje si¢
odchyleniem standardowym o= 0,00002, obliczymy prawdopodobiefistwo, ze
btad oszacowania otrzymany przez usrednienie pigciu wynikow pomiarow prze-
kroczy 0,00001 m/s>.
Oznaczajac przez X5 $rednia z pomiaréw, a przez g szacowang warto$¢ przys-
pieszenia ziemskiego, z podanego wzoru mamy

| @( 0,00001
~710,00002

P(| X5 - g| > 0,00001) - 2 ﬁﬂ ~ 2(1- B (1,095)) ~ 0,2736.

Czgsto stawiamy pytanie: ile nalezy wykona¢ pomiardw, aby oszacowanie interesujacej nas
wielkosci za pomoca $redniej z wynikow tych pomiarow z prawdopodobienstwem co najwyzej
rownym p miato btad nie wigkszy niz & Nalezy zatem wyznaczy¢ wartos¢ n tak, by

P(‘ X, —m‘s 5)2 D.
Na podstawie poprzedniego wzoru oznacza to, ze warto$¢ n powinna spetnia¢ warunek

2{1_@[&;)% -p.

o

Przyklad 5.4. Przy zalozeniach z poprzedniego przyktadu obliczmy, ile nalezy wykonaé po-
miaréw przyspieszenia ziemskiego metoda, w ktorej odchylenie standardowe o
jestrowne 0,00002 m/s?, aby blad wykonanego oszacowania z prawdopodobien-
stwem co najmniej 0,99 nie przekroczyt £= 0,00001 m/s’,

Na podstawie podanego wzoru mamy

2{1 - CD( 0,00001 \/Zﬂ <0,01.

0,00002

Stad

CD[%J >0,995.

Korzystajac z tablic rozktadu N(0, 1) rozwiazujemy wzgledem x réwnanie
d(x) = 0,995

i otrzymujemy x = 2,576. Poniewaz funkcja ® jest rosnaca, wigc
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czylin > 27.

Wiemy, ze jesli zmienna losowa X ma rozktad normalny N(m, 0), to $rednia X, z probki

(o2 .
—j , azmienna losowa po-

n

ma rozktad N(0, 1). Jesli mamy ustalona liczbe Q z przedziatu (0, 1), to mozna

X, X5, ... , X, jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym N (m,

X,—m

staci
o

=

wyznaczy¢ taka liczbg 7, by

Xy-m -

o

Poniewaz
X, -m
szQJ =P(—th ”0 \/Zssz

4
= 0 (tp)- O (-19) = O(tp)- (1- D (tp)) = 20 (tp) - 1,

wigc liczbg 7, otrzymuje sig przez rozwigzanie rOwnania

20(ty)-1=0.

Wybierajac dostatecznie duza wartos¢ Q mozemy by¢ prawie pewni, ze zdarzenie

X”_m\/;StQ
(o2

nastapi, czyli, ze szacowana warto$¢ oczekiwana m zmiennej losowej X bedzie znajdowata si¢
w przedziale

X, - tp—r= X, to—r
o — b — |
ey Mty
Przedzial ten nazywa si¢ przedzialem ufnosci dla parametru m, a liczbg Q — poziomem ufnosci.
W praktyce przyjmuje si¢ zwykle Q = 0,95 lub Q = 0,99.

Przyklad 5.5. Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla Q = 0,95 i danych z przyktadu 5.3.
W przyktadzie tym dla probki o liczebnosci n = 5 otrzymalismy $rednia
X5 =0,80666. Odchylenie standardowe metody pomiarowej byto rowne
0=10,00002. Po podstawieniu do powyzszego wzoru otrzymujemy przedziat uf-
nosci [9,806642; 9,806678] z poziomem ufnosci O = 0,95.

Dotychczas zaktadali$my, Zze odchylenie standardowe ow odpowiednich rozktadach prawdo-
podobienstwa jest znane. W praktyce tak nie jest i powstaja nastgpujace pytania:
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® jak nalezy szacowa¢ warto$¢ oczekiwana 1 jak oblicza¢ dla niej przedzial ufnosci, gdy z po-
wodu braku znajomosci parametru o nie mozna okresli¢ przedzialu ufnosci,
® jak oszacowac parametr o na podstawie probki?

Niech zmienna losowa X ma pewien rozktad z nieznana wariancja ¢°. Niech zmienne X,
X,, ..., X, stanowia probke dla tej zmiennej, a X, niech oznacza Srednia z tej probki. Wyrazenie

bedziemy nazywac wariancjq z probki.

Twierdzenie 5.4. Wariancja z probki jest nieobciqzonym i zgodnym estymatorem wariancji
zmiennej losowej X, o ile ta ostatnia istnieje.
Dowéd. Rozwazmy zmienng losowa U; = (X; — X, )2. Dla zmiennej losowej U, mamy

1 & ’ 1 & ’
Uy = Xl—;ZXj = (Xl_m)_;Z(Xj_m)
=1 Jj=1
- 2

1 1 &
- (1—;)()(1 - m)—;];z()(j ~ m)

()2 ]z N1
:(1—;) (Xl—m)2+n—2j§2()(j—m)2_2(1—;j;j:2(X1—m)(Xj—m)

l n n
=5 2 (X - m)(Xy - m).

n j=2k=2
k#j
Stad
? 2 I < 2
E(U)) = [1- ) E((x, - m) )+n—2 Y £(cx; - m?)
j=2
1 n 1 n n
- 2(1- —) - E((X1 - m) (X - m))+ =2 2 E((Xj - m)( X, - m)).
n = -
Jj= 2 J= 2k=2
k#j
Poniewaz zmienne X,, X,, ... , X, sa probka, wiec dla kazdej wartoscij =1, 2, ... , » mamy
E((Xj - m)2): 2.
Z kolei z niezalezno$ci zmiennych losowych X}, X, ... , X, wynika, ze

E((Xj —m) (X, —m)) =0 dla j#k.

Otrzymujemy zatem
n

1 ? 2 I < 2 -1 2
EWU,)) = 1—; o'+ — ZG =—_ 0"
n j=2



5.3. Zagadnienia estymacji 91

Taki sam wzor otrzymamy dla zmiennych U,, U, ..., U,, czyli
-1
EUN)="""6% dla i=1,2,...,n.
Stad
-1
o’ = o2,

| - 1 &
L Nl

i=1

czyli estymator S,% jest nieobciazony. Dowod zgodnos$ci estymatora S,% jest trudniejszy, bo
zmienne losowe U, nie sa niezalezne (pomijamy go). u

Przyklad 5.6. Dladanych z poprzednich przyktadéw, ktore dotyczyly przyciagania ziemskiego
ze $rednig z probki réwna 9,80666, oszacowaniem wariancji jest

§2 = %[(9,806633 —9,806660) +(9,806682 — 9,806660)°

+(9,806673 — 9,806660)° + ((,806665 — 9,.806660)>
+(9,806646 — 9.806660)% ] ~ 410717,

W celu konstrukcji przedziatu ufno$ci dla wariancji o zmiennej losowej X o rozktadzie nor-
malnym N(m, o) nalezy zna¢ rozktad estymatora S,% tej wariancji.

Twierdzenie 5.5. Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny N(m, o) i niech X,, X,, ..., X,
oznacza n-elementowq probke dla tej zmiennej, a S, — wariancje z probki.
Wowczas zmienna losowa

(n=1S;
Vp =——>—
o
ma rozklad o dystrybuancie
0 dla v<O0,
F v n=2 X
n(v)= cn_ljx 2 -exp[— 5) dx dla v> 0,
0
gdzie c,_, oznacza statq.
Dowdd pomijamy. [
Definicja 5.4. Rozktad o dystrybuancie
0 dla v< O,

v k-1

= TN X
G (v) cka 2 exp[— 5) dx dla v> 0,
0

tzn. rozktad o gegstosci prawdopodobienstwa
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0 dla v<O,
gr=1 1

g cpv 2 exp(— g) dla v>0,

gdzie ¢, oznacza stata nazywa si¢ rozkladem chi-kwadrat 1 jest oznaczany przez
1*. Rozklad ten zalezy od parametru k, ktory nazywa si¢ liczbq stopni swobody.

Ggstos¢ rozktadu chi-kwadrat dla r6znych warto$ci parametru k przedstawiono na ponizszym
rysunku. Przy rozktadzie chi-kwadrat korzysta si¢ zazwyczaj z tablic. Na ogo6t tablice te podaja
wartos$ci v, ktore sa rozwigzaniami rodwnania

Gi(v)=«a

dla réznych liczb @ oraz k.

hg«(v)

<Y

Na podstawie powyzszej definicji twierdzenie 5.5 mozna wypowiedzie¢ nastepujaco: przy

~1)S?
przyjetych zatozeniach zmienna losowa V, = % ma rozktad chi-kwadrat z n -1 stop-
o

niami swobody.

W celu wyznaczenia przedziatu ufnosci dla wariancji ustalmy poziom ufnosci Q. Poniewaz
znamy rozktad zmiennej losowej V,,, wige potrafimy wyznaczy¢ dwie liczby vy 1 v(), by

_(n-Ds;

Plvps——F"<vp| = 0.
0% 2 Q] 0

Ale nieréwnosci

v < (n_ l)Sr% <yl
0= 2 0
o
Sq rownowazne nierownosciom
1 o’ 1
<—— <

o (n-DS; Vo
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czyli
(n=DSy _ > _(n=DS;
VO 149)

Zatem przedziat

(n-1S; (n-Ds,
vé ’ vb

jest przedziatem ufno$ci dla wariancji 0® na poziomie ufnosci Q. Stad przedzialem ufnosci dla
odchylenia standardowego o jest

Jn-1-S, Jn-1-8,

vn zastapimy odchylenie standardowe ooszacowaniem

Y . . . X, -
Jezeli w zmiennej losowej

tego odchylenia, tj.

n=1/5

1 & =2
Sn = J Z (X i X n) 5
to otrzymamy nowa zmienna losowa

X. —
7;1—1: 1 m\/;’

dla ktorej mamy

Twierdzenie 5.6. Niech zmienna losowa X ma rozkiad normalny N(m, 0), X, X,, ..., X, ozna-
cza n-elementowq probke dla tej zmiennej, a X, i S,% —Sredniq i wariancje
z tej probki. Wowczas zmienna losowa T, | ma rozktad o dystrybuancie

t
H,_1(t) = ¢, ,[

—0 2
1+ al

gdzie c,_, oznacza pewngq statq.

dx

2

n
2

Dowod pomijamy. [

Definicja 5.5. Rozktad z dystrybuanta

t
]—In(l‘)= Cn J‘ n+1
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gdzie ¢, oznacza stata, nazywamy rozktadem t-Studenta. Liczba n jest parame-
trem tego rozktadu i nazywa si¢ liczbq stopni swobody.

Gestos¢ rozktadu ¢-Studenta jest przedstawiona na ponizszym rysunku.

o)k

Korzystajac z definicji 5.5 twierdzenie 5.6 mozna sformutowaé nastgpujaco: przy przyjetych
zatozeniach zmienna losowa 7, ma rozktad ¢-Studenta z n -1 stopniami swobody.

Teoria przedzialow ufnosci dotyczaca zmiennej losowej 7,,_, jest identyczna z teoria przedzia-
-
o

rdznica polega na postugiwaniu si¢ innymi tablicami. W przypadku rozktadu #-Studenta postu-
gujemy si¢ tablicami bedacymi rozwigzaniami rownania

H,(t)=«a

e Jn orozkladzie normalnym N(0, 1). Jedyna

tow ufnosci zwiazanych ze zmiennag losowa

dla wybranych warto$ci & oraz n.
Zadania

1. Btad wskazania wysokos$ciomierza w samolocie jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym
z wartoscig oczekiwana m =0 1 z odchyleniem standardowym o= 15 m.. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze btad oceny wysokosci bedzie wigkszy niz 30 m.? Ile nalezy mie¢ takich wyso-
kosciomierzy w samolocie, zeby blad oceny wysoko$ci za pomoca $redniej ich wskazan
z prawdopodobienstwem 0,99 nie przekraczat 30 m?

2. Zbadano czas §wiecenia si¢ czterech zard6wek wylosowanych z partii zarowek wyprodukowa-
nych w pewnym zaktadzie. Otrzymano nast¢pujace wyniki (w godzinach): 1240, 1300, 1150
11210. Zaktadajac, ze czas $wiecenia si¢ zarowki jest zmienna losowa o rozktadzie normal-
nym z odchyleniem standardowym réwnym 70 godzin, wyznaczy¢ jednostronny przedziat
ufnos$ci na poziomie ufnosci 0,90.

3. Z duzej partii stupkow betonowych wybrano probke losowa o licznos$ci 50 sztuk. Srednia wy-
trzymato$¢ na Sciskanie osiowe obliczona w tej probce wyniosta 248,31 kG/cm®. Oszacowaé
srednig wytrzymatos$¢ stupkow. Zaktadajac, ze cecha ma rozktad normalny oszacowaé war-
to$¢ oczekiwang tej zmiennej za pomoca przedziatu ufnosci na poziomie 0,99.
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4. Jakibedzie przedzial ufnosci dla danych z poprzedniego zadania, gdy poziom ufno$ci zmniej-
szymy do 0,95?

5. W celu wyznaczenia btedu standardowego pewnego przyrzadu pomiarowego (odchylenia
standardowego tego przyrzadu) dokonano pigciu pomiaréw pewnej wielko$ci i otrzymano na-
stepujace wyniki: 8,15; 8,20; 8,04; 8,14 1 8,22. Oszacowaé wariancj¢ wskazan przyrzadu
i obliczy¢ przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego tego przyrzadu przy poziomie uf-
nosci 0,90.

6. Celem sprawdzenia doktadnosci wskazan pewnego przyrzadu pomiarowego dokonano 10 po-
miardw tej samej wielkosci fizycznej 1 otrzymano nastgpujace wyniki: 9,01; 9,00; 9,02; 8,99;
8,98;9,00;9,00;9,01; 8,99;19,00. Oszacowac wariancj¢ wskazan przyrzadu 1 poda¢ przedziat
ufnosci dla jego btedu (odchylenia standardowego) na poziomie ufnosci réwnym 0,99 zakta-
dajac, ze wskazania tego przyrzadu maja rozklad normalny.

7. Zapomoca pigciu niezaleznych pomiarow szacowano srednice katowa planety Neptun i otrzy-
mano nastgpujace wyniki (w sekundach tuku): 2,31; 2,25;, 2,28; 2,30 1 2,27. Zakladajac, ze
wyniki pomiaréw sa blgdem losowym o rozkladzie normalnym oszacowac $rednicg katowa
Neptuna i podaé przedzial ufnosci dla tej Srednicy na poziomie ufnosci 0,90. Jak zmieni si¢
oszacowanie i przedziat ufnos$ci, gdy obserwacje uzupelnimy nowym wynikiem pomiaru réw-
nym 2,30?

5.4. Weryfikacja hipotez statystycznych

Niech bedzie dana pewna zmienna losowa X, ktorej rozktad albo pewne jego parametry nie
sa znane. Odnos$nie tego rozktadu lub tych parametrow formutlujemy pewne przypuszczenie.
Kazde takie przypuszczenie bedziemy nazywac hipotezq statystyczng i oznaczaé przez H.

W celu weryfikacji hipotezy H obserwujemy probke X, X,, ..., X, 1 definiujemy pewna funk-
cj¢ O na tej probee. Niech Q oznacza zbior wszystkich wartosci tej funkcji.

Ustalamy pewna mala liczbe & i konstruujemy taki podzbior Q, zbioru Q, aby prawdopodo-
bienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze 0 € €, gdy hipoteza H jest prawdziwa, byto nie
wigksze od a. Jezeli w wyniku proby zaobserwujemy taka warto$¢ J, ktora nalezy do zbioru Q,,
to weryfikowana hipotezg H odrzucamy jako nieprawdziwa, a w przeciwnym przypadku stwier-
dzamy, ze wynik do$wiadczenia nie przeczy tej hipotezie.

Liczbg anazywamy poziomem istotnosci testu, zbior Q, —zbiorem krytycznym testu, a opisane
postepowanie — testem hipotezy H.

Przyklad 5.7. Wykonano nowy przyrzad do mierzenia wysokos$ci drzew. Wiadomo, ze blad po-
miaru tym przyrzadem jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym z odchyle-
niem standardowym 0,1 m. W celu sprawdzenia, czy pomiary przyrzadem nie sa
obarczone btedem systematycznym (tzn. czy btad pomiaru ma warto$¢ ocze-
kiwang réwna 0) wykonano pi¢¢ pomiaréw wzorcowego drzewa o znanej wyso-
ko$ci 12 m 1 otrzymano nastgpujace wyniki: 12,32; 11,90; 11,93; 12,01 1 12,19.
Srednia tych wynikéw jest rowna X = 12,07, a wiec btad oszacowania wyso-
ko$ci wynosi 0,07 m.
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Czy wynik ten upowaznia nas do stwierdzenia, ze przyrzad wykazuje pewien

btad systematyczny, czy tez zaobserwowane odchylenie od znanej wartosci 12 m

mozna usprawiedliwi¢ losowymi wahaniami przyrzadu?

Stawiamy hipoteze: przyrzad nie jest obciazony btedem systematycznym.

Naszymi danymi sa:

® zmienna losowa X o rozktadzie N(m, 0,1), gdzie warto$¢ oczekiwana m jest
nieznana, a hipoteza mowi, ze m = 12, czyli H: m = 12,

® probka o liczebnoscin =5,

® funkcja J, za ktora przyjmujemy X,.

Wyznaczamy granice, od ktorej poczawszy bedziemy uwazali obserwacje X,

za sprzeczna z hipoteza, ze rozpatrywana zmienna losowa ma rozktad N(12, 0,1).

Jako granice wezmiemy taka liczbe A, aby prawdopodobienstwo tego, ze zaob-

serwujemy réZnicq‘ X, —m ‘ wigksza niz 4 byto mate, np. &= 0,05 (jest to przy-

jety poziom istotnos$ci testu). Zbiorem krytycznym jest zbior

Q ={5:|5-12|> 4},

przy czym w naszym przypadku & = Xs. Mamy

— X,-m A
P(\X,,-m\>,1)=1>[ z JZ>—JZ].
o o
. X, —m .
Zmienna losowa U = \n marozktad normalny N(0, 1). Z tablic wyzna-
(o

czamy liczbg u, tak, by
P(U|>u,)=a=0,05.
W tym celu wykonujemy kolejno nastepujace przeksztatcenia:
PGU>u,)=1-P(U|fuy,)=1-P(-uy, <U <u,)
=1—(D(uy) - D(-uy)) =2 -20(uy,).

Stad wynika, ze
2-2®(u, ) = 0,05,

a wigc ®(u, ) = 0,975 iz tablic odczytujemy, ze u, =ug s =1,96. Mamy za-
tem
P(

czyli i\/; =1,96, skad wynika, ze A = 1,96i

o n

wiec mamy A = 0,088. Zatem jesli ‘ X 5 —12 ‘ > 0,088, to nalezy uznac, ze przy-

Xn—m\/;

O

> 1,96} =0,05

iponiewaz 0=0,1 orazn =135,

rzad wykazuje blad systematyczny. Poniewaz dlan=5mamy X5 = 12,07, wiec
‘ Xs-12 ‘ = 0,07, conie pozwalana dyskwalifikacjg przyrzadu jako obarczone-

go biedem systematycznym (zaobserwowany wynik nie jest elementem zbioru
krytycznego). Brak zatem podstaw do zakwestionowania hipotezy.
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Powstaja dwa problemy:

® skoro warto$¢ « jest prawdopodobienstwem popelnienia bigdu, to dlaczego nie wybrano
mniejszej liczby ¢,
® jak nalezy konstruowac zbidr krytyczny w og6lnosci?

Odpowiedz daje tzw. funkcja mocy testu (zwana tez krotko mocq testu). Niech hipoteza doty-
czy pewnego parametru (w przyktadzie parametrem tym byta warto$¢ oczekiwana m). Oznacz-
my przez o€ Q, | fzdarzenie polegajace na tym, ze odrzucimy weryfikowana hipoteze, gdy inte-
resujacy nas parametr ma warto$¢ (w podanym przyktadzie: gdy warto$¢ oczekiwana wskazan
testowanego przyrzadu pomiarowego jest rowna m.).

Definicja 5.6. Prawdopodobienstwo zdarzenia d € Q, | ¢ rozpatrywane jako funkcja parame-
tru & oznaczamy

M(9) = P(5 €Q,|9)

1 nazywamy mocq testu.

Liczbg a oraz zbidr krytyczny testu wybiera sig tak, zeby moc testu spetniata pewne ,,rozsad-
ne wymagania”. Co to znaczy wyjasnimy na przykladzie.

Przyklad 5.8. W poprzednim przyktadzie przyjeliSmy za zbior krytyczny zbior
Q; = {Xs5:| X5-12|> 0,088 |m}.
Zatem funkcja mocy tego testu jest
M(m) = P(\ Xs- 12> 0,088|m),

czyli prawdopodobienstwo zdarzenia ‘ X5-12 ‘ > 0,088, gdy rozktad zmiennej
losowej jest normalny N(m, 0,1). Wyznaczajac to prawdopodobienstwo otrzyma-

my
i =a L2220 ) o 12088 )

Wykres tej funkcji jest przedstawiony na ponizszym rysunku.

M@){L

®

ol 7119 20 27

¥
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Z wykresu wida¢, ze jesli m = 12, czyli gdy weryfikowana hipoteza jest prawdzi-
wa, prawdopodobienstwo jej odrzucenia jest najmniejsze i ro$nie wraz ze wzro-
stem obciazenia przyrzadu (gdy m > 12 lub m < 12).

W praktyce najczgsciej sa stosowane testy wymienione ponizej.

. Jednostronny test hipotezy o wartosci oczekiwanej w rozkladzie normalnym przy znanej wa-
riancji, czyli

H: m = m, przy hipotezach alternatywnych K: m > m, (lub K: m < m).
Danymi w tym te$cie sa:

a — poziom istotnos$ci testu,
o — odchylenie standardowe (otrzymane ze znanej wariancji),
n — liczebno$¢ probki.

Hipoteze dyskwalifikuje sig, gdy X, > A, gdzie warto$¢ A jest ustalona z warunku

CD(;L_mO \/;j =l-a.

o

Moc testu okresla wzor

M(m):l—ob(’:mx/ﬁ)

. Dwustronny test hipotezy o wartosci oczekiwanej w rozktadzie normalnym przy znanej wa-
riancji, czyli

H: m = m, przy hipotezach alternatywnych K: m # m,,.
Danymi sa te same wielko$ci, co poprzednio.

Hipotezg¢ odrzucamy, gdy‘ X, —my ‘ > A, gdzie warto$¢ 4 wyznacza sig¢ z warunku
A
CD(— d \/;j =2
o 2
Moc testu jest dana wzorem

M(m) = @(""0%"1_’"«@ +1- @(M«/Zj .

(o3

. Jednostronny test hipotezy o wartosci oczekiwanej w rozktadzie normalnym przy nieznanej
wariancji, czyli

H: m = m,, przy hipotezach alternatywnych K: m > m, (lub K: m < m,).
Danymi w tym tescie sa:

a — poziom istotnos$ci testu,
n — liczebno$¢ probki.
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: X, - : N :
Hipotez¢ odrzucamy, gdy ”S—mo n > A, gdzie S,% oznacza wariancjg z probki, a war-
n
to$¢ A wyznacza si¢ z warunku
H, (A)=1-a.
Funkcja H,_;(x) jest dystrybuanta rozktadu #-Studenta z n -1 stopniami swobody. W celu
wyznaczenia mocy testu trzeba rozwazy¢ pewien nowy rozktad, bo gdy m # m,, to zmienna
X —
losowa —1 "0
n

n nie ma rozktadu #-Studenta (pomijamy to zagadnienie).

4. Dwustronny test hipotezy o warto$ci oczekiwanej w rozktadzie normalnym przy nieznanej
wariancji, czyli

H: m = m, przy hipotezach alternatywnych K: m # m,,.

Danymi sa te same wielko$ci, co poprzednio.

X,-m
n On

Hipotezg odrzucamy, gdy > A, gdzie S 3 oznacza wariancjg¢ z probki, a war-

n

to$¢ A wyznacza si¢ z warunku
a
oy (D=5

Odnos$nie mocy testu obowigzuje poprzednia uwaga.

5. Jednostronny test hipotezy o parametrze p zmiennej losowej X dwupunktowej (o rozktadzie
zero-jedynkowym), tj. zmiennej dla ktorej

PX=1)=p, PX=0)=1-p.
Hipoteza ma postaé
H: p = p, przy hipotezach alternatywnych K: p > p, (lub K: p < p,).
Hipotezg weryfikuje si¢ na podstawie probki X;, X, ..., X,. Suma S, tych zmiennych ma roz-
ktad Bernoulliego, tj.
P(S, = k) = (kj pta-p"*,

przy czym dla duzej liczebnos$ci probki (duzych wartosci n) i matych warto$ci p stosuje sig
przyblizenie za pomoca rozktadu Poissona, tzn.

(np)*

P(S, =k)=""

exp(—np).

W praktyce przybliZzenie to stosuje sig, gdy p < 0,1 oraz np(1 - p) < 9. Gdy np(1 - p)>9, to
zwykle rozktad dwumianowy przybliza si¢ za pomoca rozktadu normalnego (mozliwo$¢ taka
wynika z centralnego twierdzenia granicznego — zob. nastgpny rozdziat):

P(a < Snzmp bj — D(b) - D(a).

vJnp(1-p)
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Weryfikowana hipotez¢ H odrzuca sig, gdy S, > A4, gdzie warto$¢ A jest najmniejsza liczba
ustalong z zaleznos$ci

P(S,>A, gdy p=pg)<a.

Zauwazmy, ze rowno$¢ w powyzszej nierownos$¢ moze nie by¢ spetniona dla zadnej wartos-
ci A, gdyz zmienna losowa S, przyjmuje tylko nicujemne warto$ci catkowite.

Moc testu okresla nastepujacy wzor:
M(p) = P(S, > 1| p),

przy czym za rozktad w ostatnich dwoch wzorach przyjmuje si¢ (w zaleznosci od okolicznos-
ci) jeden z wymienionych rozktadow, tzn. Bernoulliego, Poissona lub normalny.



