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D?*(B) = ﬁ[(OJ— D?-10+(0,8—1)2-10+(0,9- 1) -21

+(1,0=1)2 18+ (L1-1)2 15+ (1,2-1)%-22
+(1,3-1)% -4] = 0,0290.

Poniewaz D*(4) < D*(B), wigc nalezy wybra¢ partig A.

Przyklad 3.14. Obliczy¢ wariancj¢ rozktadu jednostajnego.
Poniewaz

D*(X) = E(X*)—(E(X)* =my —m{,

a na podstawie zadania 6 po p. 3.6 wiemy, ze

m =E(X)=“;b,

wigc wystarczy obliczy¢ m,. Mamy

m =+J?ox2f(x)= : ,]fxzdx=l' ! ~x2b=l(a2+ab+b2)
) b-a: 3b-a la 3 '
Zatem
AV
Dz(X)=%(a2+ab+b2)—%(a2+2ab+b2)=%.

Definicja 3.28. Jezeli X oznacza zmienna losowa o odchyleniu standardowym D(X) = o, to
zmienng losowa Y = X/ o nazywamy unormowanq (znormalizowanq).

Twierdzenie 3.14. Wariancja zmiennej losowej unormowanej jest rowna 1.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 3.12 mamy

D?*(Y) = Dz(éj =%02(X) =L202
(e (e

1. ]

Definicja 3.29. Jesli X oznacza zmienna losowa o warto$ci oczekiwanej E(X) =m 1 odchyleniu

standardowym D(X) = g, to zmienna losowa Y = n nazywamy standaryzo-

o
wangq.

Twierdzenie 3.15. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej standaryzowanej jest rowna zero,
a wariancja jest rowna 1.

Dowdd. Na podstawie twierdzen 3.5 1 3.7 mamy

E(sz(X_mj _EX)-m _m-m _o,
(o2 o o
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a na podstawie twierdzen 3.11 1 3.12 otrzymujemy
_ 2
0= Xm)opp( X)L -2y .
o

o o

Odchylenie standardowe nie jest jedynym parametrem charakteryzujacym rozrzut. Jest
jeszcze tzw. odchylenie przecigtne.

Definicja 3.30. Odchyleniem przecietnym = d(X) zmiennej losowej X nazywamy wyrazenie
a=d(X)= Z| xy —E(X) |pk dla zmiennej losowej skokowe;j,
k

+00
a=d(X)= “ x—E(X) Lf(x)dx dla zmiennej losowej ciagte;j,
tj.
a=E(|X-EWX)|

Twierdzenie 3.16. Dla dowolnej zmiennej losowej X zachodzi
d(X) < D(X).

Dowdd. Z nierdwnosci Schwarza dla ¥ = 1 mamy

d*(X) = (E(| X - E(X)|)? < E(X - E(X)?) = D*(X). =

Zadania
1. Rzucamy sze$cienng kostka do gry. Obliczy¢ wariancjg liczby wyrzuconych oczek na kostce.

2. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Obliczy¢ wariancjg sumy liczb oczek otrzy-
manych na kostkach.

3. Obliczy¢ wariancje rozktadu Bernoulliego.
4. Obliczy¢ wariancjg¢ rozktadu Poissona.

5. Rzucamy dwie kosci do gry. Oznaczmy przez X, zmienna losowa przyjmujaca warto$ci rowne
liczbie oczek na pierwszej kostce, a przez X, zmienna losowa przyjmujaca warto$¢ 1, o ile na
pierwszej kostce jest piatka i na drugiej kostce jest piatka, natomiast warto$¢ 0 w pozostatych
przypadkach.

A. Znalez¢ rozktad zmiennej losowej X=X, + X, .

B. Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X i wykonac¢ jej wykres.

C. Obliczy¢ P(4 < X< 6) oraz zaznaczy¢ obliczone prawdopodobienstwo na wykresie dystry-
buanty.

D. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
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6. Mys$liwy ma trzy naboje 1 strzela do chwili trafienia do celu lub do chwili wystrzelenia wszy-
stkich naboi. Liczba naboi jest zmienna losowa.
A. Poda¢ rozktad tej zmiennej wiedzac, ze prawdopodobienstwo trafienia celu przy kazdym
strzale jest rowne 0,8.
B. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe.

7. A. Dla jakiej wartosci C funkcja

2
o :{Cx dla 0 <3,
0Odlax<0ix>3

jest gestoscia prawdopodobienstwa?
B. Znalez¢ dystrybuantg wyznaczonego rozktadu i wykona¢ jej wykres.
C. Obliczy¢ P(1 < X<4)izaznaczy¢ warto$¢ obliczonego prawdopodobienstwa na wykresie

dystrybuanty.
D. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe.

8. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci -2, 2 i 3 z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,25,
0,510,25.
A. Znalez¢ rozktad zmiennej losowej Y = X2
B. Obliczy¢ E(Y) i D(Y).

3.8. Wskazniki zmiennosci, skosnosci i skupienia

Definicja 3.31. Wskaznikiem (wspolczynnikiem) zmiennosci zmiennej losowej X nazywamy
wielkos¢
_D(X)

B’
przy czym E(X) # 0.

Definicja 3.32. Méwimy, ze zmienna losowa ma rozkltad prawdopodobiefistwa symetryczny
wzgledem prostej x = a, jesli
a) w przypadku zmiennej losowej skokowej o punktach skokowych {x,} dla
kazdego punktu x; < a istnieje taki punkt x; > a, ze

P(szi)zP(szj) oraz a—x; =x; —da,

b) w przypadku zmiennej losowej ciagltej o gestosci f{x) zachodzi

fla—x)= f(a+x)
dla kazdej wartosci x w punktach ciaglosci funkcji f{x).
Prosta o rGwnaniu x = a nazywa si¢ osiq symetrii.

Rozktad symetryczny i niesymetryczny przedstawiono na nastgpujacych rysunkach:
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A
fix) f(X)A

0 X - . —~

0 x .

Jesli rozktad prawdopodobienstwa jest symetryczny, to momenty centralne rzgdu nieparzy-
stego, o ile istnieja, sa rowne zeru. Z tego powodu za miarg asymetrii przyjgto wskaznik zdefi-
niowany nast¢pujaco:

Definicja 3.33. Wskaznikiem asymetrii (wspotczynnikiem skosnosci) nazywamy wyrazenie
H3
1= o
D~ (X)
gdzie D(X) > 0.
Gdy y, >0, to méwimy, ze asymetria rozktadu prawdopodobiefistwa jest dodatnia (zob. rysu-

nek z lewej ponizej), a gdy ¥, <0—ujemna (zob. rysunek z prawej ponizej). Czasami jako miara
sko$nosci uzywany jest tez wskaznik f; = ;/12.

o] fig]

k .
% . ol

Definicja 3.34. Wskaznikiem skupienia (wspotczynnikiem sptaszczenia lub kurtozq) nazywamy

wyrazenie
Hq Hq
/82 = _2 = 4 b
#y  D7(X)
a ekscesem — wyrazenie
y2 =5 =3

Eksces rozktadu normalnego (bedzie dalej) jest rowny zero 1 dlatego jest on wskaznikiem
umozliwiajacym poréwnanie skupienia badanego rozktadu ze wzgledu na rozktad normalny.
Eksces dodatni wskazuje, ze wykres badanego rozktadu jest wyzszy i bardziej smukly (bardziej
skupiony ze wzgledu na o§ poprowadzona przez punkt x, = E(X)). Eksces ujemny ma znaczenie
przeciwne.
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3.9. Mediana i moda

Wskazniki te, obok warto$ci oczekiwanej, charakteryzuja potozenie zbioru warto$ci zmiennej
losowe;.

Definicja 3.35. Medianq Me zmiennej losowej X nazywamy liczbg x spetniajaca zwiazki

1 1

Dla zmiennej losowej ciaglej o gestosci f(x) 1 dystrybuancie F(x) nierownosci te sprowadza-
ja si¢ do rbwnania |
F(x)=—,
(%) >

t.
X

L

=Me
jw S0)=

Definicja 3.36. Modq Mo lub dominatq zmiennej losowej X nazywamy:
a) dla zmiennej losowej skokowej — warto$¢ zmiennej losowej, ktorej odpo-
wiada najwigksze prawdopodobienstwo,
b) dla zmiennej losowej ciaglej — wartos¢, dla ktorej gestos¢ przyjmuje
maksimum lokalne.

Przyklad 3.15. Wyznaczy¢ mediang i modg dla zmiennej losowej skokowej o rozkladzie poda-
nym w ponizszej tabeli.

X, 2 7 10

oI | w»

5 1
P(szk) 6 6

1
9

Mediana Me = 7, bo liczba ta spetnia obie nieréwnosci

px<n=os1ipx=n=8.1
97 2 9 2

Bezposrednio z tabeli mamy Mo = 7.

Przyklad 3.16. Wyznaczy¢ mediang i modg zmiennej losowej o rozktadzie
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0 dla —o<x<-2,
—3x2-9x-6 dla —2<x<—1,
f(x)=1 0dla —1<x<0,

—3x2+3x dla 0<x<1,

0 dla 1< x < +oo.

Szkic wykresu funkcji f{x) jest nastgpujacy:

f(x)
1
3
p)
1 1
2 K4
2 =1 0] 1 X

Mediana jest kazda liczba x z przedzialu domknigtego [-1, 0], gdyz dla tych
warto$ci mamy

X -1
(/22 0w :l
[ Fd= ] (-3 ~9x-6)dr ==

—0 -2

Funkcja gestosci ma ekstrema lokalne w punktach —% i % Zatem

Mo:—é 1 M0:l.
2 2

Zadania

1. Wyznaczy¢ mediang, modg oraz wskazniki asymetrii, skupienia i eksces w przypadku, gdy
zmienna losowa skokowa ma rozklad podany w ponizszej tabeli

X, -3 -2 -1 0 1 2 3

PX=x,) | 0,05 0,12 0,18 0,32 0,23 0,07 0,03

2. Wyznaczy¢ mediang zmiennej losowej o rozktadzie wyktadniczym.

3. Rzucamy dwie ko$ci do gry. Oznaczmy przez X, zmienna losowa przyjmujaca wartosci rowne
liczbie oczek na pierwszej kostce, a przez X, zmienna losowa przyjmujaca wartos¢ 1, o ile na
pierwszej kostce jest piatka i na drugiej kostce jest piatka, natomiast warto$¢ 0 w pozostatych
przypadkach. Wyznaczy¢ mediang i mod¢ zmiennej losowej X = X, + X, .
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4. Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X dana jest wzorem

éxz dla 0<x <3,

Odla x<01x>3

S(x) =

Obliczy¢ Me 1 Mo.

5. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci -2, 2 i 3 z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,25,
0,51 0,25. Obliczy¢ mediane i mode zmiennej losowej ¥ = X2
3.10. Rozktad normalny

Definicja 3.37. Zmienna losowa o gestosci

2
-exp —%, —w<x<+40, o>0,
20

1
f(x)=
\N27wo
gdzie m oznacza warto$¢ oczekiwana, a 0—odchylenie standardowe, nazywamy

zmienna losowa o rozktadzie normalnym lub rozktadzie Moivre 'a-Gaussa. Roz-
ktad ten oznaczamy N(m, o).

Badajac przebieg zmiennosci funkcji f{x) (danej powyzszym wzorem) mozna stwierdzi¢, ze:

a) funkcja jest rosnaca dla x < m 1 malejaca dla x > m,
1

V2ﬂ0’

c¢) w punktach o odcigtych x, =m - 0 ix,=m + o funkcja ma punkty przegigcia, ktorych rzed-

\/27ze0'.

Ponadto okazuje sig, ze warto$¢ m jest moda i mediana rozktadu. Wykresy funkcji fix) dlam =1
1 r6znych wartosci o sa przedstawione na ponizszym rysunku.

b) w punkcie x = m funkcja osiaga maksimum réwne

ne sg rowne

£ (X)ﬂ
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W szczegdlnym przypadku, gdy m =01 o= 1 moéwimy, Zze zmienna losowa ma standaryzowa-
ny rozktad normalny. Wowczas

1
f(x)= .
N2
Dystrybuante standaryzowanego rozktadu normalnego nazywamy funkcjq lub catkq Lapla-
ce’a 1 oznaczamy symbolem ®(x). Ma ona nast¢pujaca postac:
o) 1 T [ t?
X)=—7=— | exp| - =
V27 ° P

Nie jest to catka elementarna i jej obliczenie jest zmudne. Dlatego korzysta sig z tablic wartosci
funkcji @(x).

Obliczenie wartosci dystrybuanty F(x) rozktadu N(m, o) przeprowadza si¢ stosujac podsta-

wienie =u. Wowczas
O
x—m
F- | - [(t_m)]t I ( zjd =
= c = (&) = .
R I i Ll B N

—0o0

Jesli oznaczymy Rl t, to mamy F(x)=®().
o

Z symetrii ggstosci standaryzowanego rozktadu normalnego wynika, ze
D(—x) = 1 - D(x). (*)
Mamy bowiem
P(X<—x)+P(X=—x)+ P(X>-x)=1
Ale P(X =-x) =0, bo rozklad jest ciagly. Zatem
P(X<—-x)=1-P(X >—x),
a poniewaz gestos¢ jest symetryczna, co oznacza, ze
P(X >—-x)= P(X <Xx),

a wiec
P(X <—x)=1-P(X <¥),

co konczy dowod réwnosci, bo P(X < —x) = D(—x) i P(X < x) = O(x).

Przyklad 3.17. Zmienna losowa X podlega rozktadowi N(5, 2). Obliczy¢ P(X < 3,6).
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne polu pod krzywa gestosci w przedzia-
le (—o; 3,6). Nieréwno$¢ X < 3,6 jest rtOwnowazna nieréwnosci

X-5 36-5
< .
2 2

Zatem
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P(X <3.6) = p( X2‘5 < 3’6‘5] — P(T <-0,7)

= ®(=0,7) = 1 - D(0,7) ~ 1—0,7580 = 0,2420,

przy czym warto$¢ ®(0,7) zostala odczytana z tablic.

Przyklad 3.18. Zmienna losowa X podlega rozktadowi N(1, 2). Obliczy¢ P(|.X|<2,4). Wyzna-
czy¢ stala a tak, by P(|X -1| <a) = 0,95.
Po standaryzacji zmiennej losowej i uwzglednieniu wzoru (*) mamy

P X|<24)= P(224< X <24) = p(—%;—l 3 X2—1 < 2,42_ 1}

= P(-1,7< T <0,7) = ®(0,7) - D(~1,7) = D(0,7) + D(1,7) — 1 ~ 0,7134.

Aby znalez¢ stala a, zauwazmy, ze

P(|X—1|<a)=P(—£< X_1<ﬁj=2q)(ﬁ)_1_
2 2 2 2

Stad otrzymujemy réwnanie

2®[ﬁj ~1=095,
2
czyli CD(%) =0,975. Korzystajac z tablic mamy a = 3,9.

Zadania
1. Zmienna losowa podlega rozktadowi N(2, 4). Obliczy¢ P(| X|>6).
2. Zmienna losowa podlega rozktadowi N(3, 5). Obliczy¢ P(|X 1] >1).
3. Zmienna losowa X podlega rozktadowi N(4, 9). Obliczy¢:
a) P(X>13),
b) P(|X -2| < 14),
c) P(|1X -3|>11).
4. Zmienna losowa podlega rozkladowi N(2, 4).
A. Wyznaczy¢ wartos¢ a tak, aby P(|X -2|<a)=0,9.
B. Wyznaczy¢ wartos¢ k tak, aby P(| X -2| < 4k)=0,8.

3.11. Rozklad logarytmiczno-normainy

Definicja 3.38. Rozktad zmiennej losowej X, ktorej logarytm naturalny (In X) ma rozktad nor-
malny, nazywamy rozktadem logarytmiczno-naturalnym.
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Gegstosc¢ rozkladu logarytmiczno-normalnego mozna otrzymac z ggstosci rozktadu normalne-
go zmiennej losowej ¥ = In X. Wowczas zmienna losowa X = exp Y ma opisywany rozktad,
ktorego gestos¢ dana jest wzorem

0 dla x<0,
f(x)= 1 -lexp[— (lnx—m)zJ dla x> 0.
N2mo X 207

Rozktad logarytmiczno-normalny oznaczamy przez A(m, o).
Przez zbadanie przebiegu zmienno$ci gestosci f(x) rozktadu A(m, 0) mozna wykazaé, ze:
a) funkcja posiada maksimum w punkcie x, = exp(m — o’ ), ktore jest rowne

1
o2\’
N27mo-exp m—T

b) funkcja f{x) jest rosnaca dla 0 < x <x, i malejaca do zera dla x > x,,

¢) punkty
( 2+02+\/AJ ) { 2+02—\/A]
X] = exp m—f 1 Xy =exp m—f

2

gdzie A = (62 -2)?+4, sa punktami przegigcia.

Ponadto okazuje si¢, ze punkt x, jest takze moda rozktadu. Wykres gestosci rozktadu logaryt-
miczno-normalnego jest przedstawiony na ponizszym rysunku.

x)

X1

=)
By
>
Y

X2
Przyklad 3.19. Zmienna losowa X podlega rozktadowi A(1, 2). Obliczy¢ P(X < &?).
Mamy

Py <o 1 ef 4 (Inx - 1)* ., 1 ej O l(lnx—ljz ,
( <e)——2\/§-ox eXpl -5 4 x—zmox exp - 5 > x.

Podstawiajac T otrzymujemy

— 0 | —

P(X <é? 1

NPT

exp(—%uzj du = d(0,5) ~ 0,6915.

8
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Przyklad 3.20. Zmienna losowa X podlega rozktadowi A(m, 0). Wyznaczy¢ momenty zwykle
rzedu /.
Zgodnie z definicja 3.23 mamy

+°°l e (Inx - m)?
my = _[x f(x)dxzm-_[x - exp _T dx.
—0 0

.. Inx-m .
Podstawiajac =u otrzymujemy

+00

my = : -exp(Im)- J. exp{— l(u2 - 21074)} du
2r J 2

Jl— : exp(zmyT exp{— l(u- lo)? + 112021 du
27 o 2 2
+00

L [zm+11202)- j ex —l(u—la)z du
2z TP P72 '

Stosujac podstawienie u—/o =z mamy

+o0 +©
ﬁ j exp{—%(u—la)z}du = ﬁ J‘ exp(—%zzj dz =1,

co wynika z whasnos$ci funkcji gestosci dowolnego rozktadu normalnego (tutaj
N(0, 1)). Zatem ostatecznie

1
my = exp[lerElZJZ) .

Zadania
1. Zmienna losowa X podlega rozktadowi A(m, 0). Wyznaczy¢ mediang Me.

2. Wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu A(m, o).



